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AVERTISSEMENT 

DE  LA  CINQUIÈME  ÉDITION. 


Cette  cinquième  édition  diffère  peu  de  la  précé- 
dente. 

La  faveur  méritée  que  le  Traité d' Algèbre  de  M.  Lau- 
rent a  rencontrée  auprès  des  étudiants  nous  faisait 
une  loi  de  ne  pas  modifier  l'ordre  suivi  dans  l'exposi- 
tion des  matières  et  traçait  notre  rôle  : 

Revoir  le  texte  avec  soin,  le  rendre  aussi  correct 
que  possible,  et  ne  toucher  qu'avec  discrétion  au 
fond  môme  de  l'OuArai^e. 

Aussi,  les  modifications  que  nous  avons  introduites 
sont-elles  essentiellement  de  détail  et  à  peine  pou- 
vons-nous indiquer  comme  refonte  plus  complète  la 
démonstration  du  théorème  de  Rolle  et  celle  de  la  loi 
de  l'inertie  de  Sylvester. 

Il  était  difficile,  d'ailleurs,  de  faire  plus,  alors  que 
MM.  Gauthier-Yillars,  propriétaires  du  Livre,  et  moi- 
même,  nous  étions  convaincus  que  son  ensemble 
laissait  peu  à  désirer  comme  perfection  didactique. 

J.-H.   Maiichand. 
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PREFACE  DE  LA  TROISIÈME  ÉDITION. 


....  Prouver  toutes  les  propositions  un  peu 
obscures,  et  n'employer  à  leur  preuve  que  des 
axiomes  très-évidenis  ou  dos  propositions  déjà 
Mocordées  ou  démontrées. 

(  l'ASCAL,  De  l'esprit  séontélrique.) 


\ 


L'édition  que  je  publie  aujourd'hui  de  mou  Traité 
d'Algèbre  diffère  pour  la  forme  des  précédentes;  mes 
idées  sur  l'enseignement  de  l'Algèbre  n'ont  pas  varié 
beaucoup  quant  au  fond,  mais  j'ai  dû  mettre  à  profit 
quelques  observations  de  mes  collègues,  et  surtout 
les  perfectionnements  récemment  apportés  dans  les 
méthodes  d'enseignement.  C'est  ainsi  que  j'ai  pu 
donner  tantôt  un  tour  plus  rapide  à  certaines  démon- 
strations, tantôt  phis  de  rigueur  à  d'autres  qui  lais- 
saient un  peu  à  désirer  sous  ce  rapport.  Enfin,  j'ai  cru 
devoir  augmenter  beaucoup  le  nombre  des  Exercices 
proposés,  en  donnant  une  solution  très-sommaire  de 
quelques-uns  d'entre  eux  et  en  y  joignant  des  JNotes 
sur  des  questions  étrangères  aux  programmes,  mais 
qui  m'ont  paru  instructives  et  intéressantes.  On  vou- 
dra bien  remarquer,  d'ailleurs,  que  les  exercices  que 
je  propose  sont  le  pUis  souvent  tirés  des  œuvres  des 
grands  maîtres. 

Je  veux  maintenant  me  justifier  de  quelques  re- 
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proches  qui  m'ont  été  adressés  et  dont  je  n'ai  pas  cru 
devoir  tenir  compte. 

On  a  critiqué  la  façon  dont  j'entrais  en  matière 
(mais  je  dois  dire  que  beaucoup  de  professeurs  m'ont 
approuvé);  on  prétend  qu'il  est  difficile  de  donner 
dès  le  début  des  notions  exactes  sur  les  quantités 
négatwes  et  qu'il  faut  rejeter  leur  théorie  après  les 
équations  du  premier  degré. 

Je  réponds  à  cela  que  la  quantité  négative  n'est  pas 
plus  difficile  à  saisir  que  la  quantité  positive,  et  que 
-\-  3  est  aussi  absurde  que  —  3  au  point  de  vue 
concret.  Tout  élève  comprendra  parfaitement  que  l'on 
peut  appeler  quantité  algébrique  un  nombre  pré- 
cédé d'un  signe,  pourvu  que  ce  nombre  et  ce  signe 
fassent  partie  d'une  formule.  Ainsi,  dans  2  -:-  3  ~  4? 
je  dis  que  —  4  est  un  terme  négatif  du  polynôme 
2  H-  3  —  4-  Il  n'est  pas  difficile  non  plus  de  faire 
comprendre  que  (  -i-  3}  X  !  —  2)  =  —  3  x  2  est  une 
définition.  Je  ne  tarde  pas  à  montrer  que  le  but  de 
pareilles  définitions  est  de  simplifier  les  énoncés  de 
certains  théorèmes.  L'interprétation  vient  plus  tard, 
mais  jamais  la  quantité,  négative  n'a  apparu  comme 
une  chose  absurde. 

Au  contraire,  ceux  qui  ne  veulent  pas  entendre 
parler  de  quantités  négatives  au  commencement  de 
l'Algèbre  ne  font  que  tromper  les  élèves  et  leur  donner 
des  idées  fausses,  en  leur  cachant  l'absurde  et  en  les 
faisant  passer  outre  quand  ils  le  rencontrent. 

Par  exemple,  comment  est-il  permis  de  dire  que 
l'on  peut  faire  passer  un  terme  d'une  équation  d'un 
membre  dans  un  autre  en  changeant  son  signe  avant 
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d'avoir  parlé  des  quantités  positives  et  négatives?  3e 
suppose  qu'il  s'agisse  de  résoudre 


1  —  ^—5 


2X 


La  solution  est  ^  =  4  ;  mais,  si  l'élève  ne  sait  pas  ce 
que  c'est  qu'une  quantité  négative,  cette  équation,  a 
priori,  n'a  pas  de  sens,  car,  quand  ^  =  4,  on  a 

1-4  =  5-8. 

Mais  encore,  si  vous  écrivez,  je  suppose,  cette  autre 
équation 

^  —  I  =  2X  —  5 , 

pouvez-vous  faire  passer  œ  d'un  membre  dans  un 
autre?  Savez- vous  d'avance  si  l'opération  sera  pos- 
sible? Etc.,  etc.  On  croit  avoir  fait  un  chef-d'œuvre 
en  passant  du  simple  au  composé;  mais  c'est  aux 
dépens  du  bon  sens,  en  trompant  l'élève  et  en  lui 
faussant  le  jugement. 

J'ai  souvent  entendu  dire  dans  le  monde  que  l'étude 
des  Mathématiques  rendait  l'esprit  faux  :  c'est  parfai- 
tement exact  si  on  les  enseigne  mal  et  si  l'on  exerce 
les  élèves  à  ne  pas  apercevoir  les  fautes  grossières  de 
raisonnement  que  l'on  fait  devant  eux. 

Telle  que  je  l'expose,  la  théorie  des  imaginaires  ne 
laisse  aucun  nuage  dans  l'esprit  ;  dans  une  Note  placée 
à  la  suite  du  Chapitre  IV  de  la  IP  Partie,  j'ai  indiqué 
sommairement  une  manière  différente  de  présenter 
cette  théorie.  Croit-on  aussi  rectifier  le  jugement  des 
élèves  quand  on  leur  dit  que  l'on  convient  de  con- 
sidérer y  —  ï  comme  une  quantité  qui  aurait  pour 
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carré  —  i?  Pourquoi  ne  peut-on  pas  convenir  aussi 
qu'en  ajoutant  2  et  2  on  obtiendra  10? 

Plusieurs  absurdités  ont  déjà  disparu  de  l'enseigne- 
ment :  les  séries  divergentes,  l'infini  en  tant  que  quan- 
tité déterminée  très-grande,  etc.  Il  faut  espérer  qu'on 
fera  disparaître  aussi  les  théories  qui  font  de  y  —  i 
une  quantité  dénuée  de  sens. 

Dans  cette  édition,  je  me  suis  mieux  conformé  aux 
programmes  officiels  que  dans  les  précédentes;  j'ai 
développé  plus  simplement  et  plus  complètement  la 
théorie  des  déterminants,  la  théorie  des  fonctions 
dérivées  et  celle  de  l'élimination.  Enfin,  on  voudra 
bien  remarquer  le  dernier  Chapitre  sur  les  polynômes 
homogènes  du  second  degré  et  leurs  applications  à 
îa  séparation  des  racines  des  équations;  cette  théorie 
m'a  paru  une  bonne  préparation  à  l'étude  des  co- 
niques et  des  surfaces  du  second  ordre,  indépendam- 
ment des  immenses  services  que  la  loi  dite  de  l'inertie 
est  appelée  à  rendre  à  la  théorie  des  équations. 

Que  l'on  me  permette  à  ce  propos  une  digression  : 
plus  d'une  théorie  importante  a  été  portée  à  un  haut 
degré  de  perfection  lorsqu'elle  a  été  régulièrement 
introduite  dans  l'enseignement,  et,  quand  on  com- 
pare cette  ihéorie  avec  ce  qu'elle  était  cinq  ou  six 
ans  auparavant,  on  y  rencontre  des  énoncés  plus  nets 
et  plus  féconds,  une  précision  et  une  rigueur  qui  en 
ont  fait  un  instrument  riche  et  puissant.  C'est  ainsi 
que  la  théorie  de  l'élimination  s'est  bien  perfectionnée 
depuis  qu'elle  est  exigée  pour  l'entrée  à  l'École  Poly- 
technique. Je  suis  convaincu  que,  si  nos  professeurs 
voulaient  introduire  peu  à  peu  la  théorie  des  formes 
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quadratiques  dans  leur  enseignement,  comme  ils  ont 
introduit  autrefois  celle  des  déterminants,  on  verrait 
cette  théorie  faire  faire  à  l'Analyse  des  progrès  prodi- 
gieux. 

Le  jour  n'est  peut-être  pas  éloigné  où  l'on  pourra 
substituer  au  théorème  de  Sturm,  déjà  si  riche  en  con- 
séquences, une  méthode  réellement  pratique  pour  la 
séparation  sûre  et  rapide  des  racines  d'une  équation. 

Que  l'on  veuille  bien  se  rappeler  combien  les  élèves 
redoutaient  autrefois  l'introduction  des  déterminants 
dans  les  Cours  de  Mathématiques  spéciales.  Que  de 
récriminations  n'entendrait-on  pas  aujourd'hui  si  on 
les  empêchait  de  se  servir  de  ce  précieux  instrument, 
qui  vient  si  à  propos  soulager  leur  mémoire  et  leur 
attention  !  Peut-être  n'est-il  pas  inutile  de  rappeler  que 
c'est  M.  Moutard  qui  a  surtout  contribué  par  son  en- 
seignement à  la  vulgarisation  de  la  théorie  des  déter- 
minants, 

II.  L. 

Septembre  1879. 


INTRODUCTION. 

RAPPEL  DE  QUELQUES  NOTIONS  D'ARITHMÉTIQUE. 


I.   —  DES  L!HI¥ES  ET  DES  INCOMMENSURABLES. 

Les  mots  égaler,  ajouter  présentent,  le  plus  souvent, 
un  sens  assez  net  à  l'esprit  pour  que  l'on  n'ait  pas  besoin 
de  les  définir,  toutefois  nous  ferons  observer  qu'il  serait 
impossible  d'en  donner  une  définition  générale  parce 
qu'ils  ont  des  significations  très  différentes  suivant  la  na- 
ture des  objets  auxquels  on  les  applique.  Mais,  s'il  est 
impossible  de  donner  une  définition  générale  de  ces  mots 
égaler,  ajouter,  il  est  facile,  il  est  même  quelquefois 
indispensable  de  les  définir  quand  ils  s'appliquent  à  des 
objets  déterminés. 

Quelle  que  soit  la  définition  que  l'on  donne  de  l'addi- 
tion de  plusieurs  choses,  nous  supposerons  toujours  que 
le  résultat  de  cette  addition  est  indépendant  de  l'ordre 
dans  lequel  on  considère  ces  choses.  Nous  supposerons 
aussi  que  la  définition  de  l'égalité  soit  telle  que  deux 
choses  égales  à  une  autre  soient  égales  entre  elles. 

On  appelle  quantités  ou  grandeurs  mesurables^  toutes 
les  choses  à  propos  desquelles  on  peut  concevoir  ou  dé- 
finir V égalité  et  V addition. 

On  dit  qu'une  quantité  A  est  plus  grande  qu'une  autre 
Bj  quand  on  obtient  A  en  ajoutant  à  B  une  certaine  quan- 
tité C,  et  alors  on  dit  aussi   que  B  est  plus  petit  que  A. 
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On  dit  que  des  quantités  sont  de  même  espèce,  si  l'on 
peut  les  concevoir  égales  entre  elles,  ou  plus  grandes  et 
plus  petites  les  unes  que  les  autres,  si  enfin  on  peut  les 
ajouter  entre  elles. 

Considérons  des  quantités  de  même  espèce  et,  parmi  ces 
quantités,  choisissons-en  une  arbitrairement,  donnons-lui 
le  nom  àhinité,  appelons  aussi  unités  toutes  les  quantités 
qui  lui  sont  égales,  nous  démontrerons  que  l'unité  étant 
connue  et  déterminée,  il  est  possible  de  désigner  nette- 
ment une  quantité  déterminée  et  toutes  celles  qui  lui  sont 
égales  au  moyen  de  ce  que  l'on   appelle  un  nombre. 

Ainsi,  le  nombre  qui  mesure  une  quantité,  est  une  locu- 
tion ou  un  signe  qui  sert  à  désigner  une  quantité  et  toutes 
celles  qui  lui  sont  égales,  de  manière  à  les  distinguer  de 
celles  qui  sont  plus  grandes  ou  plus  petites.  Mesurer  une 
quantité,  c'est  chercher  le  nombre  qui  la  mesure.  Nous 
dirons  que  deux  nombres  sont  égaux,  quand  ils  serviront 
à  mesurer  des  quantités  égales  ;  un  nombre  sera  plus  grand 
ou  plus  petit  qu'un  autre,  quand  il  servira  à  mesurer  une 
quantité  plus  grande  ou  plus  petite  que  la  quantité  mesurée 
par  cet  autre. 

Ajouter  des  nombres,  c'est  trouver  le  nombre  qui  me- 
sure la  quantité  que  l'on  obtient  en  ajoutant  les  quantités 
mesurées  par  ces  nombres. 

Retrancher  un  nombre  B  d'un  nombre  A,  c'est  trouver 
le  nombre  qu'il  faut  ajouter  à  B  pour  obtenir  A. 

Nombres  entiers.  —  Les  nombres  entiers  sont  ceux 
qui  mesurent  les  quantités  résultant  de  l'addition  de  plu- 
sieurs unités.  On  convient  de  dire  que  les  unités  sont  me- 
surées par  le  nombre  un,  que  le  résultat  de  l'addition  de 
l'unité  à  l'unité  est  mesuré  par  le  nombre  deux,  et  l'on 
donne  ainsi  un  nom  particulier  aux  nombres  mesurant  les 
quantités    formées     d'additions    successives    d'unités    à 
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l'unité,  nous  n'avons  pas  ici  à  examiner  la  manière  dont 
ces  noms  ont  été  choisis,  nous  supposerons  seulement 
que  l'on  ait  donné  un  nom  à  tout  nombre  entier  et  qu'on 
l'ait  représenté  par  un  signe  particulier. 

La  multiplication  des  nombres  entiers  est  une  opéra- 
tion qui  a  pour  but  de  trouver  le  résultat  de  l'addition 
d'autant  de  nombres  égaux  à  un  nombre  donné  appelé 
multiplicande  qu'il  y  a  d'unités  dans  un  autre  nombre 
appelé  multiplicateur  ;  le  résultat  est  appelé  produit. 

La  division  des  entiers  est  une  opération  qui  a  pour 
but,  étant  donnés  deux  nombres  di^^oïés  dividende  et  di- 
viseur, de  trouver  combien  de  fois  le  diviseur  est  contenu 
dans  le  dividende,  ce  que  l'on  peut  faire  en  retranchant 
successivement  le  diviseur  du  dividende  autant  de  fois 
que  cela  est  possible;  ce  nombre  de  fois  est  le  quotient. 

Nombres  fractionnaires.  —  Quelquefois  l'unité  est  in- 
divisible :  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  quand  cette 
unité  est  un  être  animé,  mais  le  plus  souvent  elle  est  di- 
visible, et  il  existe  des  quantités  autres  que  celles  qui  ré- 
sultent de  l'addition  d'unités.  Supposons  qu'il  s'agisse  de 
mesurer  une  quantité  A  qui  ne  puisse  s'obtenir  en  ajou- 
tant des  unités;  on  partagera  l'unité  en  deux  parties 
égales  qu'on  appellera  des  demis,  en  trois  parties  égales 
que  l'on  appellera  des  tiers,  etc.;  s'il  arrive  que  A  résulte, 
par  exemple,  de  l'addition  de  sept  tiers,  on  dira  que  A 
est  mesuré  par  le  nombre  fractionnaire  sept  tiers.  Ainsi 
les  nombres  fractionnaires  sont  ceux  qui  mesurent  les 
quantités  résultant  de  l'addition  des  parties  égales  de 
l'unité. 

Les  nombres  entiers  et  fractionnaires  portent  le  nom 
de  nombres  commensurables.  Deux  quantités  sont  dites 
commensurables  quand    il   existe  une   unité    qui    peut 
servir  à  les  exprimer  toutes  deux  en  nombres  entiers. 
L.  —  Algèbre,  I.  b 
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Multiplier  un  nombre  par  une  fraction,  c'est  prendre 
cette  fraction  de  ce  nombre;  diviser  un  nombre  par  une 
fraction,  c'est  trouver  un  nombre  qui,  multiplié  par  cette 
fraction,  reproduit  le  nombre  proposé. 

Nombres  incommensurables.  —  Nous  appellerons  limite 
cfune  quantité  variable  une  quantité  fixe  dont  celle-ci 
s'approche  de  manière  à  en  différer  d'aussi  peu  que  l'on 
veut. 

Supposons  que,  ayant  successivement  partagé  l'unité  en 
2,  3,  .  .  .,  /?,  ...  parties  égales,  la  quantité  A  ne  puisse 
jamais  résulter  de  l'addition  de  parties  égales  de  l'unité, 
on  dira  que  A  est  incommensurable  avec  l'unité,  et  est 
mesuré  par  un  nombre  incommensurable.  Il  s'agit  main- 
tenant de  définir  ce  nombre,  c'est-à-dire  de  désigner 
toutes  les  quantités  égales  à  A  de  manière  à  les  distinguer 
de  celles  qui  sont  plus  grandes  ou  plus  petites.  Pour  cela, 
je  dis  qu'il  suffit  de  dire  quels  sont  les  nombres  commen- 
surables  mesurant  les  quantités  plus  grandes  que  A  et  les 
nombres  commensurables  mesurant  les  quantités  plus 
petites  que  A.  En  effet,  si  l'on  connaît  tous  les  nombres 
commensurables  mesurant  des  quantités  plus  grandes  et 
plus  petites  que  A,  on  saura,  par  exemple,  que  A  est  com- 
pris entre  les  m  et  les  (m  +  i)  /i^^'"''^'  de  l'unité,  quel  que 
grand  que  soit  n,  et,  si  une  autre  quantité  B  pouvait  jouir 
des  mêmes  propriétés,  A  et  B  différeraient  entre  elles  de 
moins  que  la  t?'^'"^  partie  de  l'unité,  c'est-à-dire  d'aussi 
peu  que  l'on  voudrait  :  B  serait  donc  tine  des  quantités 
égales  à  A.  Ainsi,  un  nombre  incommensurable  sera  défini 
en  donnant  le  moyen  de  se  procurer  les  nombres  commen- 
surables plus  grands  et  plus  petits,  c'est-à-dire  les  nom- 
bres commensurables  mesurant  des  quantités  plus  grandes 
et  plus  petites  que  celles  qu'il  mesure  lui-même. 

On  peut  maintenant  dire  que  l'on  appelle  limite  d'un 
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nombre  variable,  un  nombre  fixe  dont  ce  nombre  variable 
peut  s'approcher  de  manière  à  en  différer  d'aussi  peu  que 
l'on  veut. 

INons  admettons  qu'étant  données  un  nombre  limité 
ou  illimité  de  quantités  (et  par  suite  de  nombres  mesu- 
rant ces  quantités),  si  toutes  ces  quantités  sont  inférieures 
à  une  quantité  Q,  il  y  en  aura  une  et  une  seule  fixe,  telle 
qu'elles  ne  pourront  la  dépasser,  mais  telle  qu'elles  pour- 
ront en  approcher  de  manière  à  en  différer  d'aussi  peu 
que  l'on  voudra;  dans  certains  cas,  elles  pourront  arriver 
à  l'égaler;  dans  d'autres  cas,  elles  pourront  s'en  rappro- 
cher, mais  sans  jamais  l'égaler  ;  en  tout  cas,  cette  quantité 
fixe  sera  la  limite  des  quantités  considérées. 

Ce  principe  est  de  toute  évidence;  quelques  géomètres 
ont  essayé  de  le  démontrer,  mais  en  s'appuyant,  à  notre 
avis,  sur  d'autres  principes  bien  moins  évidents,  et  tantôt 
en  dissimulant  la  vraie  nature  de  la  quantité,  tantôt  en 
donnant  des  quantités  incommensurables  des  définitions 
tout  à  fait  fimtaisistes  et  qui  ne  sont  pas  dans  la  nature 
des  choses. 

[J  ne  faut  pas  oublier  que  les  définitions  ne  sont  pas 
toujours  arbitraires,  et  que  bien  souvent  elles  ne  servent 
qu'à  donner  de  la  précision  à  des  idées  déjà  existantes 
dans  notre  esprit.  Les  définitions  que  l'on  est  obligé  de 
donner  au  début  de  la  Science  sont  de  cette  nature;  la  dé- 
finition du  nombre  n'est  pas  arbitraire  et  la  définition 
que  nous  en  avons  donnée  n'est  que  la  traduction  précise, 
en  langage  scientifique,  de  l'idée  que  tout  le  monde,  que 
l'enfant,  se  fait  du  nombre  (<). 


(')  II  nous  est  impossible  d'admettre  cette  définition  :  une  fraction  c'est 
l'ensemble  de  deux  entiers  séparés  par  une  barre.  Demandez  à  un  enfant 
ce  qu'est  la  moitié  d'un  gâteau,  il  ne  vous  répondra  pas  que  c'est  un,  séparé 
de  deux  par  une  barre  :   il  coupera  son  gâteau  et  vous  en  montrera  un 


morceau. 
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Nous  pouvons  donc  poser  le  principe  suivant  : 

i^  Si  Von  considère  une  suite  illimitée  de  nombres 
croissants,  mais  moindres  quhin  nombre  donné  N,  ils 
ont  une  limite  qui  est  le  plus  petit  nombre  qu  ils  ne 
peuvent  dépasser,  qu  ils  V atteignent  effectivement  ou 
quils  ne  V atteignent  pas. 

2'^  Si  Von  considère  une  suite  illimitée  de  nombres 
décroissants  supérieurs  à  un  nombre  donné  N,  ils  ont 
une  limite  qui  est  le  plus  grand  nombre  au-dessous 
duquel  ils  ne  peuvent  descendre. 

Il  en  résulte  qu'un  nombre  incommensurable  est  la 
limite  commune  des  nombres  commensurables  décrois- 
sants plus  grands  que  lui  et  des  nombres  commensurables 
croissants  plus  petits  que  lui. 

II.   ~    GÉNÉRALISATION  DES  QUATRE  OPÉRATIONS. 

Nous  avons  défini,  d'une  manière  générale,  l'addition 
et  la  soustraction,  mais  la  multiplication  et  la  division 
n'ont  pas  encore  été  définies  pour  les  nombres  incom- 
mensurables. 

Soient  A  et  B  deux  nombres  commensurables  ou  in- 
commensurables; soient 

a,,  «2,  •  •  -5  ^f-m  •  •  •  les  nombres  commensurables  crois- 
sants ayant  pour  limite  A; 

6i ,  62,  .-.,  b/i-)  ...  les  nombres  commensurables  crois- 
sants aj^ant  pour  limite  B; 

a,,  a2,  .  .  . ,  0Î./2,  ...  les  nombres  commensurables  décrois- 
sants ayant  pour  limite  A; 

p,,  p2,  -  .  .,  [i;^,  .  .  .  les  nombres  commensurables  décrois- 
sants ajant  pour  limite  B. 
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Si  nous  considérons  les  nombres  croissants  a<  6, , 
^^2  62,  '  '  ',  cinbn^  ....  moindres  que  a,  p<,  ils  ont  une  li- 
mite /;  de  même,  les  nombres  décroissants  a<  j3, ,  7.2  P2,  •  •  • . 
a«p«,  .  .  .,  tous  supérieurs  à  a^b^^  ils  ont  une  limite  A. 
Je  dis  que  1=1.  En  effet,  soit 

on  a 

a,i  (3„  —  a,i  bn  ^-  (  a«  +  co,,  ) (  è„  -,-  Tiy„ )  —  a„  6„ 

Or  a„TiT/2,  ha^ii',  ^n'^n  étant  aussi  petits  que  Ton  veut,  il 
en  est  de  même  de  leur  somme  a,;  [B„  —  ««è,^,  ce  qui  re- 
vient à  dire  que  a^^  j^„  et  anhn  diffèrent  l'un  de  l'autre 
d'aussi  peu  que  l'on  veut,  et  il  en  est  alors  de  même  de 
leurs  limites  /  et  Aj  donc  ces  limites  sont  égales,  car  si 
elles  différaient,  on  ne  pourrait  pas  prendre  leur  diffé- 
rence aussi  petite  que  l'on  voudrait.  Alors  l --\  est  ce 
que  l'on  appelle  le  produit  de  A  par  B. 

Il  est  clair  qu'un  produit  ne  change  pas  de  valeur  quand 
on  intervertit  l'ordre  des  facteurs,  etc. 

Remarque.  —  Les  nombres  sont  des  quantités  puisque 
l'on  a  défini  leur  égalité  et  leur  addition. 

Le  quotient  de  deux  incommensurables  appelées  divi- 
dende  et  diviseur  est  un  nombre  qui,   multiplié  par  le 
^  diviseur^  reproduit  le  dividende. 

Soient  D  le  dividende,  d  le  diviseur;  je  dis  que  le  quo- 
tient existe  toujours.  En  effet,  soient  A,  A',  8,  SMes  quan- 
tités commensurables  satisfaisant  aux  relations 
A>D>A',        a>  6/>  8'; 

on  trouvera  toujours  deux  nombres  q  et  q'  satisfaisant  aux 
relations 

(0  A  =  8'^,        A'=8^'.' 

Si  l'on  fait  tendre  A  et  A'  vers  D,   8  et  ô'  vers  d,  q  di- 
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minue,  q'  augmente,  mais  on  a  toujours  q  y>  q'  ',  donc  q 
et  q^  ont  chacun  une  limite.  Je  dis  que  ces  limites  sont 
égales;  en  eiï'et,  en  appelant  ;•  la  différence  entre  A  et  A\ 
et  s  la  différence  entre  8  et  8',  on  a,  au  lieu  des  for- 
mules (i  ), 

et,  en  retranchant  membre  à  membre, 

r  =  8^'-  (B  —  s)q, 
ou  bien 

/•  —  ^q'  —  oq-+-  sq. 

Mais,  s  et  /'  pouvant  être  pris  aussi  petits  que  l'on  veut, 
M  et  5^  peuvent  être  pris  aussi  voisins  l'un  de  l'autre 
que  l'on  veut,  et  par  suite  q  et  q'  aussi,  ce  qui  prouve 
bien  l'existence  d'un  quotient  unique. 


III.   —  APPLICATION  DES  THEORIES  PRECEDENTES. 

Les  notions  qui  précèdent  suffisent  pour  édifier  la 
théorie  générale  des  nombres,  mais  elles  ne  suffisent  pas 
pour  en  faire  des  applications  :  nous  allons  les  compléter. 

On  appelle  produit  d'une  quantité  A  par  un  nombre 
entier  n  le   résultat  de   l'addition  de  n  quantités  égales 

à  A  5  produit  de  A  par  la  fraction  -,  le  résultat  de  l'addi- 
tion de  m  quantités  égales  à  la  n'^'"^  partie  de  A,   ou  les 

—  de  A;  enfin,  le  produit  de  A  par  un  noîtibre  incommen- 

n 

snrable  i  est  la   limite  des   quantités  que  l'on  obtient  en 

multipliant  A  par  les  nombres  commensurablcs  qui  ont 

pour  limite  i,  et  l'on  démontre  l'existence  de  cette  limite 

en  employant  le  même  mode  de  raisonnement  que  si  A 

était  un  nombre. 

Ceci  posé,  nous  appellerons  rapport  de  deux  quantités 
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A,  B  de  même  espèce  le  nombre  par  lequel  il  faut  multi- 
plier B  pour  avoir  A.  Ce  que  nous  voulons  prouver,  c'est 
que  le  rapport  de  deux  quantités  est  le  quotient  des 
nombres  qui  mesurent  ces  quantités,  quelle  que  soit 
V unité  qui  sert  à  les  mesurer. 

D'abord,  je  dis  que  le  rapport  de  A  à  B  est  le  nombre  qui 
mesure  A  quand  B  est  pris  pour  unité;  cela  est  évident  si  ce 
rapport  est  commensurable.  Si^  en  efl'et,  il  est  |,  A  est  les  | 
de  B  et,  par  suite,  A  est  mesuré  par  le  nombre  |  si  B  est 
l'unité.  Supposons  maintenant  le  rapport  de  A  à  B  incom- 
mensurable et  égal  à  f';  A  étant  le  produit  de  B  par  i  sera 

compris  entre  les  —  et  les  • — ^^  de  B  par  exemple,  n  étant 

un  nombre   que    l'on  pourra   prendre  si  grand  que  l'on 

voudra,  —  et  — —  désignant  les  valeurs  de  «  a  -  près. 

Si  B  est  pris  pour  unité,  le  nombre  [jl  qui  mesure  A  est 

m       m  H- 1      1  .  T^, 

aussi  compris  entre  —  et- :  donc  i  et  a  diiierent  entre 

eux  de  moins  de  -■>  c'est-à-dire  d'aussi  peu  que  l'on  veut; 

ils  sont  donc  égaux.  c.   q.   f.   d. 

Maintenant,  calculons  le  rapport  /*  de  A  à  B.  En  pre- 
nant U  pour  unité,  les  nombres  mesurant  A  et  B  seront; 
par  exemple,  a  et  b.  Pour  former  A,  nous  formons  B  en 
multipliant  U  par  b\  pour  former  A,  on  multiplie  B  par  r  : 
donc  A  s'obtient  en  multipliant  U  par  6,  puis  le  résultat 
par  r;  mais  on  peut  aussi  l'obtenir  en  multipliant  U  par 
a',  mais,  U  étant  l'unité,  le  produit  de  U  par  un  nombre 
est  une  quantité  représentée  par  ce  nombre,  donc 

b,r~a         et         r—  -j-'  c.  Q.  F.  D. 

0 
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I.   —  PRELIMINAIRES. 

îl  est  difficile  de  donner  une  définition  bien  nette  et 
bien  précise  de  l'objet  de  l'Algèbre;  toutefois,  on  peut  dire 
que  la  science  des  nombres  comprend  l'Arithmétique  et 
l'Algèbre. 

L'Arithmétique  a  pour  but  de  trouver  des  nombres 
inconnus  d'après  leur  mode  de  dépendance  avec  d'autres 
nombres  donnés. 

L'Algèbre,  au  contraire,  a  pour  but  «  de  trouver  le  sys- 
tème d'opérations  à  faire  sur  des  quantités  données  pour 
en  déduire  les  valeurs  des  quantités  que  l'on  cherche... 
Le  tableau  de  ces  opérations...  est  ce  que  l'on  appelle 
une  formule  »  (Lageakge,  De  la  résolution  des  équations 
numériques). 

L.   —  Algèbre f   I.  I 
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Ainsi,  quand  on  dit  que,  connaissant  le  prix  d'un  objet, 
pour  avoir  le  prix  d'un  certain  nombre  d'objets  de  même 
espèce  il  faut  multiplier  le  nombre  de  ces  objets  par  le 
prix  de  chacun  d'eux,  on  fait  de  l'Algèbre;  au  contraire, 
quand  on  dit  que,  le  prix  d'un  objet  étant  2  francs,  le 
prix  de  trois  objets  de  même  espèce  est  de  6  francs,  on 
fait  de  l'Arithmétique. 

La  plupart  des  Traités  d'Algèbre  contiennent  de  nom- 
breuses théories  purement  arithmétiques. 

Algèbre  vient  des  mots  arabes  algebr  9  almocabelah, 
qui  signifient  opposition  et  comparaison  ;  on  en  a  fait  en 
latin  algebr  a  et  almucabala.  C'est  évidemment  à  tort  que 
l'on  a  voulu  faire  dériver  algèbre  de  Geber,  nom  d'un 
mathématicien  arabe. 

C'est  dans  le  Traité  de  Mohamed  ben  Musa  (ix*'  siècle) 
«  que  nous  avons  puisé  nos  premières  connaissances  algé- 
briques, d'abord  par  l'entremise  de  Léonard  de  Pise,  qui 
avait  été  s'instruire  en  Arabie,  ensuite  en  l'ayant  nous- 
mêmes  et  en  le  traduisant  au  xni®  siècle.  De  là,  on  a  regardé 
Mohamed  ben  Musa  comme  l'inventeur  de  l'Algèbre... 
On  sait  que  Mohamed  avait  tiré  des  Indiens  une  partie  de 
ses  connaissances  mathématiques  ;  nous  devons  penser  que 
c'est  d'eux  qu'il  reçut  l'Algèbre.  »  (Chasles,  Aperçu  his- 
torique, p.  /\^o.) 

«  ...  Brahmegupta  et  Bhascara,  le  premier  au  vi'^,  le 
second  au  xii®  siècle  » ,  ont  publié  des  Ouvrages  qui  «  traitent 
de  l'Arithmétique,  de  l'Algèbre  et  de  la  Géométrie.  L'Arith- 
métique et  l'Algèbre  en  sont  la  partie,  la  plus  considé- 
rable et  confirment  pleinement  l'opinion  émise  en  faveur 
des  Indiens  comme  inventeurs  de  ces  deux  branches  de  la 
science.  »  [Id.,  p.  4ï8-) 

Quelques  écrivains  «  avaient  regardé  Diophante  d'A- 
lexandrie (iv®  siècle)  comme  le  premier  inventeur  de  l'Al- 
gèbre    Mais    aujourd'hui    la   question    de   priorité   est 
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entre  les  Grecs  et  les  Hindous.  Le  Livre  de  Brahmegupta 
est  postérieur  de  deux  siècles  à  celui  de  Diophante,  mais 
la  perfection  de  son  Ouvrage  annonce  certainement  que 
l'Algèbre  avait  déjà  une  existence  très-ancienne  dans 
l'Inde.  »  [Id.,  p.  489.) 

L'Algèbre  des  anciens  différait  beaucoup  de  l'Algèbre 
moderne,  dont  l'origine  remonle  à  Viète,  qui  a  le  premier 
eu  l'idée  de  représenter  dans  les  calculs  les  nombres  par 
des  lettres. 


II.   —  DES  QUANTITÉS  ALGÉBRiaUES. 

En  Algèbre  comme  en  Arithmétique,  nous  ferons  usage 
des  signes  H-  et  —  pour  exprimer  que  les  nombres  sé- 
parés par  ces  signes  doivent  être  ajoutés  ou  retranchés 
l'un  de  l'autre.  Les  nombres  qui,  dans  une  formule,  ne 
sont  précédés  d'aucun  signe,  ou  qui  sont  précédés  du 
signe  +,  sont  appelés  quantités  positives  ;  ceux  qui  sont 
précédés  du  signe  —  sont  appelés  quantités  négatives. 

On  considère  souvent  les  quantités  algébriques  indé- 
pendamment des  formules  dans  lesquelles  elles  doivent 
entrer;  mais,  quand  nous  parlerons  dorénavant  d'une  quan- 
tité négative,  il  faudra  toujours  sous-entendre  qu'elle  fait 
partie  d'une  formule  sans  laquelle  cette  quantité  n'offri- 
rait aucun  sens  net  à  l'esprit.  Ainsi,  par  exemple,  quand 
nous  parlerons  de  la  quantité  —  4?  nous  devrons  toujours 
supposer  une  formule,  par  exemple 

5  — 4—1'    2 -}- 7  —  4 -^  5;,    ..., 

dont  —  4  fasse  partie,  sans  qu'il  soit  cependant  nécessaire 
de  préciser  la  formule  en  question.  On  conçoit,  en  effet, 
que  le  signe  —  placé  devant  le  chiffre  4  donne  à  ce  chiffre 
certaines  propriétés  dont  il  jouira,  quelle  que  soit  la  for- 
mule dans  laquelle  il  se  trouve  écrit.  Ce  que  nous  venons 

I. 
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Je  dire  du  symbole  —  4  pourrait  se  répéter  de  cet  autre 
-+-  4,  que  l'on  ne  saurait  concevoir  que  comme  faisant 
partie  d'une  formule  existante. 

,  On  appelle  valeur  absolue  et  quelquefois  aussi  module 
d'une  quantité  positive  ou  négative  le  nombre  précédé  du 
signe  -i-  ou  —  qui  entre  dans  cette  quantité. 

On  dit  que  deux  quantités  sont  égales  lorsque  leurs 
valeurs  absolues  sont  égales  et  que  leurs  signes  sont  les 
mêmes;  cette  égalité  algébrique  s'exprime  à  l'aide  du 
signe  --',  qui  n'amène  aucune  confusion  si  nous  conve- 
nons de  regarder  comme  précédées  du  signe  -h  les  quan- 
tités arithmétiques  qui  n'ont  pas  de  signe. 

On  convient  de  regarder  les  quantités  négatives  comme 
plus  petites  que  zéro,  et  d'autant  plus  petites  que  leur  va- 
leur absolue  est  plus  grande,  et  l'on  conserve  les  signes  <, 
>■  de  l'Arithmétique  pour  exprimer  qu'une  quantité  posi- 
tive ou  négative  est  plus  petite  ou  plus  grande  qu'une 
autre. 

Ces  conventions  n'ont  d'autre  but  que  de  simplifier  le 
langage  et  d'éviter  de  longues  périphrases;  on  finit  par 
s'y  accoutumer,  et  l'on  y  trouve  souvent  le  grand  avantage 
de  comprendre  dans  un  seul  énoncé  plusieurs  propositions 
qui  sans  cela  nécessiteraient  autant  d'énoncés  distincts. 

m.   —  ADDITION. 

L'addition  algébrique  est  une  opération  qui  a  pourj 
but  de  faire  la  somme  algébrique  de-  deux  ou  plusieurs* 
quantités. 

On  appelle  somme  algébrique  de  deux  quantités  de 
même  signe  la  somme  de  leurs  valeurs  absolues  précédée 
du  signe  commun  ;  la  somme  algébrique  de  deux  quantités 
de  signes  contraires  est  la  différence  de  leurs  valeurs  abso- 
lues précédée  du  signe  de  la  plus  grande. 
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linsi  la  somme  de  — 4  et  — 5  est —  g,  la  somme  de 

—  4  et  -f-  D  est  -\-  I ,  celle  de  -I-  4  et  —  o  est  —  2. 

La  somme  de  plusieurs  quantités  telles  que  —  i,  -|-  2, 

—  4?  -^  7  est  le  résultat  obtenu  en  ajoutant  la  première  et 
la  seconde,  puis  la  troisième  à  la  somme  des  deux  premières, 
puis  la  quatrième  à  la  somme  des  trois  premières,  etc. 

Pour  indiquer  que  plusieurs  quantités  doivent  être  ajou- 
tées, on  lait  usage  du  signe  -;-  ;  ainsi 

(-2)-h(-4)-u(-,.-5) 

représente  le  résultat  obtenu  en  ajoutant  —  2a  —  4  et -1-5 
à  la  somme  ainsi  obtenue.  Le  plus  souvent,  on  se  contente 
d'écrire  les  quantités  les  unes  à  la  suite  des  autres  sans 
changer  les  signes;  ainsi 

-  9.  -h  4-5 


est  équivalent  à 

(-2)-f-(H-4)  +  (--5). 

Le  symbole  3  -;-■  6  —  4  H-  i  —  î,  qui  en  Arithmétique  repré- 
sente une  suite  de  sommes  et  de  différences,  et  en  Algèbre 
une  somme,  conduit  dans  les  deux  sciences  au  même  ré- 
sultat lorsqu'il  est  arithmétiquement  possible,  ce  qui  est 
très-avantageux  au  point  de  vue  des  applications. 

Quelquefois  on  désigne  une  quantité  positive  ou  néga- 
tive telle  que  —  4  par  une  seule  lettre  a.  Pour  exprimer 
que  plusieurs  quantités  a,  b,  c,  ...  doivent  être  ajoutées, 
on  les  sépare  les  unes  des  autres  par  le  signe  -h,  ainsi  : 
a-f-Z»-l-cH-  ...  (<). 

Lemme  L  —  Soit  N  U7i  nombre  plus  grand  que  les  va- 


(')  Ou  pourra  à  une  première  lecture  passer  les  lemmes  et  remarques 
suivanles,  et  admettre  le  théorème  I  sans  démonstration. 
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leurs  absolues  de  a  et  de  a';  si  Von  a 

\  (  1  )  N  -f-  «  ^  N  +  rt', 

07)  aura  a  =  a' . 


D'abord  je  dis  que  les  signes  de  a  et  a'  sont  les  mêmes, 
car  si,  par  exemple,  a  était  négatif  et  a!  positif,  en  mettant 
les  signes  de  a  et  a'  en  évidence  et  en  appelant  a  et  a'  leurs 
valeurs  absolues,  on  aurait 

ce  qui  est  absurde,  car  le  premier  membre  est  plus  petit 
que  le  second.  Les  signes  de  a  et  «'  étant  les  mêmes,  la  for- 
mule (  I  )  revient  à  N  -h  «  =  N  -+-  3^/  ou  à  N  —  a  =  N  —  a', 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  a  ==:  a'.  Donc  a  et  a  sont 
égaux  en  valeur  absolue  et  en  signe.  c.  q.  f.  d. 

Lemme  II.  —  Si  N  est  plus  grand  en  valeur  absolue 
que  a^b  et  a-\-b^  on  aura 

N  -h  (  a  -f-  h  j  "z  N  -I-  a  -f-  6  ; 

en  explicitant  les  signes  de  a  et  h,  cette  formule  revient 
aux  quatre  suivantes,  où  a. et  (3  sont  les  valeurs  absolues 
de  a  et  ^  : 

(  1  )  N  -4-  (  ^-  a  -^  jS)  -zz,  N  -f-  a  -4-  .3, 

(2)  N  -f-  (  -  a  H-  |3)  zrr  N  -  a  -f-  ,S, 

(3)  N  -h  (  -f-  a  —  ^)  rr_-  N  ^-  «  —  |3, 

(4)  N4-(-a-P)  =  N-a--,6. 

La  formule  (i)  est  évidente,  car,  +  a -f- (3  étant  positif, 
pour  l'ajouter  à  N,  il  faut  faire  l'opération  arithmétique 
qui  est  l'addition  de  la  somme  a  -I-  [3,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  ajouter  a  puis  (3.  Pour  démontrer  la  formule  (2),  on 
observe  que  —  a  4-  6  est  égal  à  -f-(6  —  a)  si/3>a  età 
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> — (a  —  (3)siaX3;  on  doit  donc,  dans  le  premier  cas, 
ajouter  (3  —  a  à  N,  ce  qui  revient  à  lui  retrancher  a,  puis  à 
lui  ajouter  (3,  et  dans  le  second  cas  lui  retrancher  a  — 13, 
ce  qui  se  fera  en  retranchant  a  et  en  ajoutant  |3  au  résultat; 
donc,  en  tout  cas,  la  formule  (2)  est  exacte.  La  formule (3) 
revient  à  (  2  ),  car  -ha  —  13  =  — |3-f-a  d'après  la  définition 
même  de  l'addition  de  deux  quantités,  définition  dans 
laquelle  l'ordre  n'intervient  pas.  Enfin,  la  formule  (4)  se 
démontre  en  observant  que  —  a  —  j3  est  égal  à  —  (a  -h  (3) 
et  qu'ajouter  — (a-i-îS)  à  une  quantité  positive  plus 
grande  N,  c'est  en  retrancher  a  H-  (3,  ce  qui  donne 

N  —  «  —  p. 

Remarque.  —  Il  est  indispensable  de  bien  observer  que 
les  lemmes  précédents,  évidents  si  a,  h  étaient  des  nombres^ 
ne  le  sont  plus  si  «,  h  sont  des  quantités  algébriques .  En 
ce  moment,  nous  ne  prenons  pas  dans  son  acception  ordi- 
naire le  m.oi  ajouter  ;  d'ailleurs,  il  s'applique  à  autre  chose 
qu'à  des  nombres,  de  sorte  qu'une  démonstration  est  né- 
cessaire pour  établir  des  faits  qui  seraient  de  toute  évi- 
dence si  a,  b  étaient  des  nombres  et  si  nous  avions  conservé 
au  mot  ajouter  son  sens  vulgaire. 

Théorème  L  —  Une  somme  ne  change  pas  de  valeur 
quand  on  intervertit  l'ordre  de  ses  parties. 

Considérons,  en  effet,  la  somme  a-{-b  ~\~  c -\-  d.  Soit  N 
un  nombre  positif  assez  grand  pour  que  N  surpasse  les 
sommes  que  l'on  peut  faire  avec  a,  b,  c,  d  en  les  prenant 
I  à  I,  2  à  2,  3  à  3  et 4  à  4j  dans  un  ordre  quelconque;  nous 
aurons,  en  vertu  de  notre  lemme  II, 

=r  N  -f-  «  H-  6  H-<î  -4-  r/; 
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mais  il  est  clair  que,  quels  que  soient  les  signes  de  «,  Z>,c,  <i, 
on  a,  par  exemple, 

(chacune  des  opérations  indiquées  étant  arithmétique- 
ment  possible  et  l'addition  d'une  quantité  négative  reve- 
nant toujours  ici  à  une  soustraction);  donc  aussi 

j^^  {^a-{-  f>-^  c-{-  (1)=^  -h{b  -{-  d-\-  c-h  a), 

et,  en  vertu  du  lemme  I, 

a  -\-  b  -\-  c  -+-  d  =:  h  -\d  -^  c  -\-  a. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Théorî^me  II.  —  Pour  ajouter  une  somme  à  une  quan- 
tité, il  suffit  de  lui  ajouter  successivement  chacune  de  ses 
parties. 

En  effet,  proposons-nous  d'ajouter  a-H^-f-c  à  P,  le 
résultat  sera 

p_l_  (a -f-  />  H-c)      ou      (« -I- ^^  H- c)  -f  P. 

Mais  on  peut  supprimer  la  parenthèse  dans  cette  dernière 
formule,  car  elle  exprime  qu'au  résultat  obtenu  en  ajou- 
tant ^»  à  a  et  c  à  la  somme  ainsi  obtenue  il  faut  encore 
ajouter  P,  ce  qu'exprime  également  le  symbole 

rt  4-  ^>  +  c  4-  P, 

que  l'on  peut  aussi  écrire 

P  +  «  -f-  ^  +  c, 

en  vertu  du  principe  précédent;  donc,  etc.       c.  Q.  f.  d. 

Théotième  m.  —  Une  somme  algébrique  peut  s'obtenir 
en  ajoutant  séparément  les  quantités  de  même  signe,  en 


\i  UJSTÏVjr;; 
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faisant  la  différence  des  résultats  obtenus  et  en  donnant 
à  cette  différence  le  signe  du  plus  grand. 

En  effet, 

a  -\~  b  —  c  H-  (l  —f-z:  a  -i-  h  -\-  d  —  c  — /, 

et,  en  vertu  du  principe  précédent, 

a  -I-  b  —  c  -^  cl  —  f^=  ''rt  4-  b  -'r-  cl)  -{-  [—  c  —  /) 
=L  [a  -^  b  -\-  d)  —  [c  H-/), 

ce  qui  démontre  le  principe  en  question. 

Théorème  IV.  —  Pour  changer  le  signe  d'une  somme 
algébrique ,  il  suffit  de  changer  le  signe  de  chacune  de 
ses  parties. 

En  effet,  pour  faire  la  somme  de  plusieurs  quantités,  on 
ajoute  les  quantités  de  même  signe,  on  fait  la  différence 
des  résultats  A  et  B,  on  donne  à  cette  différence  le  signe 
du  plus  grand  de  ces  deux  résultats.  Or,  en  changeant  les 
signes  de  tous  les  termes  de  la  somme,  on  change  les  signes 
de  A  et  de  B,  et  par  suile  le  signe  que  l'on  doit  donner  à 
leur  différence,  qui  est  la  somme  algébrique  en  question. 

IV.   —   SOUSTRACTION. 

La  soustraction  algébrique  est  une  opération  qui  a  pour 
but,  étant  donnée  une  somme  et  l'une  de  ses  parties,  de 
trouver  l'autre,  que  l'on  appelle  reste  ow  différence. 

Théorème.  —  Pour  soustraire  une  quantité  algébrique 
d'une  autre,  il  suffît  de  l'ajouter  à  celle-ci  en  changeant 
son  signe. 

En  effet,  soit  à  soustraire  — (3  de  a,  par  exemple;  je  dis 
que  le  résultat  sera  a  -h  j3  (ies  signes  de  a  et  j3  sont  censés 


10  TRAITÉ   d'algèbre. 

en  évidence).  D'abord  il  est  facile  de  vérifier  que  a -h  (3 
est  tel,  que  si  l'on  y  ajoute  — 13  on  retrouve  a;  en  effet, 
y,  _4_  (5  _  (3  est  égal  à  (3  —  (3  -4-  a,  c'est-à-dire  à  o  +  a  ou  à  a. 
La  même  vérification  se  ferait  pour  d'autres  combinaisons 
de  signes. 

Il  reste  à  prouver  qu'il  n'existe  pas  d'autre  nombre  que 
a  -h  (3  =  7  tel  que  si  l'on  y  ajoute  —  jS  on  retrouve  a  ;  ce  fait 
est  facile  à  établir.  En  effet,  supposant  par  exemple  y  po- 
sitif, il  n'est  pas  possible  qu'un  autre  nombre  positif  $ 
donne  ^ (3  =  7  —  jS,  car  les  différences  des  valeurs  ab- 
solues de  ô  et  (3,  de  y  et  p  ne  peuvent  être  les  mêmes  si 
S  et  '/  sont  tous  deux  plus  grauds  ou  tous  deux  plus  petits 
que  (3;  s'ils  sont  l'un  plus  petit,  l'autre  plus  grand  que  (3, 
ce  seront  les  signes  des  résultats  qui  seront  différents. 

On  voit  de  même  que  a  +  (3  ne  saurait  êtr«  négatif  et 
égal  à  —  d\  car  —  ^  —  ^  serait  plus  grand  en  valeur  absolue 
que  7-"|3. 

V.   —  mULTIPLICATION  ET  DIVISION. 

Multiplication.— Multiplier  algébriquement  une  quan- 
tité par  une  autre,  c'est  faire  le  produit  de  leurs  valeurs 
absolues  et  donner  au  résultat  le  signe  4-  si  elles  ont  le 
même  signe  et  le  signe  —  si  elles  sont  de  signes  contraires. 
Les  dénominations  de  multiplicande,  multiplicateur,  fac- 
teurs, produit  s'appliquent  à  la  multiplication  algébrique 
comme  à  la  multiplication  arithmétique. 

On  donne  quelquefois  la  définition  dé  la  multiplication 
sous  forme  de  règle,  en  disant  d'une  manière  abrégée  que 

-f-    multiplié   par    -4-  donne  -i-, 


î 
-I'. 
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C'est  en  cela  que  consiste  ce  que  Ton  appelle  souvent  la 
règle  des  signes;  d'après  cette  règle,  on  voit,  par  exemple, 
que  —  7  multiplié  par  -+-  4  donne  —  28,  que  —  5  multiplié 
par  —  6  donne  -f-  3o,  etc.  Lorsqu'une  seule  lettre  désigne 
une  quantité  avec  son  signe,  on  exprime  que  plusieurs 
quantités  doivent  être  multipliées  entre  elles  en  les  sépa- 
rant par  le  signe  X,  par  un  point,  ou  encore  en  les  écri- 
vant sans  aucun  signe  les  unes  à  la  suite  des  autres  ;  ainsi 

a  y<  b  X  c,      a.b.c,      ahc 

sont  trois  notations  qui  indiquent  que  l'on  doit  multiplier 
la  quantité  a  par  h  et  le  résultat  par  c.  Quand  un  des  fac- 
teurs est  un  nombre  positif  et  l'autre  une  lettre,  on  ne  met 
ordinairement  pas  de  signe  entre  le  multiplicande  et  le 
multiplicateur.  On  conçoit  que  cette  convention  ne  sau- 
rait s'appliquer  à  plusieurs  facteurs  numériques  d'un  même 
produit;  en  effet,  23,  par  exemple,  offrirait  un  sens  am- 
bigu et  représenterait  également  les  deux  nombres  6  et 
{20 -h  3). 

Division,  —  La  division  algéhrique  est  une  opération 
qui  a  pour  but,  étant  donné  un  produit  de  deux  facteurs 
appelé  div>idende  et  l'un  de  ses  facteurs  appelé  di^àseur, 
de  trouver  l'autre  appelé  quotient. 

Le  quotient  de  deux  quantités  algébriques  est  égal  au 
quotient  de  leurs  valeurs  absolues  précédé  du  signe  -\-  si 
elles  ont  le  même  signe  et  du  signe  —  si  elles  sont  de 
signes  contraires. 

Le  quotient  doit  être  tel  que,  multiplié  par  le  diviseur, 
il  donne  le  dividende;  donc  sa  valeur  absolue  multipliée 
par  la  valeur  absolue  du  diviseur  doit  donner  la  valeur 
absolue  du  dividende,  donc  la  valeur  absolue  du  quotient 
doit  être  le  quotient  des  valeurs  absolues  du  dividende  et 
du  diviseur. 
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Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  de  mêmes  signes,  le 
quotient  doit  avoir  le  signe  H-,  car,  s'il  avait  le  signe —,  le 
diviseur  multiplié  par  le  quotient  donnerait  un  produit  avec 
le  signe  —  si  le  diviseur  était  positif  et  avec  le  signe  +  si 
1g  diviseur  était  négatif,  c'est-à-dire  en  tout  cas  de  signe 
contraire  au  dividende;  le  signe  -i-  est  au  contraire  parfai- 
tement admissible. 

On  verrait  d'une  façon  analogue  que,  le  dividende  et  le 
diviseur  étant  de  signes  contraires,  le  quotient  doit  porter 

le  signe  — . 

Le  quotient  de  a  par  b  se  représente,  comme  en  Arith- 
métique, par  l'une  des  notations 


Théorème  I.  —  Un  produit  ne  change  pas  de  valeur 
quand  on  intervertit  l'ordre  de  ses  facteurs. 

En  effet,  ainsi  sa  valeur  absolue  ne  change  pas,  car  elle 
est  égale  au  produit  des  valeurs  absolues  des  facteurs  ;  quant 
au  signe,  il  est  en  tout  cas  -i-  si  les  facteurs  négatifs  sont 
en  nombre  pair  et  —  dans  le  cas  contraire.  En  effet,  le  signe 
des  produits  partiels  successifs  change  chaque  fois  que 
l'on  rencontre  un  facteur  négatif. 

Théorème  II.  —  Pour  multiplier  une  quantité  algé- 
brique par  un  produit,  il  suffit  de  la  multiplier  succes- 
sivement par  chaque  facteur  du  produit.  {Même  démon- 
stration qu'en  Arithmétique.) 

Corollaire.  —  Le  produit  abcdef  peut  s'écrire   à  vo- 
lonté 

ab[cde)f,      {ab]c[jlef),     ac[hdcf],      .... 

Théorème  III.  —  Lorsque  l'on  multiplie  le  dividende 
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d'iuie  division  par  une  certaine  quantité,  le  quoticiit  est 
multiplié  par  cette  quantité. 

En  effet,  soient  D  le  dividende,  d  le  diviseur  et  q  le 
quotient,  on  a 

D  :i3:  dq  ; 

en  multipliant  par  m  les  deux  membres  de  cette  égalité,  on 

trouve 

D/7Z  -~  (Iqm. 

Cette  égalité  montre  que  d  multiplié  par  qm  reproduit  Dm  ; 
donc  qm  est  le  quotient  de  D/zz  par  d\  donc,  etc. 

c.  Q.  F.  D. 

Théorème  IV.  —  Lorsque  l'on  multiplie  le  diviseur 
par  un  certain  nombre,  le  quotient  est  div^isé  par  ce 
nombre. 


En  effet,  en  conservant  la  même  notation  que  tout  à 
l'heure,  l'égalité 

D  =  dq 
peut  s'écrire 

Y>z=:dmx'^-' 
m 

En  effet,  —  est  une  quantité  qui  multipliée  par  //z  re- 
produit q  ;  donc,  multipliée  par  dm,  elle  reproduira  dq  ; 

donc  enfin  D  est  le  produit  de  deux  facteurs  dm  et  —,  ce 
^  m 

qui  revient  à  dire  que  —  est  le  quotient  â^T)  divisé  par<i/7i. 

Théorème  V.  —  Lorsque  l'on  multiplie  le  dividende  et 
le  di^^iseur  par  une  même  quantité,  le  quotient  ne  change 
pas. 

En  effet,  en  conservant  toujours  les  mêmes  notations. 
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on  a 

D  =  <i<7     et     D/72  =  dmq, 

ce  qui  démontre  que  q  est  aussi  bien  le  quotient  de  D  di- 
visé par  d  que  le  quotient  de  Dm  divisé  par  dm. 

c.  Q.  F.  D. 

Théorème  VI.  —  Pour  diviser  un  produit  par  l'un  de 
ses  facteurs,  il  suffit  de  supprimer  ce  facteur. 

En  effet,  le  résultat  ainsi  obtenu  est  tel,  que,  multiplié 
par  le  facteur  en  question,  il  redevient  égal  au  produit 
proposé. 

Théorème  VIL  —  i°  Quand  on  divise  le  dividende  par 
une  certaine  quantité,  le  quotient  est  divisé  par  cette  quan- 
tité; 1^  quand  on  divise  le  diviseur  par  une  certaine  quan- 
tité,  le  quotient  est  multiplié  par  cette  quantité;  3*^  enfin, 
quand  on  divise  le  dividende  et  le  diviseur  par  une  même 
quantité,  le  quotient  ne  change  pas. 

Ces  principes  deviennent  évidents  si  l'on  observe  que 
diviser  par  m  une  quantité,  c'est  la  multiplier  par  -•  En 
effet,  en  désignant  par  A  une  quantité  quelconque,  si  l'on 
multiplie  le  produit  A  X  -  par  m,  on  a 

A  X  "-  Xm—      X  m  X  A. 
/;/  m 

Or  -  X  m  est  évidemment  égal  à  i,   car,  par  définition 
m 

même,  —  est  un  nombre  qui  multiplié  par  m  donne  i  ;  on 


m 
a  donc 


A  X  -  X  ni  =  A. 
m 
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Ainsi  le  produit  de  A  par  —  ?  multiplié  par  m,  donne  A  ; 
donc  Ax  —  est  le  quotient  de  A  divisé  par  m. 

C.     Q.     F.     D, 

Théorème  VIII.  —  Pour  dwiser  une  quautité  par  un 
produit,  il  suffit  de  la  dii^iser  successivement  par  chacun 
des  facteurs  du  produit. 

En  effet,  proposons-nous  de  diviser  A  par  ahcd.  Divi- 
sons A  par  a,  soit  q  le  quotient;  divisons  q  par  Z>,  soit  q' 
le  quotient;  divisons  q'  par  c,  soit  q"  le  nouveau  quo- 
tient; enfin  soit  q'"  le  quotient  de  la  division  de  q"  par  d^ 
on  aura 

A  ■=  aq,       q  r.:r  hq\      q'  r  :  cq'\      q"  z  =  dq'" . 

En  multipliant  membre  à  membre  ces  égalités,  on  a 

A  q  q'  q"  nr:  abcdqq' q" q'"  ; 

et,  en  divisant  par  q,  par  q'  et  par  q"  les  deux  membres  de 
cette  égalité,  on  a 

K^-^abcdq"\ 

ce  qui  prouve  que  q'"  est  le  quotient  de  la  division  de  A 
par  abcd. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

Nous  ne  proposerons  pas  d'Exercices  sur  le  Chapitre  que  l'on  vient 
de  lire;  nous  nous  bornerons  à  donner  ici,  sous  toutes  réserves,  quel- 
ques notions  historiques  sur  les  commencements  de  l'Algèbre. 

L'histoire  de  la  partie  élémentaire  des  Mathématiques  est  très-difficile 
à  faire,  à  cause  de  la  rareté  des  vieux  livres,  de  la  difficulté  que 
présente  leur  lecture  et  du  temps  qu'exige  cette  lecture;  peu  d'érudits 
se  sont  livrés  à  cette  branche  ardue  des  connaissances  humaines;  aussi 
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est-ce  .wifs  mutes  réserves  que  nous  allons  donner  les  documents  sui- 
vants, en  nous  appuyant  de  l'autorité  d'un  homme  très-érudit  et 
considéré  comme  compétent. 

D'après  Olry  Terquem  [Bulletin  des  Sciences  m  a  thé  ma  tique  s)  : 

La  première  apparition  des  signes  -^  et  —  a  lieu  dans  un  Ouvrage 
intitulé  :  Die  cosz  Christorjs  Rudolfs,  mit  schônen  Exempcln  (1er  cosz 
durcit  Michnel  Sùeffel,  ^ebessert  und  sehr  gemehrt  1 571.  —  Le  signe 
y/"  est  employé  dans  cet  Ouvrage. 

Les  signes  H-,—  sont  dus  à  Rudolf  (i524). 

Le  signe  =  est  dû  à  Robert  Recorde  (iSSy)  (Descartes  se  servait  du 
signe  yo  et  Rudolph  du  point). 

Les  lettres  pour  représenter  les  nombres  ont  été  imaginées  par 
Viète  (i54o  à  i6o3),  mais  Viète  n'employait  que  les  majuscules;  les 
minuscules  sont   de  Thomas  Harriot.   Harriot  a  aussi  imaginé  les 

signes  >,  <• 
Les  parenthèses  et  les  crochets  sont  dus  à  Albert  Girard. 
Le  point  comme  signe  de  multiplication  est  de  Leibnitz,  ainsi  que  le 

signe  ;. 

La  barre  de  fraction  se  trouve  dans  Léonard  de  Pise,  Fibonacci  ; 
elle  est  probablement  due  aux  Hindous. 

Le  signe  x  est  de  Oughtred  [Clavis  mathemnticn,  i63i).  Michel 
Stieffel  n'emploie  aucun  signe;  pour  lui,  nb  équivaut  h  n  x  b  (i544). 

La  règle  des  signes  est  indiquée  dans  Diophante,  qui  emploie  quel- 
quefois le  "¥  renversé  comme  signe  d'addition. 


CHAPITRE   II. 


CHAPITRE  IL 

DES  POLYNOMES. 


PRELIMINAIRES. 


On  appelle  monôme  ou  terme  une  quantité  prise  iso- 
lément, ou  un  ensemble  de  quantités  qui,  dans  une  for- 
mule, ne  sont  liées  entre  elles  par    aucun  des  signes  -4- 
ab 


ou  —  ;  ainsi  2  —  est  un  monôme. 
c 


On  appelle  polynôme  une  quantité  composée  de  plu- 
sieurs termes  séparés  par  les  signes  -+-  ou  —  ;  ainsi 
ab  — c  -{-  de  est  un  polynôme.  Les  polynômes  se  divisent 
en  binômes,  trinômes,  .  .  . ,  selon  qu'ils  ont  deux,  trois,  .  .  . 
termes. 

On  a  déjà  défini  en  Arithmétique  ce  que  l'on  appelait 
puissance  d'un  nombre;  en  Algèbre  on  appelle,  comme  en 
Arithmétique,  puissance  n'^"^^  d'une  quantité  le  produit 
de  n  quantités  égales  à  celle-ci;  la  deuxième  puissance 
d'une  quantité  s'appelle  aussi  ca/ve  de  cette  quantité,  la 
troisième  cube. 

Pour  indiquer  d'une  manière  abrégée  la  puissance  n^^""^ 
de  la  quantité  a,  on  écrit  le  nombre  n  au-dessus  de  a, 
ainsi  :  a"  ;  le  nombre  n  ainsi  placé  porte  le  nom  d^expo- 
sant  {*).  On  convient  en  outre  de  regarder  a^  comme  égal 
à  I,  en  sorte  que  la  puissance  o  d'une  quantité  quelconque 


(*)  Les  exposants  ont  été  imaginés  par  Etienne  de  la  Roche  en  i52o. 
L.  —    Traité  d'Algèbre,  I.  2 


l8  TRAITÉ   d'algèbre. 

est  égale  à  i.  Cette  convention  peut  paraître  inutile,  mais 
on  verra  plus  loin  qu'elle  permet  souvent  de  simplifier 
le  langage;  elle  est  d'ailleurs  logique,  a»  indiquant  que 
a  a  été  pris  zéro  fois  comme  facteur,  c'est-à-dire  n'entre 
pas  comme  facteur  dans  le  produit  où  il  est  écrit;  a^  doit 
donc  être  considéré  comme  équivalant  à  un. 

On  appelle  coefficient  d'une  quantité  dans  un  terme 
l'ensemble  des  facteurs  de  ce  terme  qui  n'entrent  pas  dans 
la  quantité  en  question;  ainsi,  dans  le  terme  ?>ah,  Za  est 

le  coefficient  de  h,  3  est  le  coefficient  de  ab.  Dans  2  -î 

2  est  le  coefficient  de  -«.  -  est  le  coefficient  de  ^,  ... 
a     a 

On  appelle  termes  semblables  ceux  qui  ne  diffèrent  que 
par  leurs  coefficients.  On  voit  par  là  que  la  similitude  de 
deux  termes  est  une  chose  tout  à  fait  relative  et  dépend 
des  quantités  que  l'on  considère  comme  coefficients  ;  ainsi 
lab  et  Zab  sont  termes  semblables  si  l'on  considère  2  et  S 
comme  coefficients,  la'^b  et  ^ab  ne  sont  plus  semblables 
si  l'on  ne  considère  comme  coefficients  que  les  facteurs 
numériques;  mais  ils  le  sont  encore  si  l'on  considère  2^^ 
comme  coefficient  du  premier  terme  et  4a  comme  coeffi- 
cient du  second. 

Nous  verrons  plus  loin  que  la  considération  des  termes 
semblables  permet  de  simplifier  considérablement  le  calcul 
algébrique. 

II.   —  ADDITION  ET  SOUSTRACTION  DES  POLYNOMES. 

Proposons-nous  d'additionner  les  deux  polynômes 
Vz=za-hb  —  c-^d 
et 
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le  résultat  cherché  est 

a-\-b— c^d -{-(). 

Mais,  pour  ajouter  la  somme  Qà<2-i-Z>  —  c  -h  d,  il  suffit 
d'ajouter  à  cette  quantité  successivement  chacune  des  par- 
ties de  Q  (p.  8)  ;  on  a  donc 

C.    Q.    F.    D. 

D'où  l'on  Voit  que,  pour  ajouter  ensemble  deux  polj- 
.  nomes,  il  suffit  de  les  écrire  l'un  à  la  suite  de  l'autre  sans 
changer  les  signes  de  leurs  termes. 

Cette  règle  s'applique  évidemment  à  plus  de  deux  poly- 
nômes. 

Proposons-nous  maintenant  de  retrancher  le  polynôme 
Q  du  polynôme  P. 

Retrancher  Q  de  P  revient  à  ajouter  à  P  le  polynôme  Q 
changé  de  signe  ;  la  question  est  donc  ramenée  à  celle-ci  : 
changer  le  signe  du  poljnôme  Q.  Pour  y  parvenir,  je  dis 
qu'il  suffit  de  changer  les  signes  de  chacun  de  ses  termes. 
En  effet,  pour  trouver  la  valeur  d'un  polynôme,  il  faut 
ajouter  les  termes  de  même  signe,  retrancher  la  plus  petite 
des  sommes  ainsi  obtenues  de  la  plus  grande,  et  donner 
au  résultat  le  signe  de  la  plus  grande.  Si  l'on  change  alors 
les  signes  des  termes  du  polynôme,  les  sommes  qu'il  faut 
retrancher  l'une  de  l'autre  pour  obtenir  la  valeur  du  poly- 
nôme changent  de  signe  ;  la  plus  grande  de  ces  deux  sommes 
en  particulier  change  de  signe,  et  par  suite  le  polynôme 
lui-même,  qui  est  de  même  signe  que  cette  dernière  somme. 

Ceci  posé,  on  voit  que,  pour  retrancher  Q  de  P,  il  suf- 
fira d'ajouter  àV  le  polynôme  Q,  dajis  lequel  on  aura  eu 
soin  de  changer  les  signes  de  tous  les  termes;  ou,  ce  qui 
revient  au  même  : 

Pour  retrancher   un  polynôme  d'un  autre,   il  suffit 

2. 
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d'écrire  à   la  suite  de   celui-ci    chacun  des   termes    du 
poljnôme  à  soustraire  changé  de  signe. 

Il  est  inutile  d'ajouter  que  ces  règles  bien  simples  s'ap- 
pliquent encore  au  cas  où  l'un  des  polynômes  considérés  se 
réduirait  à  un  monôme. 


III.   —  MULTIPLICATION  DES  POLYNOMES. 

Proposons-nous  d'abord  de  multiplier  un  polynôme 
P=  a  —  b-\-c  —  d 

par  un  monôme  m. 

i^  Supposons  d'abord  P  et  m  positifs,  «,  h,  c,   d  et  m 

commensurables  ;  m  sera  une  fraction  que  nous  pouvons 

3 
supposer  égale  ày;  alors  la  question  est  ramenée  à  prendre 

3 
les  j  de  P.  Or,  si  l'on  ajoute  quatre  polynômes  égaux  au 

suivant 

a        b        c       d 

'2  =  4-4-^4-4' 

on  retrouve  P,  en  vertu  des  règles  de  l'addition  des  poly- 

P 
nômes  ;  donc  le  polynôme  Q  est  égal  à  y  •  Ajoutons  main- 
tenant trois  polynômes  égaux  à  Q,  le  résultat  sera  égal  à 
trois  fois  y?  et  l'on  aura,  en  vertu  des  règles  de  l'addition, 

3P_3fl_36       3ç_3^ 

T  "  T  ~  T  "^   4         4  ' 

ou  bien 

/TzP  z=.  ma  —  mb  -\-  me  —  md\ 

d'où  l'on  voit  que,  pour  multiplier  P  par  m,  il  suffit  de 
multiplier  par  m  chacun  de  ses  termes. 
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2°  Supposons  actuellement  que,  P  et  m  restant  toujours 
positifs,  a,  b^  c,  d,  m  puissent  prendre  des  valeurs  incom- 
mensurables. Désignons  par  a',  b',  c',  d',  m'  les  nombres 
commensurables  supérieurs  à  a,  b,  c,  d,  m  ayant  ces 
nombres  pour  limites,  et  par  a" ,  b" ,  d' ^  d" ,  m!'  les  nombres 
commensurables  inférieurs  à  a,  b,  c,  d,  m  ayant  ces  quan- 
tités pour  limites.  (Si  quelqu'un  des  nombres  a,  b,  c,  d,  m 
était  commensurable,  a  par  exemple,  il  faudrait  remplacer 
dans  la  démonstration  a'  et  a"  par  a.)  On  a  évidemment 

,fi'[a'  -  b"  4-  c'~  ^/")  >  mV  >  m"  [a"  —  h' -^  c"  —  cV), 

OU,  en  vertu  de  la  règle  trouvée  tout  à  l'heure, 

m'a'—m'b"-^m'c'-  m' d" 

>  mP  >  m'a"  —  m"  b'  -f-  m" c"  —  m" d' , 

et,  a  fortiori, 

I  m' a'  —  m"  b"  -h  m' c'  —  m"  d" 
^'^  1        >  mP  >  m" a"  ~  m' b'  +  m" c"  —  m' d' , 


Or  les  membres  extrêmes  de  cette  inégalité  diffèrent  tous 
deux  de  ma  —  mb  -h  me  —  md  d'aussi  peu  que  l'on  veut. 
En  effet,  posons 

/  A  ~  m'a'  —  m" h"  -f-  m' c'  —  m" d" , 
(2)  \B=m"a"—m'b'-^m"c"~m'd', 

S  l  c  =  ma  —  mb  -h  me  —  md. 


on  aura 


A —  C  =  (m'a' —  ma)^  [mb  —  m" b") 

-h  [m' c' —  me)  -+-  [m" d"  —  md). 


Mais  m!  a'  a  pour  limite  ma  y  m"b'^  a  pour  limite  mb,  etc.  ; 
donc  les  difïerences  entre  parenthèses  peuvent  être  rendues 
aussi  petites  que  l'on  veut,  et  la  différence  A — G  par 
suite  aussi.  On  verrait  de  même  que  G  —  B  peut  être  pris 
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moindre  que  toiile  quantité  donnée;  mais,  en  vertu  de  la 
formule  (i),  77iP  reste  compris  entre  A  et  B,  qui  diffèrent 
de  C  d'aussi  peu  que  l'on  veut;  donc,  a  fortiori,  les  quan- 
tités fixes  mV  et  G  diffèrent  l'une  de  l'autre  d'aussi  peu 
que  l'on  veut.  Elles  sont  donc  rigoureusement  égales,  et 
l'on  a 

ou  bien,  d'après  la  formule  (2), 

mP  =  ma  —  nih  -\-  me  —  md. 

3°  Supposons  maintenant  P  négatif  et  m  positif;  si  nous 
changeons  le  signe  de  P,  nous  changerons  évidemment  le 
signe  du  produit  sans  changer  sa  valeur  absolue.  Or  on 
change  le  signe  de  P  en  changeant  les  signes  de  chacun  de 
ses  termes,  et  l'on  a 

—  P  —  —  fl  H-  /;  —  c  -I-  d; 

—  P  étant  positif,  on  aura,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dé- 
montré, 

m[  —  P )      ou      —  mP  =  —  ma  -h  inh  —  me  -h  md; 

et,  par  conséquent,  nous  trouvons,  comme  dans  le  cas  où  P 
est  positif,  en  changeant  les  signes  des  deux  membres, 

mV  —-  ma  —  mb  -\~  me  —  md. 

Il  resterait  à  examiner  le  cas  où  P  serait  positif  et  m  né- 
gatif, et  celui  où  m  et  P  seraient  négatifs  tous  deux;  le 
lecteur  complétera  facilement  lui-même  ia  démonstration 
que  nous  venons  de  commencer. 

En  résumé,  pow  multijjliej-  un  polynôme  par  un  mo- 
nôme, il  suffit  de  multiplier  chaque  terme  du  polynôme 
par  le  monôme,  en  considérant  chaijue  terme  du  poly- 
nôme comme  affecté  du  signe  qui  le  précède,  et  en  ayant 
soin  d' appliquer  la  règle  des  signes. 
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Proposons-nous  maintenant  de  faire  le  produit  des  deux 
polynômes 

P  --  «  —  ^  —  £?  -h  r/, 

Qszr-m-r  n  — p, 

le  résultat  cherché  sera 

aQ—  bq  —  cQ-^dQ; 

ou,  en  remplaçant  aQ,  ^Q,  cQ,  ...  par  leurs  valeurs 
obtenues  en  appliquant  la  règle  donnée  précédemment, 

am  -1  -  an  —  ap  —  [  bm  -\-  bn  —  bp  j 

—  [cm  -i-  en  —  cp)  -h  [dm  -\-  du  —  dp). 

Lorsque  l'on  aura  effectué  les  additions  et  soustractions 
indiquées,  on  voit  que  le  produit  se  composera  :  i*^  du 
produit  de  chacun  des  termes  de  Q  par  le  premier  terme 
de  P;  2°  du  produit  changé  de  signe  de  chacun  des  termes 
de  Q  par  le  second  terme  de  P,  abstraction  faite  de  son 
signe,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  du  produit  de  chacun 
des  termes  de  Q  par  le  second  terme  de  P,  en  tenant  compte 
de  la  règle  des  signes;  ?>^  etc. 

Ainsi  donc,  pour  multiplier  entre  eux  deux  polynômes, 
il  suffit  de  multiplier  chaque  terme  du  multiplicande  par 
chaque  terme  du  multiplicateur,  en  tenant  compte  de  la 
règle  des  signes ,  et  d'ajouter  les  résultats  ainsi  obtenus. 

Considérons  maintenant  plusieurs  polynômes  P,  Q, 
R,  S,  ...  ;  si  nous  voulons  en  faire  le  produit,  il  faudra 
d'abord  multiplier  P  par  Q,  le  résultat  par  R,  et  ainsi  de 
suite.  Or  PQ  est  la  somme  algébrique  des  termes  obtenus 
en  prenant  un  terme  dans  P  et  dans  Q  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  et  en  faisant  leur  produit;  PQR  sera  la 
somme  des  termes  obtenus  en  multipliant  de  toutes  les 
manières  possibles  un  terme  de  PQ  par  un  terme  de  R,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  PQR  sera  la  somme  des  produits 
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obtenus  en  prenant  pour  facteurs  un  terme  dans  chacun 
des  polynômes  PQR  de  toutes  les  manières  possibles.  En 
continuant  ce  raisonnement  sur  un  plus  grand  nombre  de 
polynômes,  on  arrive  à  cette  conclusion,  qui  nous  sera 
très-utile  : 

Le  produit,  de  plusieurs  polynômes  est  la  somme  des 
produits  obtenus  en  prenant  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles pour  facteurs  un  terme  de  chacun  des  polynômes 
en  question. 

IV.   —   SUR  aUELQUES  SIMPLIFICATIONS  QUI  SE  PRÉSENTENT 
DANS  LE  CALCUL  ALGÉBRiaUE. 

Il  peut  arriver,  en  faisant  une  addition,  une  soustrac- 
tion ou  une  multiplication,  que  certains  termes  du  résultat 
soient  semblables  ;  dans  ce  cas,  le  résultat  se  simplifie.  En 
effet,  considérons  des  termes  tels  que 

si  ces  termes  entrent  dans  un  même  polynôme,  on  peut 
les  écrire  l'un  à  côté  de  l'autre,  et  Ton  aura  évidemment 

2a^  b  ~  3aH  -h  5aH  =  {2  —  3  -^  5)  aU. 

Car,  en  vertu  de  la  règle  donnée  pour  la  multiplication 
des  polynômes,  le  second  membre  de  l'égalité  précédente 
est  égal  au  premier  ;  en  sorte  que  les  trois  termes  con- 
sidérés se  réduisent  simplement  k  /^a^b.  On  conclut  de 
là  que  : 

Règle.  —  Pour  réduire  des  termes  semblables  en  un 
seul,  il  suffit  d'ajouter  leurs  coefficients  en  tenant  compte 
des  signes,  le  terme  réduit  demeurant  semblable  à  ceux 
dont  il  dérive. 

Lorsque  l'on  multiplie  entre  eux  deux  monômes,  il  peut 
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arriver  que  ces  monômes  renferment  une  même  lettre  ; 
dans  ce  cas,  le  résultat  se  simplifie.  En  effet,  considérons 
le  produit 

si  l'on  observe  que,  pour  multiplier  une  quantité  par  un 
produit,  il  suffit  de  la  multiplier  successivement  par  cha- 
cun des  facteurs  de  ce  produit,  le  résultat  cherché  devient 

2  «*  X  ^  X  c'  X  4  X  «'  X  ^^  X  c»  X  cl, 

ou,  en  intervertissant  l'ordre  des  facteurs, 
2X4  X.a'^a^bb^c^àd. 

Mais  ce  produit  ne  changera  pas  si  l'on  remplace  quelques 
facteurs  parleur  produit;  si  l'on  remplace,  par  exemple, 
les  coefficients  2  et  4  par  leur  produit  8  ;  si  l'on  remplace 
enfin  les  facteurs,  tels  que  a\  a^,  par  leur  produit  a''+2 
ou  a»,  qui  indique  que  la  lettre  a  a  été  prise  quatre  fois 
plus  deux  fois  comme  facteur;  en  sorte  que  le  résultat  final 
sera 

De  là  on  déduit  cette  règle,  appelée  J^ègle  de  la  multipli- 
cation des  monômes  : 

Règle.  —  Lorsque  deux  monômes  renferment  certaines 
lettres  en  commun,  pour  les  multiplier  entre  eux  il  sujfit 
de  faire  le  produit  de  leurs  coefficients  et  d'écrire  à  la 
suite  de  ce  produit  les  lettres  communes  affectées  chacune 
d'un  exposant  égal  à  la  somme  des  exposants  dont  cette 
lettre  est  affectée  dans  les  deux  facteurs,  et  les  lettres  non 
communes . 

Il  va  sans  dire  qu'une  lettre  qui  n'a  pas  d'exposant  est 
censée  porter  l'exposant  i,  car  l'exposant  est  le  nombre 
qui  indique  combien  de  fois  cette  lettre  est  prise  comme 
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facteur.  On  pourrait  même  ajouter  qu'une  lettre  portant 
l'exposant  zéro  est  égale  à  i,  car  l'exposant  zéro  indique 
que  cette  lettre  n'entre  pas  comme  facteur;  en  sorte  qu'é- 
crire a»  à  la  suite  d'un  produit,  c'est  n'y  ajouter  aucun 
facteur  ou  le  facteur  i,  ainsi  qu'on  l'a  fait  observer  (p.  17). 
En  s'appuyant  sur  les  règles  que  nous  venons  de  démon- 
trer, on  arrive  facilement  aux  formules  suivantes  : 
(«_l_  b)[a-\-  b]^a^  -\-7.ab  -h  b\ 


ou 


[a -^- by  rz:^  a^  -\-iab-^^  b\ _ 
[a—  bf^a}  —  iab  -h  b\ 
[a-^b){a-b)r-^a'-b\ 

L'usage  des  parenthèses  et  des  exposants  placés  en  haut 
de  ces  parenthèses  a  déjà  été  enseigné  en  Arithmétique;  il 
est  donc  inutile  de  l'expliquer  ici.  Les  formules  que  nous 
venons  d'écrire  correspondent  à  des  théorèmes  qu'il  faut 
se  rappeler,  et  qui  sont  d'un  usage  continuel  en  analyse  : 

Le  carré  de  la  sonmie  ou  de  la  différence  de  deux  quan- 
tités est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  ces  quantités,  plus 
ou  moins  leur  double  produit. 

Le  produit  d'une  somme  par  une  différence  de  deux 
termes  est  égal  à  la  différence  des  carrés  de  ces  termes. 

Voici  encore  quelques  formules  à  retenir  : 

[a  +  bf  =  a^-\-  Za'b  -4-  3«Z^-    -h  b\ 
[a  —  by=za^--3aH  -r-3ab^   —  b\ 

et  que  l'on  vérifiera  sans  peine. 

V.  —  DIVISION  ET  FRACTIONS  ALGÉBRIQUES. 

La  plupart  du  temps,  en  Algèbre,  la  division  ne  peut 
que  s'indiquer;  ainsi  il  n'existe  pas  toujours  un  polynôme 
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quotient  de  deux  autres  dans  lesquels  les  lettres  conservent 
des  valeurs  indéterminées.  Nous  verrons  plus  loin  à  quels 
symptômes  on  reconnaît  l'existence  d'un  polynôme  quo- 
tient. 

Quoi  qu'il  en  soit,  une  division  n'étant  qu'indiquée,  on 
pourra  simplifier  les  écritures  en  supprimant  des  facteurs 
communs  au  dividende  et  au  diviseur  lorsqu'il  y  en  aura 

(p.  .4). 

On  a^ipeWe  ff^action  algébrique  le  quotient  non  effectué 
de  deux  quantités  algébriques  ;  le  dividende  porte  alors  le 
nom  de  numérateur,  le  diviseur  le  nom  de  dénominateur 
de  la  fraction. 

Théorème  I.  —  Étant  données  plusieurs  Jractions,  on 
peut  toujours  les  réduire  au  même  dénominateur,  c'est- 
à-dire  trouver  des  fractions  égales  aux  fractions  données 
et  ayant  toutes  le  même  dénominateur. 

En  effet,  il  suffit  pour  cela  de  multiplier  les  deux  termes 
de  chaque  fraction  par  le  produit  des  dénominateurs  des 
autres.  Quelquefois  l'opération  est  moins  compliquée  ;  ainsi 

les  fractions  y  5  -^,j  ~  se  réduisent  au  même  dénomina- 
b     bd    an 

teur  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  première  par  dliy 

ceux  de  la  deuxième  par  A,  ceux  de  la  troisième  par  h. 

Théorème  II.  —  Pour  ajouter  ou  retrancher  des  frac- 
tions, il  suffit  de  les  réduire  au  même  dénominateur  et 
d'effectuer,  comme  en  Arithmétique,  les  opérations  sur 
les  numérateurs. 

Considérons  les  fractions —,    -?  -?  '•-  ayant  toutes  le 

m     m     m 


dénominateur  m;  nous  avons  déjà  vu  que—  était  égal  à 
^X--'  On   le  vérifie   du  reste  aisément  en   remarquant 


m 
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Que  -  et  a  X  —  mullipliés  par  m  donnent  tous  deux  a]  on 
^       m  m  ^  ^ 

a  donc 

abc  '/v^^ï  v^*, 

m        m       m  m  m  m 

ou  bien,  en  considérant  a,b,  c,  ...  comme  coefficients  de 

termes  semblables  relativement  au  terme  —  > 

m 


abc  ,         -  ,  \  V  ^  ' 

m       m       m  ni 


Cette  égalité  renferme  le  théorème  qu'il  s'agissait  de  dé- 
montrer. 

Théorème  III.  —  Le  produit  de  deux  fractions  est  une 
fraction  qui  a  pour  numérateur  le  produit  des  numéra- 
teurs et  pour  dénominateur  le  produit  des  dénomina-^ 
teurs  des  fractions  proposées. 

En  effet,  soit  à  multiplier  y  par-;  une  fraction  ou  quo- 
tient, comme  on  a  vu  (p.  i3),  est  multiplié  par  un  nombre 
quand  on  multiplie  le  dividende  par  ce  nombre,  de  sorte 

que  l'on  a 

c 

«  X  - 

a       c  a 

b       d  b 

et,  pour  la  même  raison, 


ac 


a        c        \  d 


mais,  pour  diviser  la  fraction  —  par  h,  il  suffit  de  muiti- 
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plier  par  b  son  dénominateur;  de  sorte  qu'on  a  finalement 
(p.  i3) 

a        c       ac 

Corollaire.  —  S'il  s'agissait  de  plusieurs  facteurs,  on 
aurait 

a        c       e       g ac       e       g  _  ace       g aceg 

ce  qui  généralise  le  théorème. 

Théorème  IV.  —  Le  quotient  de  deux  fractions  s'ob- 
tient en  multipliant  la  fraction  diMende  par  la  fraction 
diviseur  renversée. 

En  effet,  soit  à  diviser  y  par-?  le  quotient  est  évidem- 
ment 

ad 

"bc' 

car,  si  l'on  multiplie  cette  fraction  par-?  on  a 

a  de 
bcd 

qui  se  réduit  à  t»  en  divisant  ses  deux  termes  par  c  et  par  d. 

c.   Q.   F.   D. 

On  donne  quelquefois  aux  fractions  le  nom  de  rapports 
et  à  l'égalité  de  fractions  le  nom  de  proportion  ;  les  numé- 
rateurs portent  alors  le  nom  à^ antécédents  ;  les  dénomina- 
teurs sont  les  conséquents  de  la  proportion;  enfin  le  pre- 
mier numérateur  et  le  dernier  dénominateur  portent  le 
nom  d^extrêmeSj  les  deux  autres  termes  portent  le  nom  de 
moyens. 

On   appelle    quatrième  proportionnelle  à  trois  quan- 
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tités  a,  b,  c  une   quantité  d  qui  fasse  avec  celles-ci   la 
proportion 


a       c 


On  appelle  inoj  enne  proportionnelle  entre  deux  quan- 
tités a  et  Z»  (ou  encore  moyenne  géométrique)  une  quan- 
tité c  telle,  que  l'on  ait 


a       c 


en  multipliant  par  b  et  par  c  les  deux  membres  de  cette 
égalité,  on  trouve 

ab  =  c^. 

On  a  généralisé  la  définition  précédente  et  l'on  a  appelé 
moyenne  géométrique  entre  a,  b,  c,  d,  .  .  .  une  quantité  x 
telle,  que 

n  étant  le  nombre  des  facteurs  a,  b,  c,  .  .  . ,  et  l'on  a  ré- 
servé le  nom  de  moyenne  arithmétique  à  la  quantité  dc- 
linie  par  l'égalité 

n.x  ■=  a  -\-  b  -\-  c  -\-  .  .  »  » 
Lorsque  l'on  a 


a       c 


on  dit  quelquefois  que  b  est  une  troisième  proportionnelle 
à  a  et  c. 

Théorème  I.  —  Dans  toute  proportion,  le  produit  des 
extrêmes  est  égal  au  produit  des  moyens;  en  d'autres 
termes,  de  l'égalité 

a       c 
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on  tij^e 

ad=:  bc. 

Pour  cela,  il  suffit  de  multiplier  par  b  et  d  les  deux 
membres  de  l'égalité  donnée. 


Théorème  IL  —  L'égalité 


entraîne  les  suivantes  : 


h        d        a       h 


ci       c 

a        c        c        d        h        a 


En  effet,  la  première  se  déduit  de  la  proposée  en  divisant 
l'unité  par  les  deux  membres  de  la  proposée;  la  seconde 
s'obtient  en  multipliant  les  deux  membres  de  la  proposée 
par  h  et  en  les  divisant  par  c;  enfin,  la  dernière  s'obtient 
en  multipliant  les  deux  termes  de  la  proposée  par  d  et  en 
les  divisant  par  a. 

Ces  résultats  peuvent  s'énoncer  ainsi  ;  Dans  toute  pro- 
portion, \^  on  peut  remplacer  les  antécédents  par  les 
conséquents,  et  vice  versa;  2"  on  peut  alterner  les  moyens; 
3^  on  peut  alterner  les  extrêmes. 

Théorème  III.  —  Les  égalités 

/    N  a a' a" 

entraînent  la  suivante  : 

a ap  -4-  a' p'  H-  a  p" .  .  . 

b~  hp-\-  h' p'  -\- b"  p"  ,7' 

P->  p'j  p"i  '  •  •  désignant  des  quantités  quelconques. 
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En  effet,  les  égalités  (i)  peuvent  s'écrire 

ap  _n'p'  _  a"p"  _ 

en  désignant  par  q  la  valeur  commune  de  toutes  ces  frac- 
tions égales,  on  a 

ap^zbpy:.  q,      a'p'  =  b' p'  X  7,      a" p"  =  h" p" X  7,       •  .  •  ; 

d'où  l'on  déduit,  en  ajoutant  membre  à  membre  ces  éga- 
lités, 

ap  -f-  a'p'  +  a"p"  -^.,.^[bp-\-  b' p'  -h  b"  p"  4-  .  .  .  )  î> 

et,  en  divisant  par  bp  -h  b' p' ~-  ...  les  deux  membres  de 
cette  dernière  formule, 

,    ,.  «        ap -\- a' p' -\-  a" p" -^  .  .  . 

«7,   cest-a-dire        a  ^ -7 77—, Tir-r/ *      c.  q.  f.  p. 

'  ^        bp  -^  b' p'  -i-  b" p" -\- .  .  . 

Corollaire.  —  De  l'égalité 


on  déduit  en  particulier 


a       azha'  azh  a' 

ou 


b       bdzb'  a  b      ' 

on  en  déduit  aussi,  en  alternant  d'abord  les  moyens, 
a-±.b       a'dzb'  .        a±:b        d''-±.b' 


'         puis        — ;3^ 


Ces  formules  sont  très-utiles  et  permettent  souvent  de 
simplifier  considérablement  les  calculs. 
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NOTES  ET  EXERCICES. 

1.  Démontrer  que  l'on  a 

(«2+  b^)  (c2  +  r/2)  ^  ^ac  -  bdY-^[bc  -4-  ad^. 

(LÉONARD  DE  PiSE.) 

2.  Démontrer  que  l'on  a 

(^,2  ^  /,2  +  c2  -^  r/2)  («'2  _+_  //2  ^  c'2  -^  r/'2  )  =  (  ««' -4-  /;//  +  cc' -^  (klf 

-h  [ab' —  ba'—  cd'-^  dc']^ 
-+-  [ac'—  cd -h  bd'—  db'Y 
-V-  [ad'—  da'—  bc'^~  cb'f. 

(EULER.) 

3.  On  a 

( cb'—  bc'Y -+- { w;'  —  ca'Y  ■^-  [ab' —  ba')^ 

^  ^«2_+.  /,2_+_  c2)   («'2_+_^'2_^  ^'2N  _  [aa' -^  bb'  -^  Cc' )\ 

4.  On  a  plus  généralement 

{cb'~  bc')  [cb"—bc")^[nc'—ca')  [ac"~ca") 
-^[bd  —  ab')  ( ha" ~~  ab" ) 
==  (rt2_^  /^2  _j_  ,.2]{^a'a"-}-  b'b"-i-  c'c") 
—  {aa'-\-  bb'  -\-  ce')  [aa" -+-  bb"  -t-  ce"). 

5.  On  a  encore 

[cb'~  bc'Y'  +  («c'—  c«')2  _^  {^l)a'—nb'Y 

-f-  (  ^/rt'  —  rtr/'  )  2  +  (  ,///  —  ^,/  '  j  2  _|_  (  de'  _  cf/'  )2 

=  (r/2  -|_  ^2  ^  c2  +  r/2  )  (rt'2  _^  ^'2  _^  c'2  +  r/'2) 

—  ( aa!  -\-bb' -r-  ce' -f-  dd ' ) 2 . 

6.  Les  formules  précédentes  sont  d'un  usage  fréquent.  En  voici  de 
moins  utiles  : 

(l  -H  rt  4-  Z>  -t-  «2  _^  a[j  -i-  fy^)2 

=  {l-^^l)^a-+-b)'--i-{I^b)^a-^b)'--h{l-^-a-+■  b~ab)^. 

(Catalan.) 

L.  —  Algèbre,  I  o 
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On  a  aussi 

(i  -^ a -^  b -^  a"^ -^  ab -^  b'^Y 

=  a^{a-^b-+-i)^-+-b^{a-i-b-^i)^-^{a-hb-hiY--h{a-h-b-habY. 

(Neuberg.) 

7.  Note  sur  les  inégalités.  —  On  peut  toujours  ajouter  ou  retrancher 
aux  deux  membres  d'une  inégalité  une  môme  quantité,  mais  on  n'a  pas 
toujours  le  droit  de  multiplier  les  deux  membres  par  une  même  quan- 
tité; en  effet,  si  cette  quantité  est  négative,  il  est  clair  que  l'on  ren- 
verse le  sens  de  l'inégalité. 

On  peut  toujours  ajouter  des  inégalités  de  môme  sens  membre  à 
membre,  mais  on  ne  peut  pas  les  retrancher  l'une  de  l'autre  en  géné- 
ral. Ces  préceptes  sont  des  affaires  de  bon  sens,  et  il  suffit  de  les 
énoncer. 

8.  Prouver  que  a'^-^b'^^iab^     a^ -h  b^ -h  c^^  ab  -^  bc-h  ac, 

abc^[b  -+-  c  —  a)[c  -+-  a —  b)  (/7-t-  /;  —  c). 

9.  On  appelle  moyenne  arithmétique  des  n  quantités  «,  b^c, /la 

^ 


quantité 


la  quantité  '^ a^b^  c-^  . . . -r- 1  est  leur  moyenne  géométrique,  la 
quantité  -  (  -  "^  ^  ^~  •  •  •  "+"  7  )  ^^^  ^^"^  moyenne  harmonique. 

Cela  posé,  montrer  que  la  moyenne  arithmétique,  la  moyenne  géo- 
métrique et  la  moyenne  harmonique  de  plusieurs  quantités  sont  com- 
prises entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  d'entre  elles. 

10.  En  général,  on  appelle  moyenne  de  plusieurs  quantités  une 

quantité  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  d'entre  elles. 

Ceci  posé,  prouver  que,  si  b,  b\  //',  . . . ,  sont  (^es  quantités  positives 

rt  -h  rt'  +  a"  + . . . 


a    a     a:' 

est  une  moyenne  entre  -^  >  ^/  '  p 

11.  On  a 

«2  62 


(«  — /;)(«-c)  "^  (6  — a)(6  — c)    '    {c—a){c  —  b) 
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12.  On  a 

bc  ca  ah 


^a  —  b)ia-c)       [b~a)[b-cy{c-a)[c~b)~ 
i3.  On  a 

a  b  c 

{b~c){c-a)  "^  {c--a)\a  —  b)  "^  {a  —  b){b  —  c) 

I  T  I 

a  —  b        b  —  c    '    c  —  a 

14,  Prouver  que  x,  j,  z  étant  positifs 

n  désignant  le  nombre  des  quantités  ^,j,  2,  ,..,?.  On  a  aussi 

(Généraliser). 

15.  X,  f ,  z  étant  plus  grands  que  zéro,  prouver  que 

(X  +  j  -4-  :;)3>  3(j  +  3)(s  H-  ^)(.r  -\-y). 


3. 
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CHAPITRE  111. 

DES  POLYNOMES  ENTIERS. 


I.   —  DÉFINITIONS. 

On  appelle  polynôme  entier  en  x  un  polynôme  dont 
les  différents  termes  sont  les  produits  de  quantités  indé- 
pendantes de  X  par  les  puissances  o,  1,2,  ...  de  x  : 

I  -+-  .cr  —  S/r"'  H-  7.r^ 

est  un  polynôme  entier  en  x. 

Un  polynôme  peut  être  entier  par  rapport  à  plusieurs 
lettres  a,  b,  c,  x,  .  .  . .  Ces  lettres  sont  alors  les  'variables 
du  polynôme. 

Un  polynôme  entier  s'appelle  aussi  une  fonctioji  entière 
de  ses  variables. 

On  dit  qu'un  polynôme  est  ordojiné  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  ou  décroissantes  d'une  môme  lettre 
lorsque  les  exposants  de  cette  lettre  y  vont  en  croissant 
ou  en  décroissant  depuis  le  premier  terme  jusqu'au  der- 
nier. 

On  appelle  degré  d'un  terme  par  rapport  à  des  lettres 
déterminées  la  somme  des  exposants  dont  ces  lettres  sont 
affectées  dans  ce  terme;  ainsi  ?>a'^b  est  du  troisième  degré 
par  rapport  ka  etb,  du  deuxième  degré  par  rapport  à  a 
seul,  et  du  premier  par  rapport  à  b  seul. 

On  appelle  degré  d'un  polynôme  le  degré  de  celui  de 
ses  termes  dans  leauel  la  somme  des  exposants  des  lettres 
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par  rapport  auxquelles  on  compte  le  degré  est  la  plus 
grande. 

Un  polynôme  est  dit  homogène  par  rapport  à  plusieurs 
lettres  lorsque  tous  ses  termes  sont  de  même  degré. 

Il  est  clair  que  la  somme  et  la  différence  de  deux  poly- 
nômes homogènes  de  même  degré  sont  des  polynômes  ho- 
mogènes. 

Le  produit  de  deux  polynômes  homogènes  est  encore 
un  polynôme  homogène  dont  le  degré  est  égal  à  la  somme 
des  degrés  des  facteurs. 

Cette  remarque  est  d'une  grande  utilité  dans  le  calcul 
et  permet  de  vérifier  à  chaque  instant  les  fautes  que  l'on 
peut  faire  en  omettant  des  lettres  ou  des  exposants  :  on  a 
très-souvent  l'occasion  de  calculer  sur  des  polynômes  ho- 
mogènes; il  faut  profiter  de  cette  circonstance  toutes  les 
fois  qu'on  le  peut  et  vérifier  que  les  formules  que  l'on  ob- 
tient par  multiplication  de  polynômes  homogènes  restent 
homogènes. 

Un  polynôme  du  premier  degré  s'appelle  aussi  fonction 
linéaire. 


IL   —  MULTIPLICATION  DES  POLYNOMES  ENTIERS. 

Toutes  les  fois  que  l'on  peut  ordonner  un  polynôme,  il 
faut  le  faire  ;  la  symétrie  qui  en  résulte  guide  beaucoup 
dans  les  calculs,  et  surtout  lorsqu'il  s'agit  de  faire  le  pro- 
duit de  deux  polynômes. 

Considérons,  par  exemple,  les  deux  polynômes  ordonnés 

P  ="  H-  2Jr  -h  3.r2  -f-  4.^3  +  5.r*, 

et  cherchons  leur  produit;   nous  suivrons  la  règle  géné- 
rale, mais  nous  écrirons  sur  une  première  ligne  horizon- 
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taie  le  produit  du  polynôme  P  par  le  premier  terme  2 
de  Q;  nous  obtiendrons  ainsi  un  premier  produit  partiel 
ordonné;  multiplions  ensuite  le  polynôme  P  par  le  second 
terme  —  3x  de  Q,  nous  obtiendrons  un  second  produit 
partiel  ordonné  ;  nous  l'écrirons  au-dessous  du  premier,  de 
telle  sorte  que  les  termes  de  même  degré  se  correspondent 
dans  une  même  colonne  verticale,  et  ainsi  de  suite  :  la 
réduction  des  termes  semblables  porte  alors  sur  les  termes 
inscrits  dans  une  même  colonne  verticale. 
On  dispose  le  calcul  ainsi  qu'il  suit  : 

1  + 2.r -f- 3.r^  +  4x3  -f- 5x* 
2  —  3  .r  -h  4  -^^  —  5^3 


2 

-4 

.r-h  6 

.X-'  -h  8 

^3  4- 10 

.T- 

—  3 

-6 

-9 

—  12 

-^i5  ^^ 

+  4 

+  8 
-5 

+  12 
—  10 

-1-16       -1-20 
— 15        —  20 

-25 


-h  4 


14 


.5.7 


en  évitant  de  répéter  la  partie  commune  aux  divers  termes 
semblables. 

La  disposition  de  calcul  que  nous  avons  adoptée  est 
surtout  avantageuse  lorsque  les  coefficients  de  la  lettre 
ordonnatrice  sont  eux-mêmes  des  polynômes. 

Remarque.  —  Lorsque  le  multiplicande,  le  multiplica- 
teur et  le  produit  sont  ordonnés  de  la  même  manière  par 
rapport  à  la  même  lettre,  le  premier  et  le  dernier  terme 
du  produit  sont  égaux  respectivement  aux  produits  des 
premiers  et  des  derniers  termes  des  polynômes  facteurs , 

En  effet,  supposons  les  polynômes  ordonnés  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  x  ;  les  premiers 
termes  des  facteurs  sont  les  termes  de  degré  le  plus  élevé, 
leur  produit  est  un  terme  du  produit  total,  et  il  est  bien 
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évident  qu'il  est  de  degré  plus  élevé  que  tout  autre  terme 
du  produit  total;  par  conséquent,  il  ne  se  réduira  avec 
aucun  d'eux  et  sera  le  premier  terme  du  produit  total.  On 
verrait  de  même  que  le  produit  des  derniers  termes  des 
facteurs  est  le  dernier  terme  du  produit  total. 

III.  —  PROPRIÉTÉS  DES  POLYNOMES  ENTIERS. 

Deux  polynômes  entiers  en  x  sont  dits  idendf/ues  quand 
ils  sont  égaux,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  x.  Si 
deux  polynômes  contiennent  plusieurs  variables,  ils  peu- 
vent être  identiques  par  rapport  à  certaines  variables  et 
ne  pas  l'être  relativement  à  d'autres  ;  ainsi  deux  polynômes 
en  X  et  a  peuvent  être  égaux  pour  a  =zz  i  et  a  -~.  2,  quel  que 
soitx;  ils  sont  alors  dits  identiques  par  rapporta  x  quand 
a  --  I  et  quand  a=^  1. 

D'après  la  méthode  que  nous  avons  exposée  au  para- 
graphe précédent  pour  faire  le  produit  de  deux  polynômes, 
on  voit  que  ce  produit  est  identiquement  égal  au  multipli- 
cande multiplié  par  le  multiplicateur,  c'est-à-dire  quel  que 
soitx. 

Dorénavant  nous  dirons  qu'un  polynôme  entier  en  x  est 
la  somme,  la  différence,  le  produit,  le  quotient  de  deux 
autres  quand  il  sera  effectivement  la  somme,  la  différence, 
le  produit  ou  le  quotient  de  ces  deux  polynômes  identi- 
quement, c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée 
à  X. 

Ainsi  on  a,  quel  que  soit  x. 


alors  x"^ —  I  est  le  produit  àe  x  -{-i  par  x  —  i ,  x  —  i  est 
le  quotient  de  j^^  —  j  par  x  -j-  i ,  etc. 

Mais  x'^~  IX — I  n'est  pas  le  produit  de  a: -h  i  par:r  —  i, 
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bien  que  pour  .r  —  o,  par  exemple,  on  ait 

(.r  -1-  I  )  (  .^  —  I  )  --'^  -3?*  -r-  SI .^  —  I  , 

parce  que  cette  égalité  n'a  pas  lieu  quel  que  soit  x  :  elle 
n'a  pas  lieu,  en  effet,  pour  x  =^  i . 

Un  polynôme  A  entier  en  x  est  divisible  par  un  autre  B 
quand  ils  ont  un  quotient  entier  en  x.  En  d'autres  termes  : 

Un  polynôme  entier  A  en  x  est  divisible  par  un  autre  B 
quand  il  existe  un  polynôme  Q  tel,  que  l'on  ait  identique- 
ment, c'est-à-dire  quel  que  soit  x, 

Ar::=BQ. 

Théorîîme  I.  —  x"^ —  a"^  est  divisible  par  x- —  a. 

En  effet,  il  est  facile  de  constater  que  l'on  a  identique- 
ment 

,  )     a:'"  —  «'"  =  (.r'"-i  -f-  a .r'"-2  -f-  cî^  x"'-'^  -f-  a^ .r '«-* H- ...  H-  «'""^  )  (-^  —  «) 

Pour  le  vérifier,  il  suffit  d'effectuer  la  multiplication  indi- 
quée dans  le  second  membre  de  cette  formule;  les  pro- 
duits de  x^'-'  -4-  «x'«-2  -}-...-]-  a'«-<  par  x  et  par  —  a 
sont 

et 

en  les  ajoutant  et  en  observant  que  tous  les  termes  se  dé 
truisent  deux  à  deux,  à  l'exception  des  termes  extrêmes, 
on  trouve  bien  x"^ — a"^. 

Cette  proposition,  à  la  forme  de  son  énoncé  près,  était 
connue  d'Archimède,  c'est-à-dire  bien  longtemps  avant 
l'invention  de  F  Algèbre  ;  elle  a  des  applications  nom- 
breuses, et  la  formule  (i)  est  à  retenir. 

Théorème  IL  —  Si  un  polynôme  V  entier  en  x  en  divise 
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d'autres  A,  B,  G,  .  .  , ,  et  si  les  cjuotients  de  A,  B,  G, .  .  . 
par  P  5072^  A',  B',  G',  .  .  . ,  P  divisera  aussi 

ak  H-  /;B  -+-  cC  -h .  .  . , 

a^h^  c, .  .  .  désignant  des  poljnônies  ejjtiers  en  x  ou  des 
quantités  indépendantes  de  x.  Le  quotient  sera 

«A' -4-  ^B'H-cC  4- 

G'est  ce  que  l'on  vérifie  en  multipliant  ce  dernier  poly- 
nôme par  P;  on  obtient  en  efFet  ainsi,  quel  que  soit  x^ 

aA'P-4-Z'B'P  H-cC'P-f-.  -  ., 

• 

•en  observant  que,  A',  B',  G',  ...  étant  les  quotients  de 
A,  B,  G, .  .  .  par  P,  on  a  AP  ^:.  A,  B'P  :r::.  B, .  .  . .  Gette 
expression  devient  précisément 

«A  -t-6B  +  cC  H-.  .  .  ; 

donc«A'-f-Z>B'-f  .  .  .est bien  le  quotientderzA -f- Z>B-I-  .  .  . 
par  P. 

Théorème  III.  —  Si  le  poljnôme  P  entier  en  x  s"" an- 
nule pour  X  ^=  a,  il  est  dimsible  par  x  —  a,  et,  si  m  est  le 
degré  de  P,  on  pourra  toujours  effectuer  le  quotient  deV 
par  X  —  a,  de  telle  sorte  que  ce  quotiejit  soit  de  degré 
m  —  I . 

En  effet,  soit 

P  =  Ao  H-  Aix  -f-  k,_.T^  -•.-...  -f.  A^^.r'", 

Ao,  A^,  ...,  Km  désignant  des  quantités  indépendantes 
de  X.  Puisque  P  est  nul  pour  x  =^  a,  on  aura 

o  =  Ao  -4-  Al  rt  -h  A2«"2  -4-  .  .  .  +  A,,, r^'"  ; 

retranchant  cette  égalité  de  la  précédente,  on  a 

P  =  Al  (x—  «)  +  k^_[x-~~  a-]  -t-  .  .  .  -^  A,,,  (jc'"—  «'"); 
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X  —  <7,x2 — a^,  .  .  .  sont  divisibles  par  a:  —  a  (théorème  I), 

et  les  quotients  sont  i ,  x  H-  a,  x^  -H  «x  4-  a-, Donc, 

en  vertu  du  théorème  précédent,  P  sera  divisible  par  x  —  a 
et  le  quotient  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

-1-A„,  (a;'"-^4-«x'"-^  +  •  •  •  4- «'«"M 


ou  encore 


Al  4-  Ao^  4-  A3«2  +  .  .  .  -+-  A„,«'"-^ 
'A2  4-A3«4-A4«-4-  ...  4-A,„rt"'-2 


Le  quo tient yyow/v^a  donc  bien  se  mettre,  quel  que  soit  x, 
sous  la  forme  d'un  polynôme  de  degré  m  —  i .     c.  q.  f.  d. 

La  démonstration  précédente  est  de  Lagrange  [Iraité 
des  équations  numériques,  Note  II). 

Théorème  IV.  —  Un  polynôme  en  x  du  degré  m  ne 
peut  s'annuler  pour  plus  de  m  valeurs  de  x,  à  moins 
d'être  identiquement  nul. 

En  effet,  soit  P  un  polynôme  en  x  du  degré  m.  Si  ce 
polynôme  s'annule  pour  x  =  a,,  nous  venons  de  voir  qu'il 
était  divisible  par  x  —  a^  et  que  l'on  pouvait  poser 

P=--Qi(-^-«i)' 


on 
en 


Q<  désignant  ici  un  polynôme  du  degré  m  — i.  Si  T 
suppose  alors  que  P  s'annule  encore  p'ourx  =  «2,  il 
sera  de  même  de  son  égal  Q^  [x  —  a,)  ;  mais,  si  a^  est  dif- 
férent de  a,,x  —  a,  ne  sera  pas  nul  pour  x=:«.2,  et  le 
produit  Q,  {x  —  a^)  ne  pourra  s'annuler  que  si  Q<  =^  o. 
Q,,  s'annulant  pourx^^a,  sera  divisible  par  x  —  a^,  et 
Ton  pourra  poser 
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Q2  désignant  ici  un  polynôme  de  degré  m  —  2.  Supposons 
que  P  s'annule  encore  pour  x  =:.  a^,  on  démontrera, 
comme  tout  à  l'heure,  que  Qi  s'annule  aussi  pour  x  =  «3 
et,  en  vertu  de  l'égalité  précédente,  que  Q2  s'annule  éga- 
lement pour  X  =  a^.  On  pourra  donc  pose' 

Q2=Q3(-^—  «3), 

Q3  désignant  un  polynôme  de  degré  m  —  3.  En  conti- 
nuant ainsi,  on  finira  par  obtenir  une  formule  telle  que 

0/n-I=Qm(-^--«m), 

dans  laquelle  Q„i  désigne  une  quantité  indépendante  de  x, 
ou,  comme  on  dit  quelquefois,  du  degré  zéro. 

Si  l'on  multiplie  membre  à  membre  toutes  les  égalités 
que  nous  venons  d'écrire,  on  trouve 

PQ1Q2Q3- .  •Qm-i-=QiQ2. .  .Q,«(^-«i)  (.^-«2).  •  .(-^-«m), 

ou  bien,  en  supprimant  le  facteur  Qi  Q2  •  •  •  Qm-i  aux 
deux  membres  de  cette  égalité, 

P  =  Qm  U  —  a,)  (x  --  a^) .  .  .[x  —  a„,); 

et  il  est  bien  clair  que  le  polynôme  P  ne  peut  plus  s'an- 
nuler pour  aucune  valeur  de  x  différente  de  «< ,  «2»  <^3?  •  •  •  j 
cirm  à  moins  que  Q,„  ne  soit  nul,  auquel  cas  P  serait  con- 
stamment nul,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  Xy  ce 
que  l'on  exprime  en  disant  que  P  est  idendcj uement  nul. 
Cette  démonstration  repose,  comme  on  voit,  sur  ce  que 
la  quantité  Q^  ne  contient  pas  x,  et,  par  conséquent,  ne 
peut  devenir  nulle  pour  aucune  valeur  de  x,  à  moins  d'être 
toujours  nulle. 

Théouème  V.  —  Un  poljnôme  identiquement  nul,  ou, 
d'après  le  théorème  précédent,  un  polynôme  qui  s'ajuiule 


44  TRAITÉ   d'ALGÈDRE. 

fyour  un  nombre  de  valeurs  de  sa  variable  siipéi'ieur  à 
son  degré,  a  ses  coefficients  nuls. 

En  effet,  soit 

P  ^  Ao  -H  Al .r  H-  Aj.r^  -h  .  .     -f-  A,„  x"' 

le  polynôme  en  question;  ce  polynôme,  étant  nul  quel  que 
soit  X,  sera  nul  pour.r  =  o.  Or,  si  l'on  y  fait  x  =  o,  ce 
polynôme  se  réduit  à  Ao  ;  donc  Aq  est  nul.  On  a  donc  sim- 
plement 

P  —  Aix  H- AaJ:^ -f- .  .  .  H- A,„a7'». 

Mais,  P  étant  nul  quel  que  soit  x, 

?  =  A,  -4-  A,.r^  H-  ...  H-  A^.r"'-i 

sera  encore  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  excepté 
peut-être  pour  a:  =  o.  Mais  il  est  nul  pour  un  nombre  de 
valeurs  de  x  supérieur  à  son  degré,  qui  est  ni —  i  ;  donc 
il  est  certainement  nul  pour  j?  =  o.  On  en  conclut  que 
A,  ^=  o,  et  ainsi  de  suite;  donc  enfin  le  polynôme  P  a  tous 
ses  coefficients  égaux  à  zéro.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  V.  —  Lorsque  deux  polynômes  P,  Q  entiers 
en  X  sont  égaux  pour  plus  de  m  valeurs  de  x,  m  dési- 
gnant le  degré  de  celui  de  ces  polj  nomes  qui  a  le  degré 
le  plus  éle^é,  ces  polynômes  sont  identiquement  égaux, 
c  est-à-dire  quils  sont  toujours  égaux  et  que  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  x  sont  égaux. 

En  effet,  soient 

P  z-  Ao  -1-  AiX  -h  Aa-x-  -f- .  .  .  4-  A,„.r''% 

0  i::::  Bo  -t-  B,^  -f-  ^^x'- -\-  .  .  .  4-  B„a;« 

les  deux  polynômes  en  question;  le  polynôme 

P--Q  =  (Ao-Bo)-h(Ai~-B0^4-(A2-B,).r2  4-... 
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est  du  degré  m  au  plus.  Or,  P  étant  égal  à  Q  pour  plus  de 
m  valeurs  de  x,  leur  différence  P  —  Q  s'annule  pour  plus 
de  771  valeurs  de  x,  et  l'on  a 

Ao— Bo  =  o,     ..-,    A„— B;,=:;=o,     A„+i  —  o,     ...,     A,„=o, 

ou 

Ao=Bo,     Ai=rBj,     ...,     A„=B„,     A„+i  =  o,     ...,     A,„=o, 

ce  qui  revient  à  dire  que  les  polynômes  sont  identiques  et 
de  même  degré. 

Remarque  I.  —  Si  les  polynômes  P  et  Q  étaient  égaux 
pour  m  valeurs  de  x  et  si  l'on  avait  A,„~  B,„,  la  diffé- 
rence P  —  Q  serait  de  degré  m—  i,  et  l'on  aurait  encore 
p  —  Q  nul  pour  plus  de  m  —  i  valeurs  de  x  ;  donc 


IV.  —  COROLLAIRES. 

Les  corollaires  que  nous  allons  énoncer  sont  tellement 
importants,  que  nous  avons  voulu  éveiller  l'attention  du 
lecteur  en  les  plaçant  dans  un  paragraphe  spécial. 

GoiiOLLAiiiE  I.  —  L'addition,  la  soustraction,  la  multi- 
plication et  la  dii^ision  des  polynômes  [quajid  elle  est  pos- 
sible) ne  peuvent  se  faire  que  d'une  seule  manière,  quand 
on  veut  le  résultat  sous  forme  de  poljnôme  entier. 

Ainsi,  par  exemple,  le  produit  de  deux  polynômes  ne 
pourra  pas  se  faire  de  deux  manières  différentes,  car  les 
résultats,  devant  être  égaux  quel  que  soit  x,  devront  avoir 
leurs  coefficients  égaux. 

Corollaire  II.  —  Deux  polynômes  entiers  en  x,y,  z,...^ 
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égaux  entre  eux  quels  que  soient  x,  y  y  z,  . . . ,  ont  tous 
leurs  coefficients  égaux. 

En  effet,  ces  deux  polynômes  peuvent  s'écrire  sous  les 
formes 

Ao  -1-  Ajx  H-  K^x^  -f- .  .  .  -f  k„ix"\ 

A.0,  Bo,  Al,  B,,.  .  .  désignant  des  polynômes  en  j,  z,.  ,  .. 
Si  nous  donnons  kj,  z,.  .  .  des  valeurs  fixes  quelconques, 
les  deux  polynômes  devant  être  égaux  quel  que  soit  x,  on 
aura 

Ao  =  Bo,      Aj  — Bi,      ...,      A;„=B,„5 

mais  A/=  Bi  quels  que  soient  j,  z,  .  ,  .^  puisque  les  va- 
leurs attribuées  kj,  z,  .  .  .  sont  quelconques.  Si  donc  les 
polynômes  donnés  ne  contiennent  que  x  etj,  Ai  et  B/  ne 
contiennent  que  la  variable  j,  leurs  coefficients  sont  égaux, 
ce  qui  veut  dire  que,  dans  les  polynômes  primitifs»  les 
coefficients  de  x^y  sont  égaux  quels  que  soient  i  et  y. 

Si  les  polynômes  donnés  contenaient  encore  z,  on  rai- 
sonnerait sur  Ai  et  sur  B/  comme  on  a  raisonné  sur  les 
polynômes  donnés,  et  l'on  verrait  que  dans  A/  et  B^  les 
coefficients  de  r^z^sont  égaux;  il  en  résulte  que,  dans  les 
polynômes  donnés,  les  coefficients  de  x'jJz''  sont  égaux, 
et  ainsi  de  suite.  t-  Q-  f.  d. 

Corollaire  III.  —  Pour  que  le  quotient  de  deux  polj- 

nômes  ^/n-^'"+ ^m-i-^ "^'  '  '"^^^  soit  un  nombre  indé- 

pendant  de  x,   il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  m  =  n  et 

En  effet,  en  appelant  q  le  quotient  indépendant  de  x,  on 
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doit  avoir,  quel  que  soit  x, 

zrr  bnqx''-^-  h,,_^qx"-'^  -h  .  .  .-h  b^q; 

pour  que  cette  formule  ait  lieu  quel  que  soit  x,  il  faut  et  il 
suffit  que  «0  =  ^/^o?  <^\  —  «yZ^i  ==r  .  .  .  ;   donc 


—  —  —  =  •...  C.    Q.    F.    D. 

^0        bi 


V.  —  DIVISION  DES  POLYNOMES  ENTIERS. 

Diviser  un  polynôme  par  un  autre,  c'est  cherclier  un 
polynôme  qui,  multiplié  par  le  second,  reproduit  identi- 
quement le  premier.  La  division  n'est  pas  toujours  pos- 
sible, mais  nous  allons  voir  comment  on  peut  l'effectuer 
quand  elle  est  possible. 

Proposons-nous  tout  d'abord  de  diviser  deux  monômes 
l'un  par  l'autre. 

Si  deux  monômes  renferment  les  mêmes  lettres,  leur 
quotient  se  simplifie  en  supprimant  des  facteurs  communs 
au  dividende  et  au  diviseur;  ainsi,  par  exemple,  propo- 
sons-nous de  diviser  8 a^^'*c2<i  par  — "ia^b^c^d^;  le  quo- 
tient 

~  '^a'^b^àcff' 

peut  s'écrire,  en  supprimant  au  dividende  et  au  diviseur 
quatre  fois  le  facteur  «,  trois  fois  le  facteur  è,  deux  fois  le; 
facteur  c,  une  fois  le  facteur  d^  etc., 

8^^ 


3cV/ 
D'une  manière  générale, /;o«7'  dwiser  un  monôme  par 
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un  nionônie,  il  faut  indiquer  la  division  et  supprimer 
tous  les  facteurs  communs  apparents;  si,  par  exemple, 
une  même  lettre  entre  au  dividende  et  au  diviseur,  elle 
doit  disparaître  dajis  celui  de  ces  deux  termes  oit  elle 
entre  avec  le  moindre  exposant,  et  dans  l'autre  terme  son 
exposant  doit  diminuer  d' autant  d'unités  quil  y  en  avait 
dans  V exposant  correspondant  au  premier  terme. 
Ceci  posé,  proposons-nous  de  diviser  le  polynôme 

P  r=:  .r^  —  5.r*  +  I O  x^  —  l  O.r-  -f-  5.r  —  a^ 

par  le  polynôme 

Ces  deux  polynômes  sont  entiers  en  x  ;  nous  supposerons  P 
divisible  par  Q,  nous  appellerons  V  le  quotient,  et  nous 
supposerons  ce  quotient  entier  et  ordonné  comme  P  et  Q  ; 
P  sera  le  produit  de  V  par  Q;  donc,  en  vertu  d'une  re- 
marque faite  (p.  38),  le  premier  terme  de  P  sera  le  produit 
du  premier  terme  de  V  par  le  premier  terme  de  Q,  donc 
le  premier  terme  de  V  sera  le  quotient  du  premier  terme 
de  P  par  le  premier  de  Q  ou  x'^  :  x^,  c'est-à-dire  x"^  : 


P  :=  .r-^  —  5  x'*  ■•+-  1 G ,; 


lOX 


X 


3.r2H-3.r— i=Q, 


2  .r  H-  I 


—  2.r*-l- 

7x3—     (^^.2_^5,^._i 

-i-2J7*  — 

6.r3-f-    6.r^  — 2.r 

-h 

^3_      3.^2  _^  3  ^_, 

— 

x^  +     3  ^^  —  3  .r  -h  I 

Si  alors  du  polynôme  P  on  retranche  le  produit  x"^  X  Q 
(que  nous  avons  écrit  changé  de  signe  immédiatement 
au-dessous  du  polynôme  P),  le  reste  (qui  se  trouve  inscrit 
au-dessous  du  produit  .r^Q  changé  de  signe)  ne  contien- 
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dra  plus  que  le  produit  des  termes  du  premier  degré  et 
du  terme  indépendant  de  x  dans  V  par  le  diviseur  Q  ;  en 
raisonnant  sur  ce  reste  comme  sur  le  polynôme  P,  on  est 
conduit  à  diviser  son  premier  terme  par  x^,  et  ainsi  de 
suite.  On  déduit  de  là  cette  règle  : 

RiîGLE.  —  Pour  dinser  deux  polynômes  entiers  et 
oj^donnés  de  la  même  m,aniere  l'un  par  V autre  :  \^  diviser 
le  prem,ier  term,e  du  dividende  par  le  premier  terme  du 
diviseur  ;  le  quotient  ainsi  trouvé  est  le  premier  ternie 
du  quotient  total;  2"  du  dividende  total  retrancher  le 
produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient;  on 
obtient  ainsi  un  premier  reste  sur  lequel  on  opère  comme 
sur  le  dividende  total;  on  obtient  alors  le  deuxième  terme 
du  quotient,  et  ainsi  de  suite. 

On  abrège  quelquefois  les  calculs.  D'abord  on  peut 
remarquer  qu'il  est  inutile  d'écrire  complètement  les  restes 
partiels;  on  peut  se  contenter  d'abaisser  le  seul  terme 
dont  on  va  avoir  besoin;  enfin  on  peut  éviter  aussi  d'écrire 
les  produits  du  diviseur  par  chaque  terme  du  quotient,  et 
faire  les  soustractions  de  tête  ainsi  qu'il  suit. 

Je  reprends  l'exemple  précédent;  j'ai  trouvé  x'^  pour 
premier  terme  du  quotient,  je  multiplie  alors  le  diviseur 
par  x^ ^  et  je  m'exprime  ainsi  :  -h  x^  par  h-  x"^  donne  -i-  x^, 
et,  pour  retrancher,  —  x^  \  ce  terme  détruit  le  terme  x^  du 
dividende  ;  -}-  x"^  par  —  3  x^  donne  —  3  x%  et,  pour  retran- 
cher, -h3x^  ;  ce  terme  se  réduit  avec  le  terme  — ^ x^  du 
dividende  et  donne  —  2  ^%  et  ainsi  de  suite. 

Nous  avons  supposé  que  le  quotient  était  un  polynôme 
entier  en  x\  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  en  suivant  le  procédé 
que  nous  venons  d'indiquer,  l'opération  ne  se  terminerait 
pas  ;  c'est-à-dire  qu'en  retranchant  du  dernier  reste  le  pro- 
duit du  diviseur  par  le  terme  du  quotient  indépendant 
de  X,  au  lieu  de  trouver  zéro,  on  trouverait  un  polynôme 

L.   —   Algèbre,  I.  4 
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de  degré  inférieur  au  diviseur.  En  désignant  par  R  ce 
polynôme,  on  aurait  évidemment 

P  r=  VQ  -I-  R. 

car  P  se  compose  identiquement  de  la  somme  des  produits 
de  chacun  des  termes  de  V  par  Q,  augmentée  de  R. 

De  là  on  conclut  évidemment  que,  si  le  polynôme  P 
n'est  pas  divisible  par  Q,  la  suite  des  calculs  le  montrera, 
puisque  l'on  devra  être  conduit  à  l'opération  qui  con- 
sisterait à  diviser  un  terme  du  polynôme  R  par  un  terme 
de  degré  plus  élevé  que  lui  :  le  polynôme  R  auquel  on 
est  ainsi  ramené  porte  le  nom  de  reste  de  la  division  de 
Ppa/Q. 

Cette  remarque  nous  permet  de  généraliser  la  définition 
de  la  division  des  polynômes,  et  nous  dirons  que  : 

Divise?'  un  polynôme  P  paj^  un  polynôme  Q,  c'est  dé- 
composer le  polynôme  dividende  P  en  deux  parties,  dont 
l'une  VQ  soit  le  produit  du  diviseur  Q  par  un  poly- 
nôme V  appelé  quotient,  et  dont  l'autre  paj^tie  soit  un 
polynôme  R  de  degré  inférieur  au  diviseur. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  la  division  ne  peut  se 
faire  que  d'une  seule  manière,  et  qu'il  n'est  pas  possible 
de  trouver  pour  V  et  R  des  valeurs  différentes  de  celles 
que  l'on  a  trouvées  par  la  méthode  précédente.  Supposons, 
en  effet,  que  l'on  puisse  trouver  par  des  procédés  diffé- 
rents, R  et  R'  étant  de  degrés  inférieurs  à  Q, 

P=zVQ-l-R     et     P=V'Q  +  R'; 

on  en  conclurait 

VQ-I-R  =  V'Q  +  R' 
ou 

(V— V')Q  =  R'  — R, 
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identité  impossible,  puisque  (V  —  V)Q  est  au  moins  de 
même  degré  que  Q,  tandis  que  R'  —  R  est  de  degré  infé- 
rieur à  Q,  à  moins  que  l'on  n'ait  V  —  V'=  o,  et  par  suite 
R  =.  R'. 

,  Théorème.  —  Le  reste  de  la  dwision  d'un  poljjiôme 
^par  X  —  a  est  égal  au  résultat  obtenu  en  remplaçant  dans 
ce  polynôme  x  par  a. 

En  effet,  soit  P  un  polynôme  entier  en  x,  divisons-le 
par  x  —  a,  soit  Q  le  quotient,  R  le  reste  ;  on  aura 

P  — Q(.r  — a)4-R. 

Cette  formule  ayant  lieu  quel  que  soit  x,  on  peut  y  faire 
a:  =  a;  on  a  alors,  en  observant  que  x  —  a  est  nul, 

P  =  R. 

Or,  le  reste  R  est  de  degré  inférieur  k  x  —  a\  il  ne  con- 
tient donc  pas  a:,  et,  par  suite,  il  est  égal  à  P  quand  x  =^  a\ 
en  d'autres  termes,  R  est  égal  à  la  valeur  que  prend  P  pour 

^  —  «.  G.  Q.  F.  D. 

Corollaire  I.  —  Le  reste  de  la  division  de  x"^ — a^ 
par  X  —  a  est  a^ — a^  ou  zéro;  x^ — a^  est  donc  divi- 
sible par  X  —  «,  ce  que  l'on  savait. 

Corollaire  II.  —  x^  -j-  a^^  est  divisible  par  x  -\-  a  quand 
m  est  impair,  ce  dont  on  s'assure  en  changeant  a  en  —  a. 

Corollaire  III.  —  x^ — a^  est  divisible  par  x  H- a 
quand  m  est  pair. 

Corollaire  IV.  —  Le  reste  de  la  division  d'un  polynôme 
par  x"^  -^  I  s'obtient  en  remplaçant  x^  par  —  i  dans  ce 
polynôme,  etc. 
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VI.  —  REMARQUES  RELATIVES  A  LA  THÉORIE  DE  LA  DIVISION. 

Première  remarque.  — Nous  avons  montré  comment  on 
pouvait  trouver  Je  quotient  de  deux  polynômes,  en  l'or- 
donnant suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable  ; 
mais  il  est  clair  qu'on  aurait  pu  l'ordonner  par  rapport  aux 
puissances  croissantes.  Ainsi,  le  terme  de  degré  le  moins 
élevé  du  quotient  est  égal  au  quotient  du  terme  de  degré 
le  moins  élevé  du  dividende  par  le  terme  du  degré  le  moins 
élevé  du  diviseur,  car  le  produit  du  diviseur  par  le  quo- 
tient doit  donner  le  dividende,  et,  d'après  le  théorème 
énoncé  p.  38,  le  produit  des  termes  du  degré  le  moins 
élevé  dans  le  quotient  et  le  diviseur  doit  donner  le  terme 
de  degré  le  moins  élevé  dans  le  dividende. 

Supposons  le  premier  terme  du  quotient  trouvé.  Si  du 
dividende  on  retranche  le  produit  du  premier  terme  du 
quotient  par  le  diviseur,  le  reste  ne  contiendra  plus  que  le 
produit  des  autres  termes  du  quotient  par  le  diviseur;  on 
trouvera  alors  le  second  terme  du  quotient  comme  on  a 
trouvé  le  premier,  en  considérant  le  reste  comme  un  nou- 
veau dividende,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  donner  un  exemple  de  cette  manière  de  procéder, 
divisons  i  —  x — ix'^ 


'  par 

i-\-x  : 

.T     — 

-   1X^ 

I  -f-  r 

2.r  — 

l  --  IX 

G 

o 

Nous  raisonnerons  comme  il  suit  :  i  divisé  par  i  donne  i 
au  quotient;  en  multipliant  le  diviseur  i  -\-  x  par  i  et  en 
le  retranchant  du  dividende,  on  trouve  —  2X  —  ^x^  qui, 
divisé  par  i  -h  x,  donne  le  second  terme  du  quotient  —  ix. 
Le  quotient  est  donc  i  —  ix. 

Deuxième  remarque.  — Je  suppose  que  Ton  donne  deux 
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polynômes  U  et  V  entiers  en  x,  que  nous  appellerons  divi- 
dende et  diviseur,  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  x  ;  divisons  le  premier  terme  du  dividende 
par  le  premier  terme  du  diviseur;  soit  a  le  premier  terme 

du  quotient,  qui  pourra  être  de  la  forme  —  ou  Kx^*,  sui- 
vant que  le  degré  m  de  U  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que 
le  degré  72  de  V;  de  U  retranchons  le  produit  aV,  nous 
aurons  un  reste  U';  divisons  le  premier  terme  de  U' par  le 
premier  terme  de  V;  soit  b  le  quotient;  de  U' retranchons 
bY ,  soit  U^'  le  reste,  et  ainsi  de  suite  ;  nous  aurons  identi- 
quement 

et  par  suite 

(l)  U:rz:(«-}-  ^,  +  ...+/)  V  -|- U^'^. 

Maintenant,  si  l'on  considère  un  polynôme  contenant,  outre 
des  termes  de  la  forme  R^"*,  où  K  est  indépendant  de  x, 

des  termes  de  la  forme  -  -,  on  pourra  dire  qu'un  polynôme 

est  de  degré  — m  s'il  ne  contient  que  des  termes  de  la 

forme  —  et  si  la  moins  forte  puissance  de  -  est  m. 

Ceci  posé,  a  est  de  degré  m  —  n,b  est  de  degré  in — Ji — i, 
c  de  degré  m  —  n  —  2,  .  .  .  :  U'  est  de  degré  n  —  i  au  plus, 
U''  de  degré  n — 2  au  plus,  ....  Donc  la  formule  (  i  )  montre 
que,  étant  donnés  deux  polynômes  U  et  V  de  degrés  m  et 
n,  il  est  toujours  possible  de  décomposer  U  en  deux  par- 
ties dont  l'une  soit  le  produit  de  V  par  un  certain  polj- 
nônie  Q  de  degré  m  —  n  ayant  v  termes  de  la  forme  Rx'* 

ou  —  5  et  dont  l'autre  soit  un  polynôme  de  degré  n  —  v 

au  plus. 
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Troisième  remarque.  —  Si  l'on  ordonne  les  polynômes  U 
et  V  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  on  pourra 
de  U  retrancher  le  produit  de  V  par  le  quotient  a  du  pre- 
mier terme  de  U  par  le  premier  terme  de  V,  .  .  . ,  comme 
si  l'on  voulait  diviser  U  par  V,  et  continuer  ainsi  l'opération 
indéfiniment.  On  voit  que  l'on  aura  ainsi 

U  —  QV  4-  Uv 

Si,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  le  premier 
terme  de  U  de  degré  /?,  le  premier  terme  de  V  de  degré  q, 
Q  sera  composé  de  v  termes  et  son  dernier  terme  sera  de 
degré  /?  4-  v  au  moins. 

Exemples.  —  En  divisant  i  par  i  —  ^,  on  trouve 

I  _  (x  -^x)(  I  -\-  X  -  372  _4_  a^iî  _u  .  .  .  +  a;"  )  -4-  x"^  ^ 

si  l'on   ordonne  le  quotient  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  x.  Dans  le  cas  contraire,  on  a 

On  conclut  de  ces  deux  formules 


rzr  1  H-  X  H-  ^^  -h  ...  +0;" 


X  1  —  X 


I         I 


X         x'  x"         X"[\'~X] 

Ces  formules  sont  souvent  utiles. 

VII.   —  MÉTHODE  DES  COEFFICIENTS  INDÉTERMINÉS. 

Dans  un  grand  nombre  de  questions  d'Algèbre,  on  a  à 
chercher  un  polynôme  de  forme  donnée,  mais  dans  lequel 
certains  coefficients  sont  inconnus;  la  connaissance  des 


CFIAPITRE    III.  55 

propriétés  du  polynôme  en  question  peuvent  alors  servir 
à  déterminer  ces  coefficients.  La  méthode  qui  a  pour  but 
de  trouver  ainsi  les  coefficients  d'un  polynôme  dont  les 
propriétés  soiit  connues  porte  le  nom  de  méthode  des 
coefficients  indéterminés  (il  serait  mieux  de  dire  à  déter- 
m.iner^.  Celte  méthode  est  une  des  plus  fécondes  que  l'on 
connaisse;  elle  est  d'ailleurs  susceptible  d'une  grande 
extension;  nous  la  devons  à  Descartes. 

Pour  faire  connaître  l'esprit  de  la  méthode,  nous  l'ap- 
pliquerons ici  à  un  seul  exemple,  parce  que  nous  aurons 
souvent  l'occasion  de  l'employer  dans  la  suite  de  cet  Ou- 
vrage. Proposons-nous  de  diviser  x^ — Sx^H-yx  —  i  par 
x'^ — 3x  +  i.  Le  quotient  est  un  polynôme  inconnu  du 
second  degré,  le  reste  est  du  premier  degré.  On  peut  donc 
représenter  le  quotient  par  ax^H-  hx  -h  c  et  le  reste  par 
px-\-  q\  a,  b,  c,  p,  q  sont  alors  des  coefficients  à  déter- 
miner ou  indéterminés.  Mais  on  sait  que  le  dividende 
d'une  division  est  égal  au  produit  du  diviseur  par  le  quo- 
tient augmenté  du  reste  ;  donc  on  doit  avoir 

x'* —  8.r"-f-  '^x  —  I  =(<2^^  -\-b.r-+-c][x'^  —  Zx-{-i]-^px-\-q 

identiquement;  le  second  membre  effectué  donne 

ax'*-\-[h —  ^a]x'^-^[a  —  Z  b -\- c]  x'^  -{- [h  —  Zc-{-  p)x-\-c ->rq. 

Gomme  il  doit  être  identique  au  premier,  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  de  x  doivent  être  égaux;  on  doit 
donc  avoir 

Iz=ra,  Oz=b  —  3<^,  — ^z=a  —  Zb-i-c,  <^z=zb — Zc-\-p^  — l=::C-{-q, 

De  la  première  de  ces  formules  on  tire 

de  la  deuxième 

o=^  —  3     ou     ^  =  3, 
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de  la  troisième 

—  8  =:  I  —  9  -J-  ^     ou.     c  =  0^ 
de  la  quatrième 

rj  =  3  -h  p     ou    p  =  i, 
de  la  cinquième 

—  l  =  q      ou      q  =1  —  s. 

Le  quotient  cherché  est  donc 

x^  H-  3  X, 
et  le  reste 

^x I  , 

et  il  est  clair  que  Ton  pourrait  employer  la  même  méthode 
pour  faire  une  division  quelconque. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

j .  ^3  _^_  ^3  _|-  c3  —  3  <7Z^c  est  divisible  par  «  -+-  /^  -^  c  ;  former  le  quo- 
tient. 

2.  fl/w _^  ^w  H-  c"'^  —  {a-\-  b  -h  c)'^  est  divisible  par 

{a~^  b)(b  -^-c'){a-i-c) 
quand  m  est  impair;  former  le  quotient. 

3.  A  quelle  condition  x^—i  est-il  divisible  par  ,r«— i  [m  doit 
être  multiple  de  w)? 

4.  Tout  polynôme  entier  en  x  et  j  qui  change  de  signe  sans  chan- 
ger de  valeur  absolue  quand  on  change  x  en  jr  et  jr  en  x  est  divisible 
par  X  —y. 

5.  Un  polynôme  entier  en  x  et  j  qui  ne  change  pas  de  valeur  quand 
on  change  x  en  /  et  j  en  x  et  qui  est  divisible  par  x  —  j  l'est  aussi 
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6.  Prouver  que  x"^  sin  o  —  r"^-Kv  sin  m  'f  h-  r"^  sin  {m  —  i)  cp  est 
divisible  par  x^—  irx  cos  f  -h-r^.  (En  partant  de  là,  Gauss  prouve 
que  tout  polynôme  est  décomposable  en  facteurs  simples  du  premier 
et  du  second  degré.) 

Voici  quelques  exercices  sur  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés, 

7.  Démontrer  la  formule 

(1  -f-  ax)  [i  -h  a^x)  (i  -h-  a^x)  . . .  (i  -+-  a"'x) 
a'i^i  i^an-i—-i)[a^-  i) 

a  —  i  {a^—i)[a  —  i) 

Pour  faire  la  démonstration,  on  posera 

[i^nx){i-+  û^x]...{i  -ha^^x)  =T-f-Ai.r-+- A2x2-H...-+-A„.r"=P:p; 

I  -•—  rt'^^'"'  X 

on  observera  ensuite  que  ?ax  =  ^^x — • 

^  I  -4-  (IX 

8.  Conclure  de  là  que  [x^—i]  (.r«--i  —  i) . . .  (x«-'  *-i  —  i)  est  divi- 
sible par  [x  —  \)[x'^  —  \) . .  .[x^  —\). 

9.  Développer,  à  l'aide  d'un  artifice  analogue  à  celui  de  l'exercice?, 
le  produit 

(i  H-  ax)  (i  -H  a'^x)  [i-{-a^x)  . .  .  (i  h-w^w+i^-]. 

10.  On  a 

14    Pour  que 

A-4-B.r^C7+Ds 

A'h-  B'.r  -f-  C'rH-  D's 

conserve  la  même  valeur  quels  que  soient  x,  j,  z,  il  faut  et  il  suffît  que 

A  _  B       CD 

A'~B'"C'"D'* 

12.  En  général,  pour  que  le  rapport  de  deux  polynômes  entiers  en 
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X,  jr,  2, . . .  ne  dépende  pas  de  j:,  j,  z, . . . ,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  po- 
lynômes aient  leurs  coefficients  proportionnels. 

J3.  On  a 

.   /  i\  I       /.r«— i\2 

^  \  xj  a;»-i  \  a-  — I  y 

14.  Prouver  que 

(cosa  +  arsina)"»  —  cos/wa  —  ^sinwa 

est  divisible  par  i  -^  ^2.  (Il  est  bien  entendu  que  les  exercices  que 
nous  proposons  doivent  être  résolus  avec  le  seul  secours  des  matières 
exposées  précédemment,  et  non  à  l'aide  de  celles  qui  sont  exposées 
dans  la  suite.  ) 

15.  (x  ^- j)'"—  ^'«— r'"  est  divisible  par  x^-h  xf  -f-j^  quand  m 
est  impair  et  ne  contient  pas  3  en  facteur.  (  Cauchy.  ) 
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CHAPITRE  IV. 

THÉORIE  DES  RADICAUX  ARITHMÉTIQUES. 


I.   —  DÉFINITIONS. 

On  appelle  puissance  n}^"^^  de  A,  comme  on  sait,  le  pro- 
duit de  n  facteurs  égaux  à  A. 

On  appelle  racine  n'^"^""  de  A  un  nombre  qui,  élevé  à  la 
puissance  n,  reproduit  A;  cette  racine  se  désigne  par  le 
symbole  suivant,  appelé  radical, 


où  n  désigne  ce  que  l'on  appelle  Vindice  du  radical. 

Si  le  nombre  A  est  positif  et  s'il  n'existe  pas  de  nombre 
entier  ou  fractionnaire  dont  la  puissance  /i'^™®  soit  A,  on 
appellera  racine  n^^"^^  de  A  la  limite  vers  laquelle  tendent 
les  fractions  croissantes  dont  la  7^'*"^®  puissance  est  infé- 
rieure à  A,  ou  décroissantes  dont  la  n^^^"^  puissance  est 
supérieure  à  A. 

D'après  ces  conventions,  tout  nombre  positif  aura  une 
racine  /z'^"°  positive,  et  une  seule  ;  de  plus,  il  aura  une 
racine  négative  égale  et  de  signe  contraire  à  sa  racine  po- 
sitive si  n  est  pair. 

Les  racines  d'ordre  pair  des  nombres  négatifs  n'existent 
pas  ;  enfin  les  nombres  négatifs  ont  une  racine  d'ordre  im- 
pair négative. 

Ces  théorèmes  sont  trop  faciles  à  démontrer  pour  qu'il 
soit  nécessaire  de  nous  j  arrêter  plus  longtemps. 
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On  effectue  sur  les  radicaux  des  opérations  qui  ont 
beaucoup  d'analogie  avec  celles  que  l'on  effectue  sur  les 
fractions;  nous  allons  les  passer  successivement  en  revue. 
Nous  supposerons  toujours  les  quantités  placées  sous  les 
radicaux  positives;  enfin  nous  ne  considérerons  que  la  va- 
leur positive  des  radicaux,  en  un  mot  leur  valeur  arith- 
métique. 

II.   —  RÉDUCTION  DES  RADICAUX  AU  MÊME  INDICE. 

Théorème  I.  —  Lorsque  l'on  multiplie  par  un  certain 
nombre  l'indice  d'un  radical,  on  en  extrait  la  racine 
dont  l'indice  est  égal  à  ce  nombre. 


Considérons  le  radical 


<ni- 

\la. 


Multiplions  son  indice  par  n^  il  devient 


riin,-~ 
y/ et. 


Or,  le  produit  de  mn  facteurs  égaux  a  Va  est  égal  a  a; 
donc  le  produit  de  n  facteurs  égaux  à  '"Va  donne  un  nombre 
qui,  pris  m  fois  comme  facteur,  reproduit  a  :  ce  nombre 
est  donc  "Va.  On  a  donc 

iniii~         n,,in,~ 
sj  n  z=.  y  s^  a. 

Théorème  II.  —  Lorsque  Von  divise  l'indice  d'un  ra- 
dical par  un  de  ses  sous-multiples,  il  se  trouve  élevé  à 
une  puissance  dont  l'exposant  est  égal  à  ce  sous-multiple. 

Théorème  III.  —  Lorsque  l'on  élève  la  quantité  placée 
sous  un  radical  à  une  certaine  puissance,  le  radical  se 
trouve  élevé  à  cette  puissance. 


I 
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En  effet,  considérons  le  radical 

Si  l'on  élève  ce  radical  à  la  puissance  m,  on  trouve  a^', 
tandis  que  "\/a  élevé  à  la  puissance  m  ne  donne  que  a.  Mais 
le  produit  de  n  facteurs  égaux  à  "Va  élevé  à  la  puissance  m 
donnera  a;  ainsi  donc  Ç^aY  et  ^a"  sont  deux  nombres 
(^positifs  par  hypothèse)  qui,  élevés  à  la  puissance  /?z,  de- 
viennent égaux.  Ce  sont  donc  les  racines  /yz^^^^s  (j'y^  même 
nombre;  ce  sont  donc  deux  quantités  égales  ;   donc  enfin 

/m/~\n         m/ — - 

(  \/a)    =   \/a".  c.    Q.    F.    D. 

Remarque.  —  Il  est  bien  entendu,  comme  nous  l'avons 
dit  en  commençant  cette  théorie,  qu'il  ne  s'agit  ici  que  de 
nombres  positifs;  ainsi,  il  est  bien  clair  que  l'on  n'a  pas 

si  l'on  prend  les  radicaux  négativement. 

Théouème  IV.  —  Lorsque  Von  multiplie  V indice  cV un 
radical  par  un  certain  nombre  et  que  V  on  élevé  la  quan- 
tité placée  sous  le  radical  à  une  puissance  dont  l'exposant 
est  marqué  par  ce  nombre,  le  radical  ne  change  pas  de 
valeur. 

De  là  un  moyen  de  comparer  deux  radicaux.  Pour  y 
parvenir,  on  les  réduit  au  même  indice  en  multipliant  l'in- 
dice de  chacun  d'eux  par  l'indice  de  l'autre  et  en  élevant 
la  quantité  placée  sous  chaque  radical  à  une  puissance  dont 
l'exposant  est  égal  à  l'indice  de  l'autre  radical. 

S'agit-il,  par  exemple,  de  trouver  le  plus  grand  des  deux 
nombres 

5.7  7  TT 

v4'     ^  ^' 
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on  réduira  les  radicaux  au  même  indice,  et  l'on  aura 

m.   —  MULTIPLICATION  £T  DIVISION  DES  RADICAUX. 
Théorème  I.  —  On  a 

V^AX   V/B=   V^A.B. 

En  effet,  élevons  le  premier  membre  de  cette  égalité  à 
la  puissance  m,  il  faudra  faire  le  produit  de  m  facteurs 
égaux  à  Va  et  de  m  facteurs  égaux  à  /B,  on  obtiendra 
ainsi  AB;  donc  le  premier  membre  de  l'égalité  est  bien 
égal  à  la  racine  m*^™®  de  AB,  c'est-à-dire  au  second. 

Cette  démonstration  s'applique  évidemment  à  un  nombre 
quelconque  de  facteurs,  et  l'on  en  déduit,  ce  que  nous  sa- 
vions déjà, 

Théorème  II.  —  On  a 

En  effet,  en  multipliant  VA  :  B  par  VB,  on  trouve  VA. 

Lorsque  l'on  veut  faire  le  produit  ou  le  quotient  de 
deux  radicaux  qui  n'ont  pas  le  même  indice,  on  com- 
mence par  les  réduire  au  même  indice,  après  quoi  l'opé- 
ration n'offre  plus  la  moindre  difficulté. 

Théorème  III.  —  Si  l'on  a  une  suite  de  rapports  égaux 


(0 

on  a  encore 


a a   a 
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En  effet,  des  formules  (i)  on  tire 

^n  __a"'  _  a""-  _ 

;^  —  p7i  —  ^  —  •  •  •  ' 

et  par  suite  (p.  82) 


c'est-à-dire 


hn         ^«_|_  ^'«^  ^"«  _|_  _  ^ 


a  _\l a'' -\- a"' ^  a" '' -{-  .  . 

1)  ~  '^^«^_^'«_^rp//^_|_.. 


C.  Q.  F.  D. 


IV.  —  FORMULE  DU  BINOME. 

La  formule  du  binôme  a  pour  but  de  faire  connaître  le 
développement  de  (x  -f-  «)"  en  polynôme  ordonné  suivant 
les  puissances  de  x.  Il  est  bien  évident  que  [x  -f-  a)"  est 
un  polynôme  en  x  du  degré  n  ;  on  peut  donc  poser 

(i)      [x-^aY=z  k^x'^  -f-  A„,i^«-i  -I-  K-.^a:^-'-  4-  .  .  .  -f-  Ao, 

A„,  A„_i,.  .  . ,  Ao  étant  des  coefficients  indéterminés.  Si 
dans  cette  formule  on  change  x  en  z,  il  vient 

(z  -+-  aY:=k^z^+h^^,z^-'^  .  .  .  4- Ao. 

Si  l'on  retranche  l'une  de  l'autre  ces  deux  égalités,  on 
trouve 

(^H-  «)"—  (z  -f-«)" 

:=r  A„  (^«  —  z'^)  -h  A„_i  (jc'^-i  —  z«-*  )  +  .  .  .  H-  Al  (jc  —  z). 

I 

I     Or  on  a 

(.r-l-  «)  —  [z  -^  a]z=:  X  —  z. 
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Divisant  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  on  trouve 

(p.  4o) 

(^  _,_  a]"-'  -\-[z  +  a][x-V-  rz)''-2-f-  ...  -f-  (3  4-  «)"-^ 
1=  A„  (.r«-i  H-  zx"-2  -i-  .  .  .  -f-  z"-^  ) 

+  A„_,  (.r"-'  -f-  3^"-'  +  .  .  •  H-z"-'-;  +  .  .  .  -f  A,. 

Cette  égalité  a  lieu  en  laissant  x  fixe  pour  toutes  les  va- 
leurs possibles  de  z,  excepté  peut-être  pour  z  =  x,  car 
nos  calculs  n'offrent  aucun  sens  dans  ce  cas.  Néanmoins, 
comme  les  deux  membres  sont  deux  polynômes  entiers 
en  z,  égaux  pour  plus  de  valeurs  de  z  qu'il  n'y  a  d'unités 
dans  leurs  degrés,  ils  sont  égaux  quel  que  soit  z,  et  en 
particulier  pour  2^  =  j:.  Si  l'on  fait  alors  z  —  x,  on  trouve 

,,  f,c  4.  rt)«-i^  «A„.r"-i  -f-  [n  -  i)  A„_i.r"-2H-  ...  H-  A,. 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  formule  para:-hrt, 
nous  trouvons 

,,^^.4_^)«^^r;7A„.r«  +  [(/^-I)A„_l+/mA„].r"-l+    ..-f-Airz. 

Or,   en  multipliant  par  n  les  deux  membres  de   (i),  on 
trouve 

Or   les    deux   développements  que   nous   trouvons    pour 
ni^x-^aY  doivent  être  identiques;  on  a  donc  (p.  44) 

nkr,:=nkn.      /^ A„_i=  (//  -  1)  A„_i'+  //«A„,       .  •  ., 

ou 

n  n  —  I      , 

A,,  =  A,„       An-i=^-(lk,n       A,,_2--:-- --rtA,,-i,        •."« 

La   loi   suivant  laquelle   procèdent  ces    égalités   est   évi- 
dente, et,  quand  on  connaîtra  A;,,  on  calculera  successive- 
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ment  A„_,,  A//__2  7  •  •  •,  el  l'on  aura 

I  1.2  ' 

A.-3^  — iT^rs "^^^- 


.         _  Ai(/i  — i)(n  — 2)..  .(^  — a-4- i) 


J .2. j. . ,a 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (i),  il  vient 


{X-^-  a)"-  r-r    \n 


n  ,       m  n  —  i) 

I  1.2 

n(/i  — Of/i— 2),../'n  — a-h  i) 

H- a^x'i-y. 

1 .2.3. . .a 


fi« 


Cette  formule  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  œ^  on  peu!, 
supposer  ^  =  o  :  il  vient  alors 

a''  =--  A.  a'î, 
c'esL-à-dire  A,,  r-:  i  ;  d'où  l'on  conclut  finalement 

^  n  n  (  n  —  i  ) 

I  1.2 

/i(n  — i)(n— 2)...(n  — a-4-i) 
Telle  est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

V.  —  PUISSANCE  71'"^^°  D'UN  POLYNOME. 

Lorsque,  dans  un  polynôme,  tous  les  termes  se  forment 
d'après  une  même  loi,  c'est-à-dire  en  attribuant  dans  un 
même  terme  et  à  une  même  lettre  les  valeurs  entières 
successives  m,  w  +  i,  m  4-  2,  ■  .  . ,  m',  on  le  représente  à 
l'aide    d'une    notation   abrégée    qui    consiste   à    placer    le 

5 
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terme  qui  sert  à  former  tous  les  autres  après  la  lettre 
grecque  N]>  au-dessus  et  au-dessous  de  laquelle  on  écrit 
m  et  m  \  ainsi  | 

n  =  ?n 

représentera  la  quantité 

et  on  lira  somme  ou  sigma  de  n=^  m  jusqu'à  n^=^  m' 
de  a«-  La  formule  du  binôme,  en  faisant  usage  de  la  nota- 
tion en  question,  pourra  s'écrire 

a  =  « 

V^  n(Ai  —  \)...{n  —  a-hi)     „    „  „ 
{^x^aY  =  xr^-\-2^— rVsTTa "  ^^       • 

On  se  sert  aussi  de  la  notation  abrégée 

n  —  m' 
n=zm 

pour  désigner  le  produit  a//irt,«+i  «oj+o*  •  -^m]  de  sorte  que 
la  formule  du  binôme  peut  encore  s'écrire 

n  —  (X-4-  1 


{X -\- ay  =  xn  ^^Y[_ 


Proposons-nous  actuellement  de  trouver  le  développe- 
ment de  (a  -h  6  -t-  c  -t-  .  .  .  )''  ;  ^a^s  la  formule  du  binôme, 
le  terme  général 

n(  n  -  i)(  n  -  2).  •  •_(_^-ziL±-L)  a^^«-* 
1  .  '2 . 3 ...  a 
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peu  t  s'écrire,  en  multipliant  et  en  divisant  par  1.2.3...  (n — a), 

1.2.3.  .  .  a.  1 .2.3.  .  .{n  —  a) 

Si  alors  nous  changeons  .r  en  ^  4-  6,  ce  terme  deviendra 

1.2.3...^ 
1.2.3. . .  a. 1.2. 3. .  .(/i  —  a) 

c'est-à-dire 

^  =  n 

^  1 .2.3. .  .  n 

^r.2.3.  ..a.i.2.3...(/i  —  a) 


a^{x-^bY-^, 


X 


.2.3. . .  (n  —  a)  o    „   «  o 


.2.3...3.i.2.3...(/i— a— 1^) 


En  convenant  de  remplacer   i.2.3...p  par   i   quand  on 
fait  P  =  o,  cette  formule  peut  encore  s'écrire 


r.2.3.../i  ,0  o 


^  1.2.3..  .  a.i.2.3...  ^.1.2.3.  .  .(71—  a  — P) 

et  la  quantité  écrite  sous  le  signe  \  représente  le  terme 

général  du  développement  de  (a  h-  Z>  -+-  xy  ;  si  nous  chan- 
geons alors  X  en  ^  -T-  c,  et  ainsi  de  suite,  il  est  facile  de 
voir  que  l'on  arrive  à  la  formule  générale 

{a-\-b-\-c-\-...+  lY 

•^r\  1.2.3..  .71  ,0  ^ 

^i.2.3...a.i.2.3...13.i.2.3...Y...i.2.3...X 

le  signe  ^s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  a,  [^,  y,  ...,  X, 

telles  que  a+p  +  Y-^'--  +  ^^=='  '^  ^^  convenant  tou- 
jours de  remplacer  1.2, 3.  .  .m  par  i  toutes  les  fois  que 
l'on  a  m  =  o. 

5. 
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VI.  —  RACINES  DES  POLYNOMES. 
On  dit  qu'un  polynôme  entier  par  rapport  à  x 

P  =r  an  x^  +  «/j-1  ^"~*  -f- . . .  +  «0 

est  une  puissance  m^'""^  parfaite,  lorsqu'il  existe  un  poly- 
nôme 

entier  qui,  élevé  à  la  puissance  m,  reproduit  P,  quel  que 

soit  X. 

Proposons-nous  de  reconnaître  si  un  polynôme  est  une 
puissance  m*-^'"^  parfaite,  et  dans  ce  cas  cherchons  sa  ra- 
cine. Considérons  le  polynôme 

V  —  anoc"^-^  <^n-\  -^""^  -H ...  H-  «0  ; 
si  sa  racine  m^^"^  existe,  désignons-la  par 
Q  =  ^»,-^' -f- 6/_,  ^'-^ -f- .  . . -H  6o. 

Appliquons  au  polynôme  Q  la  formule  que  nous  avons 
démontrée  au  paragraphe  précédent,  nous  aurons 

ou  bien 

En  identifiant  les  polynômes  P  et  Q'",  on  trouve 

De  la  première  de  ces  formules  on  conclut  que  : 
jo  rni^noMi^-'.  donc  n  doit  être  divisible  par  m; 
supposons  qu'il  en  soit  ainsi; 
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2°  bi  est  la  racine  m'""'''  de  an- 
De  la  seconde  formule  on  lire 


h      —  --  ^'i~l  —  —  ^^-  h- 


m  6^ 
ou 

I       iï,2_l     , 

6/.-1  —  bi. 

m    a,i 

Supposons  que  l'on  ait  calculé  bi  et  6,_i  ;  du  polynôme  P 
on  retranchera  (^/jc'-j-  6/_,  ^'"^  )'";  le  reste  sera  compose 
comme  il  suit  : 

m{biX^  -\-  Z>/_-ia7'-i)'"-H^/-2-37'-2  +  .  .  ._!-  60)  +  . .  .. 

Or,  dans  celte  expression,  le  terme  du  degré  le  plus  élevé 
est 

en  l'égalant  au   terme  du  degré  le  plus  élevé  dans  le  ré- 
sultat trouvé  directement  et  que  nous  désignerons  par  c, 

on  trouve 

c 


6z-2  — 


mb'l'  bi-t 


Connaissant  6/_2,  on  retranchera  du  polynôme  P  la  quan- 
tité 

{bix^  -h  6/_i  xi-^  +  hi-^xi-'^Y, 

et  l'on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  tombe  sur  un 
reste  nul  ou  sur  une  soustraction  impossible  à  effectuer. 

VII.   —  CAS  DE  LA  RACINE  CARRÉE. 

Le  cas  de  la  racine  carrée  étant  le  plus   simple,   nous 
nous  y  arrêterons  un  instant,  et  d'abord  nous  ferons  obser- 
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ver  que  l'on  a 

{a-\-b^c-^...-^iy 

=  a-  -r-  'lab  -\-  2 ac  -r ...-{-  b-  -+- 1  bc  -^ ...-+-  c^ -\- ...-{-  l'^ . 

Celte  formule  s'obtient  en  faisant  n  =  2  dans  la  formule  (i  > 
(p.  67)  ou  bien  encore  directement,  en  observant  que 

(a-¥-  bf-  =  a2-i-  o.ab  -f-  Z>2, 
(a -4-  ^> -+- c)2  =  a2 -t- 2( 6 -f-  c)a -+- (  6 -+-  c)2 

=  a^  -4-  7.ab  -^  lac  -y-  b"^  -\-  -ibc  -4-  c-, 

Le  carré  d'un  polynôme  se  compose  donc,  comme  on  voit, 
de  la  somme  des  carrés  de  ses  termes  et  de  leurs  doubles 
produits. 

Ceci  posé,  proposons-nous  d'extraire  la  racine  carrée 
du  polynôme 

P  =  a„  a7«  -I-  an-i  x^-  '  -H  a„_2  a7«-2  -h ...  -h  a©. 
Si  nous  désignons  par 

Q  =  bixi-^  bi-iX^-'^-h. ..-}-  bo 
la  racine,  nous  trouverons,  comme  tout  à  l'heure, 

Oi=\/an,     bi-i=--j^' 

Nous  retrancherons  de  P  la  quantité  (bix^  -]-  bi_^x'~*y; 
nous  obtiendrons  enfin  ^/„2  comme  tout  à  l'heure;  mais, 
au  lieu  de  retrancher  de  P  le  carré  de 

biX'  H-  bi-ix'-^  -h  bi-<îCC^-^, 

nous  nous  contenterons  de  retrancher  du  premier  reste 
que  nous  avons  obtenu  la  quantité 

ibi-iXi-^{biX^  -f-  bi-i  :r'-»  )  +  bj_^  {x'-^)\ 
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et  ainsi  de  suite.  Une  simplification  analogue  pourrait  sans 
doute  être  apportée  dans  le  calcul  de  la  racine  m^'™^,  mais 
les  calculs  exigeraient  une  grande  attention  de  la  part  de 
celui  qui  se  livrerait  à  ce  genre  de  spéculations. 

VIII.    —  REMARaUES. 

Nous  avons  supposé  que  les  polynômes  dont  nous 
cherchions  les  racines  étaient  ordonnés  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  d'une  même  lettre;  l'hypothèse 
contraire  aurait  pu  être  adoptée;  elle  conduit  à  cette  con- 
clusion : 

L'exposant  du  terme  du  degré  le  moins  élevé  d'une  puis- 
sance n'  "^  exacte  doit  être  zéro,  n  ou  un  multiple  de  n. 

Il  est  souvent  avantageux  de  modifier  la  marche  que 
nous  avons  suivie  ainsi  qu'il  suit  : 

On  développe  l'expression  Q«  par  la  formule  de  la 
page  67;  on  identifie  ensuite  le  polynôme  P  avec  le  déve- 
loppement de  Q".  On  a  ainsi  des  égalités  qui  permettent, 
à  l'aide  de  procédés  que  nous  étudierons  plus  loin,  de  dé- 
terminer bo^  bi,  .  .  . ,  bi. 

Application.  —   Trouver  la  condition  pour  que 

ax'^-\-  bx  -\-  c  —  V 

soit  un  carré  parfait. 

L'expression  précédente  ne  peut  être  que  le  carré  d'un 
polynôme  du  premier  degré.  Posons  alors 

arr2-i-  h X  -\-  c  =  {mx  -^  ny- 

ou  bien 

ax'^-^hx-\- c^nx^x'^^imnx -^  rC-', 

on  en  déduit 
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De  ces  formules  on  tire  sans  clifficiilté 

Cette  relation  est  donc  nécessaire  pour  que  le  polynôme  P 
soit  un  carré  parfait  :  elle  est  suffisante.  En  efï'et,  alors 
on  a 

P  =  a  37-  H-  2  -sj acx  -4-  c 

ou 

p  =  {^\J af  x^-  -4-  2  \l a  \'cx  4-(v/c)' 
ou 

p  =  {\/ax  '\-  S/^Y' 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Si  l'on  a 

a  _  a        a"  _^ 

b  ^  h'  "   l"  ' 

chacun  de  ces  rapports  sera  égal  à  l'un  quelconque  des  suivanls 

%''îj>ïZ^b''i^b''~'''-^.T.  '      \'hb''      '■ijVb'b'' 

2.  Si  l'on  a 

^ï  _  ^  —  Z^-5  — 

b;  ~  b;  "^  B3  "■**' 

on  aura 


=  v/(  Bi  -f-  B2  -^  B3  -+-...  )(^i  -^  l^ï-^  b;-\~...}. 
Déduire  de  là  la  mesure  du  tronc  de  pyramide  en  le  décomposant  en 
troncs  triangulaires. 

3.  Désignons  par  inij  =  laji  le  coefficient  de  .r/.ry  dans  un  poly- 
nôme du  second  degré  P;  ce  polynôme  pourra  s'écrire 

F   =:  iQijXiXj 
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(ainsi,  pour  le  cas  de  deux  variables, 

'latjXiXj  =  rtiiX^H-  2^12 ^i.r2  +  «'22.^!). 

Démontrer  que,  pour  que  le  polynôme  P  soit  un  carré  parfait,  il  faut 
que,  quels  que  soient  i  et  y,  on  ait 

afj=  aaajj. 

Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante,  il  faut  y  adjoindre  certaines 
inégalités;  ainsi 

X2  -1- j2  _|_  ^2  —  2J2  1XZ  —  1XJ 

n'est  pas  un  carré. 

4.  Prouver  que  l'on  a 

—  (^2  ._^  j2  _|_  22  —  2J2  —  1XZ  —  ixy) 
-=  (  A  —  V6' -^ /2)(—  /x  4-  /x  +  /^) 

5.  Trouver  la  condition  pour  que  x'^  -^px^-^qx^r  soit  un  cube 
parfait. 

6.  Prouver  que  l'on  a 

(rt  -+-  Z*  +  C+.  .  .-I-  /)3 

-h  6  ( abc  +  abd  +  bdc  -h .  .  .  ). 

7.  Appliquer  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  à  l'extraction 
de  la  racine  carrée  d'un  polynôme,  par  exemple 

x^  —  l'ix^  H-  6ox^  —  i6o.r3  +  24o.r2  _  192^  -h  G4. 

8.  Démontrer  que  tout  polynôme  P  de  degré  pair  im  est  de  la 
forme 

P-IPh^K, 

II  désignant  un  polynôme  de  degré  m  et  K  un  polynôme  de  degré 
m  ~i  au  plus.  (Généraliser.) 

9.  Trouver  la  condition  pour  que  x^-^px'^  -^  qx  -1-  r  soit  divisible 
par  un  carré. 
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10.  Trouver  la  condition  qui  doit  exister  entre  les  coefficients/?,  g,  r 
pour  que  x^-^px'*  +  qx^  +  r  soit  un  carré  parfait. 

11.  Montrer  comment,  en  suivant  un  procédé  analogue  à  celui  que 
l'on  suit  pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre,  on  pourrait 
extraire  la  racine  cinquième  d'un  nombre  donné. 

12.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  p,  7,  r,  s  pour 

que 

x'*  -\-  4/?x3  -f-  Çiqx'  -\-  ^px  -^  s 

soit  un  carré  parfait.  (On  traitera  cette  question  soit  par  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés,  soit  en  exprimant  que  le  reste  provenant 
de  l'extraction  de  la  racine  carrée  est  nul.) 

13.  Soient  «,Z;,  c,  ...,  A,  B,  C,  . . .,  A',  B',  C,  ...,  P,  Q,  ...  des 
nombres  rationnels,  et  s/7i,  ^'b,  /c,  ...  des  irrationnelles  ;  prouver 
que  la  fraction 

A+By/^-f-Cy/^  -^.^^ 
k'-\~^'  ^a-v  G'y/^  -^••• 

peut  se  ramener  à  la  forme 

quand  ^âb,  \l~cîc,  . . .  sont  rationnels. 

14.  Prouver  que,  si  a  est  moindre  -  en  valeur  absolue,  on  a 


X  désignant  une  quantité  moindre  que  ^  •  Si  a  est  positif,  on  aura 


a2 
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CHAPITRE  V. 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


I.  —  PRINCIPES  GÉNÉRAUX. 

Lorsque,  dans  une  égalité,  les  deux  membres  sont  égaux, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  lettres,  cette 
égalité  porte  le  nom  ai  identité  ;  telles  sont,  par  exemple, 
les  égalités 

(a-+-è)(a  — è)=  a^-—b\ 
(x  —  ay  —  x^  —  lax  4-  a^. 

Lorsque,  au  contraire,  l'égalité  n'a  lieu  que  pour  cer- 
taines valeurs  des  lettres  qu'il  s'agit  de  déterminer,  elle 
porte  le  nom  ài^ équation;  les  valeurs  positives  ou  néga- 
tives des  lettres  qui  rendent  les  deux  membres  réellement 
égaux  portent  le  nom  de  racines  de  l'équation.  Quoi  qu'il 
en  soit,  on  confond  souvent  dans  le  langage  les  mots  éga- 
lité^ équation;  au  fond,  cela  n'a  pas  grand  inconvénient. 

Théorème  L  —  On  ne  change  pas  les  racines  d'une 
équation  en  ajoutant  une  même  quantité  aux  deux 
membres. 

En  effet,  considérons  l'équation 

(I)  A  =  B. 

^Soient  ^,  JK,  ^,  .  .  .  les  inconnues,  ou,  si  l'on  veut,  les 
lettres  dont  on  doit  déterminer  les  valeurs  pour  rendre  A 
réellement  égal  à  B;  il  est  bien  évident  que  les  systèmes 
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de  valeurs  de  a;,  y,  z,  .  •  . ,  qui  rendent  A  égal  à  B,  ren- 
dront encore  A  4- /n  égal  à  B -f- m  ;  que  réciproquement 
les  systèmes  de  valeurs  qui  rendent  A  +  /n  égal  b.B^  m; 
rendront  encore  A  égal  à  B  :  en  d'autres  termes,  l'équa- 
tion considérée  a  mêmes  racines  que 
(2)  A  4-  m  =  B  -^-  m. 

Cette  règle  comporte  une  exception  :  si  la  quantité  m  ces- 
sait d'être  définie  algébriquement  pour  des  valeurs  de  x, 
y,  z,  ...  qui  rendent  A  égal  à  B,  l'équation  (2)  pourrait 
ne  plus  admettre  les  racines  de  l'équation  (i). 

Corollaire.  —  Le  signe  de  77i  ayant  été  supposé  quel- 
conque, on  peut  dire  que  l'on  ne  change  pas  les  racines 
d'une  équation  en  retranchant  une  même  quantité  aux 
deux  membres. 

Théorème  II.  —  On  n'altère  pas  les  racines  crime 
équation  en  multipliant  ses  deux  membres  par  une 
même  quantité  ne  contenant  pas  les  inconnues. 

•    En  effet,  considérons  l'équation 

A  =  B; 

si  l'on  multiplie  par  m  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, il  est  bien  clair  que,  si  pour  un  système  quelconque 
de  valeurs  des  inconnues  on  a  A  =.  B,  on  aura  encore 
Am  =  Bm;  et  réciproquement,  si  l'on  a  Am  =  Bm,  on 
aura  pour  les  mêmes  valeurs  des  inconnues  A  =  B.  Il  y  a 
cependant  un  cas  d'exception  :  si,  en  eflet,  A  était  diffé- 
rent de  B,  on  pourrait  avoir  Am  égal  à  Bm  si  m  pouvait 
passer  par  zéro;  or  il  n'y  aura  rien  à  craindre  à  cet  égard 
si  m  ne  contient  pas  les  inconnues  et  si  l'on  ne  choisit  pas 
le  facteur  m  égal  à  zéro,  ce  qui  n'aurait  aucun  but  rai- 
sonnable. 
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Nous  allons  montrer  sur  un  exemple  que,  en  multi pliant 
par  un  même  facteur  les  deux  membres  d'une  équation,  on 
peut  introduire  de  nouvelles  racines.  L'équation 


admet  évidemment  la  racine  i  et  la  racine  i  seulement.  En 
multipliant  par^  —  2  les  deux  membres,  on  a 

(a?  —  i)x  =  X  —  2, 

et  il  est  facile  de  voir  que  la  nouvelle  équation  admet  la 
racine  x=^i\  cela  tient  à  ce  que  le  facteur  x  —  2  passe 
par  zéro  pour  ^  =  2.  En  général,  quand  on  multiplie  par 
ni  les  deux  membres  d'une  équation,  on  introduit  dans 
cette  équation  les  solutions  de  V équation  m  =  o. 

En  effet,  les  systèmes  de  valeurs  des  inconnues  x,  y^ 
s,  .  .  .,  qui  rendent  Km  égal  à  B/n,  rendront  A  égal  à  B 
ou  m  égal  à  zéro;  donc  ils  appartiennent  à  l'une  des  deux 
équations 

A  --  B,      772  =  o. 

Si  cependant,  en  supposant  m  i^  o,  A  et  B  cessaient  d'être 
algébriquement  définis,  il  est  clair  que  A/?2=B/?z  n'en- 
traînerait pas  m  =  O;  car  on  ne  pourrait  pas  dire  que  Km 
et  Bm  sont  nuls  si  A  et  B  n'existaient  pas.  Pour  me  faire 
comprendre,  je  choisis  un  exemple  :  l'équation 

I 
-  =  I 

x 

admet  la  racine  ^  =  i  et  n'admet  évidemment  que  celle- 
là,  puisque  pour  ^^i  on  a  —  ^  i .  Multiplions  par  x  les 
deux  membres  de  cette  équation,  nous  n'introduisons  pas 
pour  cela  la  racine  x  ^=  o,  parce  que  —  n'existe  plus,  en 
î     un  mot  n'est  plus  défini  en  supposant  le  diviseur  x  égal  à 
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zéro,  et  effectivement  l'équation  en  question  devient 

I  —  X 

quand  on  multiplie  par  x  ses  deux  membres. 

De  même  l'équation  A  =  B  pourrait  être  satisfaite  pour 
certaines  valeurs  de  ^,  j,  2j,  .  .  . ,  sans  que 

A  /?i  =  B  m 
le  fût  pour  les  mêmes  valeurs  de  x,y,  .  .  . ,  car  m  pourrait 
n'être  plus  défini  pour  les  valeurs  de  x,  y,  z,   .  .  . ,  qui 
rendent  A  égal  à  B. 

En  résumé,  quand  on  multiplie  les  deux  membres  d'une 
équation  par  une  même  quantité,  on  ne  change  pas  les 
racines  si  cette  quantité  est  indépendante  des  inconnues; 
si,  au  contraire,  le  multiplicateur  en  question  contient  les 
inconnues,  il  peut  se  faire  que  l'on  change  les  racines, 
que  l'on  en  introduise  de  nouvelles,  ou  enfin  que  Ton  en 
supprime. 

Théorème  III.  —  On  peut  diviser  par  une  même  quan- 
tité les  deux  membres  d'une  équation  sans  changer  les 
racines,  pourvu  que  cette  quantité  ne  contienne  pas  les 
inconnues. 

Ce  théorème,  au  fond,  revient  au  précédent  et  donne 
lieu  aux  mêmes  remarques,  si  l'on  observe  que  multiplier 
par  _L  et  diviser  par  m  sont  deux  opérations  équivalentes. 

Théorème  IV.  —  Lorsque  deux  équations  admettent 
les  mêmes  racines,  V équation  que  Von  obtient  en  les 
ajoutant  ou  en  les  retranchant  membre  à  membre  peut 
remplacer  Vune  quelconque  d'entre  elles. 

En  effet,  considérons  les  deux  équations  en  x,y,z^  ... 

(,)  A  =  B, 

(2)  G  =  D; 
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les  systèmes  de  valeurs  de  jc,  y,  z^  .  .  . ,  qui  rendent  à  la 
fois  A  égal  à  B  et  G  égal  à  D,  rendent  A  +  G  égal  à  B  +  D, 
et  réciproquement  les  systèmes  qui  satisfont  à  l'équation 

(3)  A-hG==B-i-D 

et  à  l'une  quelconque  des  équations  (i)  ou  (2)  satisfont  à 
l'autre. 

Remarques.  —  On  peut  évidemment  aussi  remplacer 
un  système  de  n  équations  par  n  —  i  d'entre  elles,  et  celle 
que  l'on  obtient  par  l'addition  des  autres  effectuée  membre 
à  membre;  il  est  bien  évident  aussi  que  la  différence  ef- 
fectuée membre  à  membre  de  deux  équations  peut  rem- 
placer l'une  quelconque  d'entre  elles,  etc. 

Les  transformations  que  nous  venons  d'indiquer  suf- 
fisent à  l'objet  que  nous  avons  présentement  en  vue  ; 
l'usage  en  fera  connaître  d'autres,  soumises,  en  général, 
aux  mêmes  restrictions  que  celles  dont  nous  venons  de 
parler. 

II    —  USAGE  DES  PRINCIPES  PRÉCÉDENTS. 

Résoudre  une  équation  ou  un  système  d'équations, 
c'est  chercher  leurs  racines. 

Lorsqu'une  équation  est  de  la  forme 

P  =  Q, 

P  et  Q  désignant  des  polynômes  entiers  de  degré  m  par 
rapport  aux  inconnues,  on  dit  qu'elle  est  du  degré  m. 
Lorsque  l'un  des  polynômes  P,  Q  est  de  degré  inférieur 
à  m,  l'autre  restant  du  degré  m,  on  dit  encore  que  l'équa- 
tion est  du  degré  m. 

Pour  résoudre  une  équation  ou  un  système  d'équations, 
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on  commence,  en  général,  par  effectuer  les  opérations 
indiquées  :  on  ramène  de  cette  façon  les  deux  membres  à 
être  aussi  simples  que  possible  ;  on  chasse  ensuite  les  déno- 
minateurs, ce  qui  se  fait  en  multipliant  les  deux  membres 
de  chaque  équation  par  le  produit  des  dénominateurs  qui 
entrent  dans  ses  deux  membres. 

Il  peut  se  faire  ainsi  que  l'on  altère  les  racines  :  il 
faudra  discuter  les  résultats,  afin  d'étudier  l'effet  produit 
sur  le  système  que  l'on  cherche  à  résoudre.  On  fait  en- 
suite passer  les  termes  qui  contiennent  les  inconnues  dans 
un  môme  membre  et  les  termes  indépendants  des  incon- 
nues dans  l'autre;  on  fait  passer  un  terme  d'un  membre 
d'une  opération  dans  un  autre  en  changeant  son  signe. 
Cette  opération  revient,  en  effet,  à  retrancher  aux  deux 
membres  de  l'équation  une  même  quantité  égale  au  terme 
en  question;  enfin,  s'il  y  a  lieu,  on  réduit  les  termes  sem- 
blables. 

La  règle  que  nous  venons  de  donner  est  une  règle  géné- 
rale et  qui,  bien  entendu,  n'a  rien  d'absolu.  Nous  avons 
dit  que  pour  chasser  les  dénominateurs  d'une  équation  il 
fallait  multiplier  les  deux  membres  parle  produit  des  dé- 
nominateurs; il  suffit  d'en  multiplier  les  deux  membres 
par  le  plus  petit  multiple  des  dénominateurs,  dans  les- 
quels chaque  lettre  sera  considérée  comme  représentant 
un  facteur  premier. 

Quelquefois  on  conserve  à  dessein  dans  une  équation 
certains  dénominateurs,  mais  on  peut  en  faire  disparaître 
d'autres.  Pour  faire  disparaître  un  dénominateur,  il  suffit 
évidemment  de  multiplier  les  deux  membres  de  l'équation 
par  ce  dénominateur,  ce  qui  se  fait  en  multipliant  par 
le  dénominateur  en  question  tous  les  termes  qui  ne  le 
contiennent  pas  et  en  l'effaçant  dans  les  termes  qui  le 
contiennent. 

Pour  donner  une  application  des  principes  précédents, 
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nous  nous  proposerons  de  résoudre  l'équation 

^  r,  /  /  X       f>  -^  —  7 

\-^X    =    ^iX  l) ;. '-  ' 

X  -i-i  ^  ^  6 

Chassons  les  dénominateurs  en  multipliant  par  6  et  par 
X  -;-  I ,  il  vient 

6x  -+-  iSx(x  -h  i)  =  ii(x  —  i)(x  -'r-  i)  —  (6x  —j)(x  -h  i). 

En   multipliant  par  x-j-i,    nous   avons  pu  introduire  la 
solution  a:  =  —  i  de  l'équation 

iP-M  — o. 
Mais  pour  x  =  —  i   le  premier  membre  de  l'équation 
proposée  n'est  plus  défini,  car  il  contient  le  terme  — ^;— 

ou ;  en  sorte  qu'il  peut  se  faire  que  nous  n'ayons  pas 

introduit  de  nouvelle  solution  :  la  suite  nous  l'apprendra. 
Si  nous  effectuons  les  produits  indiqués,  il  vient 

réduisons  les  termes  semblables,  nous  aurons 

iSx^-\-i/[x  =  i8x^-hx  —  iy. 

Si  nous  faisons  passer  dans  le  premier  membre  les  termes 
qui  contiennent  l'inconnue,  il  vient 

'i3x  =  —ly, 

et  en  divisant  par  28  les  deux  membres,  on  a 

x  = '-; 

2i 

L.  —  Algèbre,  l.  G 
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nous  ne  retrouvons  pas  la  solution  ^  =  —  i;  on  en  con- 
clut que  ^  =  —  -^  satisfait  seul  à  l'équation  proposée,  ce 

que  l'on  peut  du  reste  vérifier  directement. 

Nous  allons  voir  maintenant  comment  on  simplifie,  à 
l'aide  d'artifices  de  calcul,  la  règle  générale  que  nous  avons 
donnée.  Proposons-nous  de  résoudre  l'équation 


a?  —  I        a?  H-  3 

S'il  y  a  égalité  entre  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion pour  une  certaine  valeur  de  œ,  nous  pourrons  de 
chaque  numérateur  retrancher  son  dénominateur,  diviser 
les  numérateurs  par  les  résultats,  et  il  y  aura  encore 
éo-alité  pour  la  même  valeur  de  œ  {voir  p.  Sa).  Il  vient 
ainsi 

œ-{-i  _  57  +  7 

et,  en  multipliant  par  4  les  deux  membres  de  cette  égalité, 

237  -f-  2  =  a?  -f-  7. 

Faisons  passer  les  termes  en  a:  dans  le  premier  membre, 
les  termes  connus  dans  le  second,  il  vient 

2cc  —  x  =  y  —  i     ou     ^  =  5, 
ce  qu'il  est  facile  de  vérifier.  . 

III.  —  DES  ÉaUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  UNE  INCONNUE. 

Toute  équation  du  premier  degré  à  une  inconnue  peut 
être  ramenée  à  la  forme 


(i)  .  Asc  —  B, 
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A  et  B  étant  deux  quantités  indépendantes  de^;  pour  cela 
il  suffît  de  faire  passer  dans  le  premier  membre  les  termes 
qui  contiennent  l'inconnue,  et  dans  le  second  ceux  qui  ne 
la  contiennent  pas. 

On  résout  immédiatement  l'équation  (i)  en  divisant  les 
deux  membres  par  A,  ce  qui  donne 


et  l'équation  (i)  n'a  pas  d'autre  solution. 

On  peut  donc  dire  que  toute  équation  du  premier  degré 
à  une  inconnue  a  toujours  une  solution  et  une  seule. 

Si  B  était  égal  à  zéro,  il  est  clair  que  l'on  aurait  x  =:o. 
Quelques  auteurs  examinent  le  cas  où  A=r=o,  mais  alors, 
dans  l'équation,  x  n'existe  plus,  l'équation  n'est  plus  du 
premier  degré;  elle  se  réduit  à  une  égalité  absurde  o  =  B, 
ou  a  une  identité  si  l'on  a  B  =  o.  On  peut  être  conduit 
à  de  semblables  résultats  en  cherchant  à  résoudre  certaines 
équations  absurdes  ou  certaines  identités  que  l'on  pose 
comme  équations. 

Par  exemple,  quel  que  soit  x^  nous  avons  vu  que  Ton 
avait 

si   l'on   regarde   actuellement   cette  identité   comme    une 
équation,  on  trouve 

x'^  -i-  'IX  -\-  i  =z  x"^  -;-  IX  -h  1 , 

ou,   faisant  passer  les  termes  inconnus   dans   le   premier 
membre,  les  termes  connus  dans  le  second, 

O  X  x''-  -\-  O  X  X  =  O, 

ce  qui  est  une  identité.  Gela  tient  à  ce  que  l'on  est  parti 

6. 
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d'une  Identité,  ou,  si  l'on  veut,  d'une  équation  satisfaite 
quel  que  soit  œ;  si,  au  contraire,  on  avait  posé 

(a)  (cc-i-i)^  =  a:^-{-ix, 

on  aurait  trouve 

oxa72-i-ox^—  —  I, 

résultat  absurde  et  qui  prouve  que  l'équation  (2)  n'a  pas 
de  racines.  Et,  en  effet,  comme  {x  4-  1)2  est  égal  à 
^2  _|_  2 :r  -4-  1 ,  il  est  impossible  qu'il  soit  égal  à  x-  ^  2X, 
c'est-à-dire  au  même  nombre  diminué  de  i. 

Si  l'on  écarte  donc  le  cas  où  A  =  o,  c'est-à-dire  où  Ja 
formule  (i)  n'est  pas  une  équation,  on  peut  dire  que  toute 
équation  du  premier  degré  à  une  inconnue  admet  une 
racine  et  une  seule  (^  ). 

IV.  —  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  PLUSIEURS 
INCONNUES. 

Une  seule  équation  à  plusieurs  inconnues  suffit  très 
rarement  à  la  détermination  de  ces  inconnues.  En  effet, 
si  l'on  donne  à  toutes  les  inconnues,  sauf  une,  des  valeurs 
arbitraires,  on  peut  en  général  résoudre,  par  rapport  à 
l'inconnue  restante,  l'équation  en  question,  ce  qui  montre 
que  l'on  peut  ainsi  trouver  autant  de  solutions  que  l'on 
veut. 

Bien  qu'il  n'en  soit  pas  toujours  ainsi,  nous  verrons 
qu'un  système  de  n  équations  du  premier  degré  à  n  in- 
connues admet  ordinairement  une  solution  et  une  seule. 


(')  Pour  donner  un  sens  à  cette  discussion  il  faut  considérer  A  comme 
la  limite  d'un  coefficient  variable  qui  tend  vers  o,  et  l'on  voit  alors,  en  se 

reportant  à  la  formule  x  =:—j  que  les  valeurs  de  x  deviennent  de  plus  en 

plus  grandes  au  fur  et  à  mesure  que  A  devient  plus  petit;  de  sorte  qu'à 
la  limite,  quand  A  devient  nul,  x  a  pris  une  valeur  limite  dépassant  tout 
nombre  donné;  elle  est  devenue  iajinie.  Avec  cette  convention  l'cnoncé 
ne  comportera  pas  de  restriction. 
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Toutes  les  fois  qu'il  n'en  admet  pas,  on  dit  que  le  système 
est  incompatible  ;  toutes  les  fois  qu'il  en  admet  plus 
d'une,  on  dit  qu'il  est  indéterminé. 

Puisqu'un  système  de  n  équations  à  n  inconnues  admet 
ordinairement  une  solution,  un  système  de  n  —  i  équa- 
tions, ou  moins,  à  n  inconnues,  doit  être  insuffisant, 
puisque  l'on  peut  choisir  au  moins  une  inconnue  arbitrai- 
rement, et  qu'il  reste  alors  assez  d'équations  pour  trouver 
les  valeurs  des  inconnues  restantes. 

De  môme,  un  système  de  zz  H-  i  équations,  ou  plus,  à  n 
inconnues,  ne  peut  pas  en  général  être  résolu,  car,  n  quel- 
conques d'entre  elles  admettant  une  solution  et  une  seule, 
cette  solution  ne  conviendra  pas  toujours  à  un  autre 
système  formé  de  n  des  équations  données. 

Lorsqu'un  système  d'équations  du  premier  degré  admet 
deux  solutions,  il  en  admet  un  nombre  illimité,  et  c'est 
ce  qui  fait  dire  qu'il  est  indéterminé. 

En  effet,  considérons  le  sj^stème 

a^x  ^  b^y  -h  CjZ-f-  .  .  .  =  X'i, 


ou  X,  y,  z,   .  .  .   sont  n  inconnues  et  où  les  autres  lettres 
désignent  des  quantités  connues.  Soient 

X  =  a,       J  r=r  8,        ... 

un  premier  système  de  solutions, 

jc^u\     r  =  ^\      ... 
un  second  système  de  solutions;  on  aura 

«la    -4-  ^1  ^  -I-  .  .  .  =X-1, 
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soient  fjt  et|ui'deLix  nombres  tels,  quea-h  (x'  =  i;  multiplions 
la  première  de  ces  formules  par  ^,  la  seconde  par  ^',  et 
ajoutons;  nous  aurons 

On  voit  que 

cciK -\- v!  Il' ,      |3^ -f-  S' |:z' ,       ... 

constituera  une  nouvelle  solution,  et,  comme  ^i  est  arbi- 
traire, on  voit  que  le  nombre  des  solutions  du  système  est 
illimité. 

Eliminer  une  inconnue  entre  plusieurs  équations,  c'est 
remplacer  ces  équations  par  d'autres  qui  ne  contiennent 
plus  cette  inconnue,  et  qui  cependant  admettent  les  mêmes 
solutions  pour  les  inconnues  restantes.  Nous  allons  exposer 
diverses  méthodes  d'élimination. 

i"  Elimination  par  substitution.  —  L'élimination  par 
substitution  consiste  à  résoudre  l'une  des  équations  par 
rapport  à  l'une  des  inconnues  et  à  porter  la  valeur  trouvée 
dans  les  autres  équations,  qui  alors  ne  contiennent  plus 
cette  inconnue.  Voici  un  exemple  de  cette  méthode.  Consi- 
dérons les  équations 

(l)  3.r-{-8jr_:.7.5, 

[l]  '  \1X  —  ^J  --  11 

Tirons  de  (i)  la  valeur  de  x,  en  supposant  7  connu;  il 
vient 

(3)  ^  =  —3  —  ' 

et  l'équation  (3),  en  vertu  des  principes  exposés  'p.  70), 

peut  remplacer  l'équation  (i).  Si  alors  on  remplace  x  par 

25  _-  8r  •  •  • 

— - — '-   dans  l'équation  (2),  on   trouve  une  équation  qui 


CHAPITRE    V.  G7 

ne  contient  plus  j  et  qui  peut  remplacer  l'équation  (2) 
ou  l'équation  (3),  c'est-à-dire  l'équation  (i).  En  effet, 
remplacer  x  dans  l'équation  (2)  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (3)  revient  à  écrire  l'équation  (3)  d'abord  sous 

la  forme 

25  —  87 
X 3^=0, 

puis  à  multiplier  par  12  ses  deux  membres  et  à  la  re- 
trancher de  l'équation  (2).  La  méthode  de  substitution 
n'altère  donc  pas  les  racines  et  peut  être  employée  dans 
tous  les  cas  ;  le  calcul  s'achève  facilement  et  l'équation  (  2  ) 
devient,  après  la  substitution  de  la  valeur  de  x  tirée  de 
l'équation  (3), 

9.5  —  8  r 

(4)  12 -^—-77^-:--:  22; 

d'où  l'on  tire,  en  résolvant  cette  équation  à  une  inconnue 
par  rapport  à  y, 

[5]  J^2. 

L'équation  (5),  qui  admet  les  mêmes  racines  que  l'équa- 
tion (4),  peut  remplacer  les  équations  (i)  ou  (2);  si  alors 
on  porte  la  valeur  obtenue  pour  j  dans  l'une  de  ces  équa- 
tions, on  élimine  j  et  l'on  trouve  une  équation  à  une 
inconnue  en  x  qui  permet  de  calculer  la  valeur  de  cette 
inconnue.  Si  l'on  fait  j  —  2  dans  l'équation  (i),  on  trouve 

3.r4-i6--25,      .vz=z3. 

Remarque.  —  La  méthode  que  nous  venons  d'employer 
s'applique  à  un  nombre  quelconque  d'équations  et  réduit 
le  système  total  des  équations  à  un  nombre  moindre  d'une 
unité  et  ayant  une  inconnue  de  moins.  On  peut  alors  pro- 
céder sur  le  nouveau  système  comme  sur  le  premier  et  faire 
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disparaître  une  inconnue  et  une  équation-  on  arrive  alors 
finalement  à  une  seule  équation  contenant  une  seule  in- 
connue, si  le  nombre  des  équations  est  égal  à  celui  des 
inconnues,  et  Ton  peut  en  tirer  la  valeur  de  cette  inconnue. 
Si  le  nombre  des  équations  est  supérieur  à  celui  des  in- 
connues, on  a  plusieurs  équations  contenant  une  même 
inconnue;  ces  équations  ne  fournissent  pas  en  général  la 
même  valeur  pour  cette  inconnue,  et  l'on  conçoit  que  le 
système  d'équations  est  surabondant.  Si  au  contraire  le 
nombre  des  inconnues  est  supérieur  à  celui  des  équations, 
on  tombe  sur  une  équation  à  plusieurs  inconnues,  et  l'on 
voit  que  l'on  peut  clioisir  arbitrairement  l'une  d'elles  :  le 
système  a  une  infinité  de  solutions. 

Ce  raisonnement  est  très-vague,  en  ce  sens  qu'il  sup- 
pose que  les  équations  à  une  inconnue  que  l'on  est  censé 
résoudre  ont  une  solution  bien  déterminée;  aussi  verrons- 
nous  les  conclusions  précédentes,  qui  tendent  à  établir 
qu'un  système  de  n  équations  doit  contenir  n  inconnues, 
tomber  en  défaut. 

1^  Elimination  par  addition.  —  Cette  métliode  con- 
siste à  multiplier  par  des  facteurs  convenables  deux  des 
équations  à  résoudre,  de  telle  sorte  que  les  coefficients  de 
la  même  inconnue  soient  égaux.  S'ils  sont  de  même  signe, 
on  retranche  les  équations  membre  à  membre;  s'ils  sont 
de  signes  contraires,  on  ajoute  ces  équations,  et  l'on  fait 
ainsi  évidemment  disparaître  une  inconnue.  L'équation 
à  laquelle  on  arrive  peut,  en  vertu  des  principes  démon- 
trés plus  haut  (p.  yS),  remplacer  l'une  quelconque  des 
équations  qui  lui  ont  donné  naissance.  ' 

Reprenons  les  équations  considérées  tout  à  l'heure 

(i)  3^  -4-  8j  =  25, 

(2)  \1X  —  -yj^z:  22. 

Pour  donner  des  valeurs  égales  aux  coefficients  de  .r,  on 
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peut  multiplier  la  première  équation  par  le  coefficient 
de  X  dans  la  seconde,  et  vice  versa;  mais  il  est  plus  simple 
de  multiplier  par  4  les  deux  membres  de  l'équation  (i); 
en  retranchant  alors  membre  à  membre,  on  trouve 

3°  Elimination  par  comparaison.  —  Cette  méthode, 
peu  usitée,  revient  au  fond  à  la  précédente;  elle'consiste  à 
égaler  les  valeurs  d'une  même  inconnue  tirée  de  deux 
équations  différentes. 

4"  Elimination  par  la  méthode  des  multiplicateurs.  — 
Cette  méthode,  attribuée  à  Bezout,  consiste  à  multiplier 
les  équations  par  des  facteurs  tels,  qu'en  les  ajoutant 
toutes  les  inconnues  disparaissent  à  l'exception  d'une 
seule. 

Considérons  d'abord  les  équations 

(  I  ;  ax   ^  h  y  ■-=  c, 

(•2  j  a' X  -i-  b'jz~c'. 

Multiplions  la  seconde  équation  par  A,  ajoutons  avec  la 
première,  il  vient 

[a^a'\)x-h[b^  b'\)x=zc^  c'\. 

Déterminons  maintenant  1  par  la  condition 

a  -\-  a'\z=:  Oy 
d'où 


1 

=  — 

a 

1' 

équation  (3) 

devient 

{"- 

ah 
a' 

> 

=zc  — 

ad 
a' 

d 

'où  l'on  tire 

r 

^^ 

a'c- 
1  1 

-c'a 
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En  posant  dans  l'équation  (3) 

b-{~b'l-=o     ou     l=z , 

ù' 

on  aurait  trouvé 

_  ch'  —  hc' 

ah'  —  ba' 

Considérons  en  second  lieu  les  équations 

(i)  ax    ^  bj    ~V- cz    -szdj 

(?0  a' a-  -h  b'x  -f-  c' z  ~  d\ 

(3)  a"x-i-b\r~\^c''z=zcr. 

Multiplions   la  seconde  par  le  facteur  indéterminé  A,   la 
troisième  par  //,  et  ajoutons;  il  vient 

j    [a-ha"k-han')a:-h[b-^b'l^-b"y)y      ' 
Profitons  de  l'indéLerminalion  de  X  et  X'  et  posons 

(5)  £,+  ^0.4-  b"y  z^o. 

(6)  C-^-c'l    H-C")/  =r.O. 

Multiplions  l'équation  (6)  par /y.  et  ajoutons  avec  l'équa- 
tion (5)  ;  il  vient 

(7)  ^  -f-  eu.  +  (^/'  -h  C>)  X  -f-  (//'  +  6''>)X'  rzz  O. 

Posons  enfin 

7t          I                                              b' 
b   -i-  c  u  =  o      ou     11=2 j  • 

l'équation  (7)  donne  ^' 

.-ï..(..-ï.)v.,. 

d^où 

^,  __  _cb'-~_bc' 

~  c'7/''^~b'c"  ' 
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Si  l'on  se  reporte  aux  équations  (  5)  et  (6),  on  voit  que, 
pour  en  déduire  X  quand  on  connaît  )/,  il  suffît  de  changer, 
dans  la  formule  qui  donne  X^,  h'  en  h" ,  h"  en  V ^  c'  en  c" 
et  c"  en  c' ,  car,  quand  on  opère  ce  changement  dans  les 
équations  (5)  et  (6),  il  est  bien  clair  que  la  valeur  de  X' 
qui  satisfait  est  l'ancienne  valeur  de  X,  et  vice  Dcrsd.  On 
a  donc 


^"h>  —  b"c' 


Si  l'on  porte  alors  dans  l'équation  (4)  les  valeurs  que 
nous  venons  de  trouver  pour  X  et  X',  il  vient,  en  vertu  des 
équations  (4)  et  (5), 


ch"-  hc"  „    ch'  -In 


a 


c"b'—h"c'  c'b"  —  b' 


ch"—hc"  ^„    ch'—bc' 

d'où  l'on  tire,  en  ordonnant  par  rapport  aux  accents, 

dh'c"  —  de'  b"  -f-  rd'  b"  —  bd'c"  +  cb'd"  —  b'd" 
ab'  c"  —  ac'  b"  H-  cd  b"  —  bu'  c"  -f-  cb'  a"  —  bd  a" 

Pour  déduire  de  cette  formule  la  valeur  dej'^,  il  suffit  de 
changer  «  en  ^,  Z>  en  c  et  c  en  a.  En  effet,  par  ce  change- 
ment, les  équations  (i),  (2),  (3)  fourniront  pour  j  la  va- 
leur qu'elles  fournissaient  avant  pour  x,  et  pour  z  la  valeur 
cju'elles  fournissaient  pourj)^.  Enfin  on  pourrait  aussi  se 
contenter  de  changer  a  en  Z>  et  Z>  en  a. 

Ce  qui  est  remarquable,  c'est  que  par  ces  changements 
le  dénominateur  de  la  valeur  de  x  ne  change  pas,  en  sorte 
que  les  trois  inconnues  ont  le  même  dénominateur.  Le 
numérateur  d'une  inconnue  ne  diffère  du  dénominateur 
que  par  le  changement  en  d  de  la  lettre  qui  sert  de  coeffi- 
cient à  cette  inconnue  dans  les  équations  (i),  (2),  (3); 
nous  généraliserons  plus  loin  ces  résultats. 
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V.  —  DISCUSSION  DES  CAS  ttUI  PEUVENT  SE  PRÉSENTER  DANS 
LA  RÉSOLUTION  D'UN  SYSTÈME  DE  DEUX  ÉÛUATIONS  A  DEUX 
INCONNUES. 

Reprenons  les  équations  dont  il  a  déjà  été  question, 

(0  a.x  -t-  bj  z=  c, 

(2)  a'x-\-b'y  =  c'. 

Ces  équations  renferment  toutes  les  équations  numériques 
à  deux  inconnues  et  du  premier  degré  que  l'on  pourrait 
se  proposer  de  résoudre;  il  suffit  pour  cela  d'attribuer  à 
<7,  Z>,  a\  h'^  c  et  c'  des  valeurs  convenables,  nulles  au 
besoin. 

Multiplions  par  b'  la  première  équation  et  par  b  la  se- 
conde; en  retranchant  alors  membre  à  membre,  il  vient 

(3)  [ab'  —  ba')x=zcb'—bc'. 

Jusqu'ici  nous  avons  implicitement  supposé  que  b  et  b' 
n'étaient  pas  nuls  à  la  lois  ;  sans  quoi  nous  aurions  fait  une 
opération  illusoire  conduisant  à  l'identité 

G  =:  G. 

Nous  allons  supposer  ab' — Z>a' différent  de  zéro,  et  alors 
l'équation  (3)  donnera 

,  , .  cb'  -  bc' 

(4)  ^^-77 — n' 

au   —  ba 

On  trouverait  de  même,  en  supposant  que  a  et  a'  ne  sont 
pas  nuls  à  la  fois, 

,  «-  X  ac'  —  ca' 

(5)  y=z 


ab'  —  ba' 
Ces  formules  montrent  que,  si  ab'  —  ba'  est  différent  de 
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zéro,  le  système  des  équations  (i)  et  (2)  admet  toujours 
une  solution  et  une  seule;  car  les  hypothèses  que  nous 
avons  faites,  que  a  et  a!  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  ou  que  h 
et  y  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  rentrent  dans  celle-ci 

ah'  —  ha  -^o. 

Supposons  actuellement 

(6)  ah'  —  ha  zrzz  o, 

et  toutes  les  quantités  «,  a! ^  Z>,  Z>',  c,  c'  différentes  de  zéro; 
alors  les  valeurs  de  x  et  de  j^  se  présentent  en  général  sous 
la  forme 

m 

o 

Si  l'on  remonte  à  l'équation  (3),  qui  a  fourni  cette  va- 
leur de  X,  on  voit  que  cette  équation  se  réduit  à  une  ab- 
surdité, puisque  son  premier  membre  est  nul  et  que  le 
second  ne  l'est  pas  en  général.  Les  équations  (i)  et  [1), 
conduisant  par  des  calculs  légitimes  à  une  absurdité,  sont 
incompatibles;  c'est  du  reste  ce  qu'il  est  facile  d'établir 
directement. 

i^  Nous  supposerons  le  numérateur  de  la  valeur  de  x, 
c'est-à-dire  le  second  membre  de  la  formule  (3),  différent 
de  zéro  ;  nous  aurons  alors 

(7)  ch'-hc'>^o. 
Mais  de  la  formule  (6)  on  lire 

a         h 


(8) 

a         b 

et  de  la  for  mule  (^) 

(9; 

h  y  c 
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et,  par  conséquent,  de  ces  deux  dernières  formules, 


■  o) 


ou 


Cette  quantité  est  précisément  le  numérateur  de  la  valeur 

dey,  qui  va  se  présenter  aussi  sous  la  forme  -•  Si  l'on  dé- 

o 

signe  alors  par  p  la  valeur  commune  des  rapports  ^,  -,, 

on  tirera  de  la  formule  (8) 


pa,     b=pb', 


et  de  la  formule  (y 


<     f 

CypC 


En  portant  dans  l'équation  (i)  les  valeurs  que  nous  venons 
de  trouver  pour  a  et  h,  on  trouve 

pa.T-^pb'j=ic^pc. 

Mais  l'équalion  (2)  multipliée  par  p  donne 

pa  .T  -4-  pb'  j  =  pc  . 

On  voit  donc  que  les  équations  (1)  et  (2)  impliquent  des 
conditions  contradictoires,  puisqu'elles  exigent  que  la 
même  quantité  soit  à  la  fois  égale  et  inégale  à  pc' . 

1^  Il  pourrait  arriver  que  le  numérateur  de  la  valeur 
de  X  fût  égal  à  zéro  ;  l'équation  (3)  ne  présenterait  plus 
rien  d'absurde;  au  contraire,  elle  se  réduirait  à  l'identité 


La  valeur  de  x  prend  la  forme  -\  il  est  facile  de  voir  que 
dans  ce  cas  les  équations  (i)  et  (2)  rentrent  l'une  dans 
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Tautre  et  que  les  valeurs  de  x  et  de  r  sont  indéterminées; 
nous  supposerons  toujours  les  coefficients  a,  b^  c,  a' y  l'y 
c'  différents  de  zéro,  et  la  relation 

(6)  ab'  —  ba  =z  o 

fournira  comme  plus  haut 

(8)  ^,  =  1 

Si  nous  supposons  actuellement  le  numérateur  de  la  va- 
leur de  X  nul,  ou 

(il)  cb'  —  bc    :=:  O, 

il  vient 


("')  .'-è" 


1    * 

c 


et,  en  vertu  de  l'équation  (8), 

a        c 

~~7  —     f 

a         c 
ou  bien 

ac  —  ca  =  o, 

et  l'on  voit  que  le  numérateur  de  la  valeur  de  j  est  éga- 
lement nul.  Si  l'on  désigne  par  p  la  valeur  commune  des 

rapports  —î  -p^  ->  les  équations  (i  i)  et  (12)  donnent 

azi^pa,      b=:pb',      c  =  pc  . 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  de  a,  b,  c  dans  l'équation  (i),  on 

trouve 

pa  X  -+•  pb'  r  z=z  pc\ 

équation  que   l'on    déduit   en   multipliant   par  p   l'équa- 
tion (2).  On  voit  qu'en  réalité  on  n'a  qu'une  seule  équa- 
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tion  entre  x  et  j,  ce  qui  est  insuffisant  pour  déterminer 
ces  inconnues,  puisque  alors  on  peut  choisir  l'une  d'elles 
arbitrairement. 

Il  reste  maintenant  à  examiner  les  cas  où  quelques 
coefficients  des  équations  (i)  et  (2)  seraient  nuls  ;  mais, 
auparavant,  observons  que  les  formules  (4)  et  (5),  qui 
font  connaître  x  eij,  satisfont  aux  équations  (i)  et  (2) 
toutes  les  fois  que  ab'—l?a'  n'est  pas  nul.  Nous  suppo- 
serons donc 

(6)  ab'-~ùa'  =  o. 

i"  Si  aucun  des  coefficients  a,  h,  a!,  Z»' n'est  nul,  on 
tire  de  cette  équation,  comme  nous  avons  vu  plus  haut, 

et,  si  c  seul  est  nul,  on  voit  que  les  équations  (i)  et  (2) 
sont  incompatibles,  et  les  inconnues  se  présentent  sous  la 

forme  -•  Si  c  et  c'  sont  nuls  tous  deux,  les  équations  (i) 
et  (2)  rentrent  l'une  dans  l'autre,  et  les  inconnues  se  pré- 
sentent sous  la  forme  - 


o 


2"  Supposons  a  —  o\  alors  l'équation  (6)  montre  que 
a'  ou  b  doit  être  nul;  si  a'  est  nul,  on  n'a  plus,  à  propre- 
ment parler,  deux  inconnues  dans  les  équations  (i)  et  (2), 
qui  ne  peuvent  déterminer  x  et  qui  sont  surabondantes 
pour  déterminer  j,  à  moins  que  ces  deux  équations  ne 
soient  une  conséquence  l'une  de  l'autre.  Dans  ce  cas,  les 
formules  (4)  et  (5)  donnent  des  résultats  de  la  forme 


m  G 

o  '  ~~  o 


Dans  le  cas  où  cb' — bc  =  o,  x  se  présente  aussi  sous  la 
forme  -•  Cependant,   dans  ce  cas,  la  valeur  de  y  est  par- 
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faitement  déterminée,  puisque  -,  est  égal  à-,;  les   équa- 

tions  (i)  et  (2)  rentrent  l'une   dans  l'autre  et  sont  à  une 
seule  inconnue.  La  formule  illusoire 

o 

à  laquelle  on  arrive,  tient  à  ce  que  l'équation  (5)  a  été 
obtenue  en  multipliant  par  a!  et  a  les  équations  (i)  et  (2). 
Or  a  et  a'  sont  nuls^  on  a  donc  fait  des  calculs  illusoires. 
Si  l'on  supposait  b  =z  o  avec  a^z-o,  l'équation  (i)  se 
réduirait  à  l'absurdité  c^  o,  à  moins  que  c  ne  fût  natu- 
rellement nul.  Lorsque  c  est  différent  de  zéro,  les  équa- 
tions (4)  et (5)  donnent 

m  m 

o        ^         o 

lorsque  c  est  nul,  on  a  au  contraire 
-  -  2  _  ^ 

3«  Supposons  a  =  o  avec  a'  =.  o  ei  b'  z=  o.  Dans  ce  cas, 
les  équations  (i)  et  (2)  se  réduisent  à  une  absurdité,  à 
moins  que  c'=o,  et  à  une  équation  à  une  inconnue 

bj  —  c. 

Les  formules  (4)  et  (o)  donnent,  dans  ce  cas, 


m 


-pour  C  -O,  c>o, 

o 

-  pour  c  =zo  ou  c  =  o, 


o 
o 

L.  —  Algèbre,   1. 
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4°  Si  Ton  â  a  =  o^  a'— -o,  b  =  o^  Z>'z:^o,  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  sont  absurdes  ou  illusoires  et  les  for- 
mules (4)  et  (5)  donnent 


0 

0 

—  ^ 

y 

- — ~  -- 

0 

0 

I.   ab'  —  ba'  <  o. 
IL  ab'  —  ha'  --  o. 


De  cette  discussion  résulte  que,  si  l'on  a  réellement  deux 
équations  à  deux  inconnues  ne  présentant  rien  de  contra- 
dictoire et  ne  rentrant  pas  l'une  dans  l'autre,  les  formules 
(4)  et  (5)  pourront  servir  à  résoudre  le  système  (i)  et  (2). 
Nous  avons,  en  effet,  examiné  tous  les  cas  possibles,  à  savoir: 

'        1°  Aucun  des  coefficients   a,    b,   a\   b' 
n'est  nul. 

2°  Un  coefficient   d'inconnue   nul   com- 
prenant l'un  des  deux  suivants  : 

a.  Deux  coefficients  appartenant  à  la  même 
inconnue  nuls. 

b.  Deux  coefficients  n'appartenant  pas  à  la 
même  inconnue  nuls. 
3**  Trois  coefficients  nuls. 

\       4°  Quatre  coefficients  nuls. 

Dans  chacun  de  ces  cas,  nous  avons  supposé  c  et  c'  nuls 
ou  différents  de  zéro,  et  toujours  la  condition  ab' —  ba'  =^  o 
nous  a  conduit  à  affirmer  que  les  équations  (i)  et  (2)  étaient 
incompatibles  ou  insuffisantes. 

VII.  —  DES  PROBLÈMES  D'ALGÈBRE  ttUI  CONDUISENT 
À  DES  ÉaUATIOTiS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

Pour  résoudre  un  problème  dans  lequel  le  résultat 
cherché  est  un  nombre  ou  même  se  compose  de  plusieurs 
nombres,  on  désigne  les  inconnues,  c'est-à-dire  les  quan- 
tités à  déterminer,  par  des   lettres  ;  puis  on  suppose  les 
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résultais  connus  et  l'on  indique,  à  l'aide  des  signes  algé- 
briques, les  calculs  qu'il  faudrait  efl'ectuer  sur  les  lettres 
qui  désignent  les  inconnues  pour  vérifier  qu'elles  sent 
bien  les  solutions  du  problème  :  on  arrive  ainsi  à  des  équa- 
tions que  Ton  essaye  de  résoudre.  Lorsque  ces  équations 
peuvent  être  résolues,  les  solutions  que  l'on  en  déduit 
sont  ordinairement  celles  du  problème  que  l'on  a  mrts  en 
équation  :  je  dis  ordinaivenieiit,  parce  qu'il  arrive  quel- 
quefois que  les  équations  auxquelles  on  est  conduit  four- 
nissent non-seulement  la  solution  cherchée,  mais  encore 
des  so];itions  étrangères  à  la  question  que  l'on  traite.  Nous 
ne  pouvons  pas  à  présent  donner  la  raison  de  cette  ano- 
malie, sur  laquelle  nous  aurons  bien  souvent  l'occasion 
de  revenir.  Donnons  quelques  exemples. 

Ptioblème  I.  —  La  somme  de  deux  nombres  est  1 8,  leur 
différence  est  6  :  trouver  ces  deux  nombres. 

Soit  X  le  plus  petit  des  deux  nombres  ;  le  plus  grand 
sera  x-f-  6,  puisque  leur  différence  est  6,  et,  comme  leur 
somme  fait  i8,  on  doit  avoir 

x -|--.r-^  6r:-  i8, 

d'oii  Ton  tire 

.r  .:.  6. 

A.insi  le  plus  petit  des  deux  nombres  est  6,  le  plus  grand 
est  donc  12. 

Problème  II.  —  Dans  quel  système  de  numération  le 
nombre  i5  est-il  représenté  par  28? 

Ici  l'inconnue  est  la  base  ;  désignons-la  par  .r.  Le  nombre 
total  des  unités  contenues  dans  28  est  de  deux  fois  la  base 
augmentée  de  3.  On  a  donc 

IX  4-  3  =  i5, 
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d'où  l'on  tire 

a:  =  6. 

Ainsi  la  base  du  système  cherché  est  6. 

Problème  III.  —  Un  marcliaud  'vend  en  deux  jours 
600  oranges  et  j^eçoit  en  tout  ù^o  francs,  à  savoir  10  francs 
par  jour  ;  mais  le  second  jour  il  i.)end  ses  oranges  deux 
fois  meilleur  marché  que  le  preniier  :  on  demande  à  quel 
prix  il  a. vendu  ses  oranges  et  combien  il  en  a  vendu 
chaque  jour. 

Soit  X  le  nombre  des  oranges  vendues  le  premier*  jour; 

le  prix  de  ces  x  oranges  est  de  20  francs;  donc  le  prix 

,,  20  ,  .      . 

a  une  orange  est  —  pour  le  premier  jour. 


Le  second  jour,  il  vend  le  reste  de  ses  oranges,   c'est- 
à-dire  600  —  a: pour  20  francs;  donc  le  prix  d'une  orange 

20 
est  alors  7,— :  mais,  comme  elles  sont  deux  fois  meil- 

DOO  —  X 

leur  marché  que  le  premier  jour,  on  doit  avoir 

20  20 

—  =z  2  X  i< 

X  000  X 

^  1  •    1  •  -^  f  600  —  -^  ^  1       1  1  1 

lin  multipliant  par  — ^ Jes  deux  membres  de  cette 

^  ^  20 

équation,  on  risque  d'y  introduire  les  solutions  x=o  ou 

j:  =  6oo;  mais  il  n'en  est  rien.  En  effet  on  trouve 

600  —  X  =:z  IX 

ou 

X  =  200. 

Ainsi,  le  premier  jour,  il  a  été  vendu  200  oranges;  par 
conséquent,  on  en  a  vendu  4oo  le  second  jour.  Le  premier 
jour,  le  prix  d'une  orange  était  0*%  10;  le  second  jour,  il 
était  o'^'joS. 
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PiiOBLÈME  IV.  —  Deux  joueurs  oui  gagné  6000  francs 
à  eux  deux  en  deux  paj'ties  ;  après  la  première  partie, 
le  gain  du  premier  joueur  est  triple  de  celui  du  second; 
le  prenner  donne  alors  1000  J'rajîcs  au  second;  après  la 
seconde  partie,  le  premier  joueur  a  gagné  deux  fois  plus 
que  le  secojid,  mais  il  lui  donne  encore  la  moitié  de  son 
gain,  après  quoi  ils  se  trouvent  chacun  en  possession  de 
"à 000  francs  :  on  demande  quel  a  été  le  gain  de  chaque 
joueur  à  la  fin  de  chaque  partie. 

Soit  jr  le  gain  du  second  joueur  après  la  première  partie, 
le  gain  du  premier  sera  3.r;  soit  j  le  gain  du  second 
joueur  à  la  fin  de  la  seconde  partie,  le  gain  du  premier 
sera  2/.  Or  le  gain  total  des  joueurs  fait 6000  francs;  on 
a  donc 

(1)  X -!-  3x -f- J  +  2J  =:  6000. 

Mais  à  la  fin  de  la  première  partie  le  second  joueur  pos- 
sède x-\-  1000,  puisqu'il  a  reçu  1000  francs  ;  à  la  fin  de  la 
seconde  partie,  il  possède  d'abord  x+iooo,  plus  son 
gain  y,  plus  la  moitié  j  du  gain  du  premier;  il  a  donc 
en  tout 

(2)  j:  H-  1000  H- J  -f- J  rrr  3ooO. 

Les  équations  (i)  et  {2)  peuvent  s'écrire 
^.x  -\-  3j  =:  6000, 

X  -\-  2.J  =:i  2000; 

on  tire  de  ces  équations 

.7  =  400,     ^  =  1200. 

Ainsi  le  gain  du  premier  joueur  est  de  3a:  ou  36oo  francs 
après  la  première  partie,  et  de  iy  ou  800  francs  après  la 
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seconde;  le  gain  du  second  est  de  1200  francs  après  la 
première  partie  et  de  4oo  francs  après  la  seconde. 

Problème  V.  —  Un  nombre  se  compose  de  trois 
chiffres;  la  somme  de  ses  chiffres  est  11;  le  dernier 
chiffre  est  double  du  second  diminué  du  premier  et  de  1; 
enfin,  en  ajoutant  198  à  ce  nombre,  on  retrouve  le 
nombre  renversé  :  quel  est  ce  nombre? 

Soient  X  le  chiffre  des  unités,  r  celui  des  dizaines, 
z  celui  des  centaines;  la  somme  des  chiffres  étant  11,  on  a 

(l)  s-^-j-|-.r=.-:riT; 

le  dernier  chiffre  étant  double  du  second  diminué  du  pre- 
mier et  de  I,  on  a 

(?-)  xz=zi[r  —  z  —  i). 

Enfin  le  nombre  lui-même  est  looz -\- \oy  ~{- x\  en  lui 
ajoutant  198,  on  doit  trouver  le  nombre  renversé,  c'est- 
à-dire  100^  H-  loy  -i-  z.  On  a  donc 

(3)  looz  H-  loj  -1-  .r  +  198  ---:-  loox  -4-  lo.}-  -f-  z. 
Les  équations  (i),  (2),  (3)  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

( 4 )  .T  -h  y  -h  z  =:  l  l, 

(  5  )  .r  —  2  J  -f-  2  z  -r  —  2, 

(6)  99.r  —  997. -- [98. 

L'équation  (6)  donne  immédiatement 

(7)  .r  —  z~:  ?.. 

En  multipliant  l'équation  (4)  par  2  et  en  l'ajoutant  avec 
l'équation  (5),  on  trouve 

(8)  3j:  -f-  4^  ^^  20. 


ciiAPiTRi!:  V.  io3 

Des  équations  (7)  et  (8)  on  tire 

X  =rr  4.        Z  --Z  2, 

et  l'équation   (4)    donne   alors  yr-5;    ainsi    le    nombre 
cherché  est  254- 

VIII.   —  INTERPRÉTATION  DES  SOLUTIONS  NÉGATIVES. 

Il  peut  arriver  que  les  racines  d'une  équation  ou  d'un 
système  d'équations  soient  négatives  :  si  le  résultat  de- 
mandé dans  le  problème  dont  ces  équations  sont  la  tra- 
duction est  une  quantité  algébrique,  le  problème  ne  pré- 
sente rien  d'absurde  ;  mais,  si  le  résultat  cherché  est  un 
nombre  concret,  le  problème  que  l'on  a  mis  en  équation 
n'admet  pas  de  solution.  Il  pourrait  même  arriver  que  le 
problème  fût  impossible,  quoique  les  équations  du  pro- 
blème fussent  des  nombres  positifs  :  c'est  ce  qui  arriverait, 
par  exemple,  si  les  solutions  du  problème  que  l'on  veut  ré- 
soudre devaient  être  des  nombres  entiers  ou  des  nombres 
compris  entre  des  limites  données. 

C'est  ce  qui  arriverait  encore  (et l'on  n'insiste  pas  assez 
sur  ce  j)oint)  si,  les  équations  du  problème  fournissant  des 
résultats  positifs,  les  transformations  que  l'on  est  obligé 
de  faire  pour  vérifier  la  solution  conduisaient  à  des  opé- 
rations nécessairement  im[)ossibles  au  point  de  vue  pure- 
ment arithmétique. 

Je  suppose,  par  exemple,  que  l'on  demande  combien  un 
sac  contient  de  noix  sacliant  que  si  l'on  en  ôle  200,  puis 
que  l'on  en  ajoute  ensuite  35o,  le  sac  en  contienne  finale- 
ment aSo.  En  mettant  le  problème  en  équation,  x  dési- 
gnant le  nombre  cherché,  on  a 

ce  —  200  -h  35o  ==  25o  ; 


'°4  TRAITÉ   D'ALGÈimE. 

011  en  lire 

X  -—-  i5o, 

et  cependant  le  problème  n'a  pas  de  solution,  car  si  l'on 
veut  vérifier  la  solution  trouvée,  on  est  conduit  à  ôter 
200  noix  d'un  sac  qui  en  contient  i5o,  ce  qui  est  absurde. 

Mais  nous  nous  attacherons  surtout  à  la  discussion  des 
solutions  négatives,  parce  qu'elles  donnent  lieu  à  une  théo- 
rie qui  exerce  une  influence  capitale  sur  toutes  les  branches 
des  Mathématiques. 

Commençons  par  essayer  de  résoudre  le  problème  sui- 
vant : 

Un  père  a  68.  ans,  son  fils  en  a  4o  ;  on  demande  au 
bout  de  combien  de  temps  l'dge  du  père  sera  le  double  de 
celui  du  fils. 

Désignons  par  x  ce  temps;  au  bout  du  temps  x,  le  père 
aura  68  -j-  x  années,  le  fils  4o  -h  x,  et  l'on  doit  avoir 

^0  68  -f-  x  rzi:  2  (  4o  -H  -Tc)  ; 

en  résolvant  cette  équation,  on  trouve 

Ce  résultat  prouve  que  l'équation  (i),  qui  est  la  traduc- 
tion du  problème  en  langage  algébrique,  n'admet  pas  de 
solution  positive  ;  en  d'autres  termes,  le  problème  n'admet 
pas  de  solution.  Et  en  effet,  l'âge  du  père  n'étant  pas  le 
double  de  l'âge  du  fils,  il  ne  le  deviendra  jamais,  et  le 
rapport  des  deux  âges  se  rapproche  toujours  de  i. 

La  solution  négative  x=:z  —  ii  n'est  cependant  pas 
aussi  absurde  que  l'on  pourrait  croire  au  premier  abord. 
En  effet,  changeons  x  en  — x;  x'  sera  égal  à  12,  et  l'équa- 
tion (i)  deviendra 

(3)  68-x'r=z2(4o-x'), 
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et  cette  dernière  équation  admet  évidemment  pour  solu- 
tion x'=:i2.  L'équation  (3)  est  la  traduction  algébrique 
du  problème  suivant  : 

Un  père  a  68  ans,  son  fils  en  a  ^o  :  à  ciuelle  époque 
l'âge  du  père  a-t-il  été  le  double  de  celui  du  fils? 

Nous  trouvons  alors  pour  réponse  ;  il  v  a  12  ans. 

En  général,  toutes  les  fois  que  l'on  trouve  une  solution 
négative  à  un  problème,  il  faut  changer  le  signe  de  la  lettre 
qui  représente  l'inconnue  dans  l'équation  àlavquelle  conduit 
le  problème  ;  la  solution  négative  devient  alors  positive,  et, 
est  le  plus  souvent  la  réponse  d'un  problème  analogue  à 
celui  qui  a  été  posé,  et  dont  l'équation  modifiée  est  la  tra- 
duction algébrique. 

Observons  qu'à  l'aide  d'une  simple  convention  deux 
problèmes  peuvent  être  compris  sous  le  même  énoncé. 
Reprenons  le  problème  de  tout  à  Tlieure  ;  posons-le  en  ces 
termes  : 

Un  père  a  68  ans,  son  fils  en  a  4o  :  quand  l'âge  du 
père  ser a-t-il  ou  a-t-il  été  le  double  de  celui  dujils? 

Ainsi  posé,  le  problème  est  en  quelque  sorte  double  ; 
mais  si  nous  convenons  de  regarder  comme  positif  le 
temps  à  venir,  comme  négatif  le  temps  passé,  si  nous 
convenons,  en  un  mot,  que  les  locutions  dans  — N  an- 
nées et  ilj  a  N  années  soient  équivalentes,  nous  raison- 
nerons ainsi  qu'il  suit  :  soit  x  le  temps  positif  ou  né- 
gatif au  bout  duquel  l'âge  du  père  sera  le  double  de  celui 
dufds. 

Au  bout  du  temps  x,  le  père  aura  68 -{-x  années;  ceci 
est  évident  si  l'âge  du  père  devient  dans  l'avenir  double 
de  celui  du  fils.  Dans  le  cas  où  l'âge  du  père  a  été  le  double 
de  celui  du  fils,  68 -i-x  représente  encore  l'âge  du  père 
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lorsqu'il  esl  le  double  de  celui  du  fils,  car,  x'  désignant  la 
valeur  absolue  de  x,  cet  âge  est  68  —  x' ^  c'est-à-dire 
Q'^-^-x.  De  même,  à  l'époque  cherclice,  l'âge  du  fils  est 
4oH-a:;  or  on  doit  avoir 

68  -1-  a:  =  (  4o  H-  -^  y  X  ">.. 

Comme  on  trouve  x=  —  12,  on  en  conclut  que  l'âge  du 
père  a  été,  il  y  a  douze  ans,  double  de  celui  du  fils. 

En  Algèbre,  lorsqu'une  quantité  variable  peut  être 
comptée  dans  deux  sens  opposés,  comme  le  temps  dans 
le  présent  ou  dans  l'avenir;  les  longueurs  sur  une  même 
ligne  à  partir  d'un  point  fixe;  la  fortune  d'un  négociant 
qui  peut  être  active  ou  passive,  etc.,  on  convient  de  re- 
garder comme  positives  les  grandeurs  comptées  dans  un 
sens  et  comme  négatives  les  grandeurs  comptées  dans 
l'autre  ;  l'avantage  que  l'on  retire  de  cette  convention  est 
de  comprendre  sous  un  seul  énoncé  plusieurs  questions 
du  même  genre. 

Problème  des  courriers.  —  Deux  mohilcs  A  et  B  partoni 
simultanément  de  deux  points  V  et  Çl  et  chc?ninrnt  sur 
la  droite  PQ,  le  premier  parcourant  a  înètres  par  se- 
conde, le  second  h  mitres  par  seconde;  la  distance  PQ  est 
de  l  mètres  :  on  demande  à  quelle  époque  leur  rencontre 
a  lieu. 

Convenons  de  regarder  comme  positives  les  distances 
parcourues  dans  le  sens  PQ  et  comme  négatives  les  dis- 
tances parcourues  dans  le  sens  QP;  convenons  de  regarder 
les  temps  passés  comme  négatifs,  les  ternps  à  venir  comme 
positifs. 

Soit  jr  la  distance  à  laquelle  la  rencontre  a  lieu,  comptée 
à  partir  du  point  P,  le  sens  positif  étant  toujours  PQ  ;  nous 
désignerons  par  R  le  point  de  rencontre  ;  la  distance  PR 
est  égale  en  valeur  absolue  au  temps  employé   à  la  par- 
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courir,  que   nous  désignerons  par  t  multiplié  par  a,    en 
sorte  qu'en  valeur  absolue  on  a 

(l)  x=zat. 

Voyons  si  cette  égalité  a  encore  lieu  quand  on  a  égard 
aux  signes.  1°  Supposons  a  el  t  positifs.  Si  a  est  positif, 
le  point  A  se  meut  de  P  vers  Q  ;  si  ^  est  positif,  la  ren- 
contre aura  lieu.  Donc  le  point  R  est  placé  du  côté  de  Q 
par  rapport  au  point  P,  comme  dans  la //g-,  i;  par  consé- 
quent j::  est  positif,  et  par  conséquent  la  formule  (i)  est 

Fig.  I. 


exacte,  i""  Si  a  est  positif,  mais  t  négatif,  le  point  A  se 
meut  dans  le  sens  PQ,  mais  la  rencontre  a  eu  lieu.  Le 
point  R.,  cette  fois,  se  trouve  du  côté  opposé  à  Q  par  rap- 
port à  P,  comme  dans  ^a  fig.  1  ;  alors  x  est  négatif,  at  est 
négatif  aussi  ;  donc  la  formule  (i)  convient  encore  à  ce  cas. 
3"  Si  a  est  négatif  et  t  positif,  la  rencontre  aura  lieu, 
mais  le  point  A  se  meut  dans  le  sens  QP,  en  sorte  que  R 
se  trouve  encore  placé  comme  dans  la  fig.  2,  et  x  esl 
négatif  ainsi  que  at.  La  formule  (i)  convient  encore  à  ce 

Fig.  2. 


cas.  4°  Si  a  et  t  sont  négatifs  tous  deux,  la  rencontre  a 
eu  lieu,  et,  comme  le  point  A  se  meut  dans  le  sens  QP, 
le  point  R  se  trouve  placé  comme  dans  la  fig.  i;  x  est 
donc  positif  comme  af. ,  et  la  formule  (i)  est  encore 
exacte  dans  ce  cas. 

Si  nous  désignons  par  r  la  distance  parcourue  par  le 
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point  B  entre  Q  et  R.,  une  discussion  analogue  à  la  pré- 
cédente fournit  l'équation 

(2)  y=zbt. 
Gela  posé,  je  dis  que  l'on  a 

(3)  .r.-j==/. 

Cette  équation  est  évidente  si  x  et  y  sont  positifs  tous 
deux,  car  alors  le  point  de  rencontre  se  trouve  placé 
comme  le  point  R'  de  la  fg.  i ,  et  l'on  a 

PR'— QR'==PQ 
ou 

X  —y—  l. 

Mais,  si  la  rencontre  a  lieu  entre  P  et  Q  au  point  R  de  la 

Jig.  I,  on  a 

PR  +  RQ  r=r  PQ. 

MaisPR  — X,  RQ=:  —y,  puisque  j  est  négatif,  etPQ=/: 
on  a  donc 

Enfin,  si  le  point  de  rencontre  se  trouve  placé  comaie  le 
point  R  de  là  Jig.  2,  on  a 

QR  —  PR  =  PQ. 
Ici  on  a 

QR~— jr,      PR— —  .r,      et     PQ  — /; 

donc 

.v—y  =  l; 

la  formule  (3)  peut  donc  être  considérée  comme  parfaite- 
ment établie.  Pour  résoudre  le  système  des  équations  (i), 
(2),  (3),  il  suffît  de  retrancher  l'équation  (2)  de  l'équa- 
tion (i)  ;  il  vient  alors 

X  -yzrz'a—  b]t, 
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et,  en  comparant  avec  Téquation  (3), 

l  =z:{^a  —  è];, 
d'où 

(4) 

Les  équations  (i)  et  (2)  donnent  alors 
al  bl 
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a  —  0  a  —  h 

Proposons-nous  de  résoudre  la  question  suivante  : 

Deux  mobiles  parlent  simultanément  de  deux  points  P 
et  Q;  ils  marchent  à  la  rencontre  l'un  de  l'autre.  Le 
premier  parcourt  10  mètres  par  seconde,  le  second 
40  mètres;  la  distance  PQ  est  de  i  aSo  mètres  :  au  bout 
de  combien  de  temps  se  rencontreront-ils? 

Pour  trouver  ce  temps,  il  suffit  de  faire  dans  la  for- 
mule (4)  /égal  à  i25o,  a  égal  à  10  et  /;>  égal  à  — 4^;  on 
trouve  ainsi 

i25o  ^ 

10  +  40 

Bien  que  le  problème  des  courriers  soit  éminemment 
propre  à  mettre  en  évidence  les  avantages  que  l'on  tire  de 
l'interprétation  des'quantités  négatives,  nous  allons  encore 
traiter  une  question  d'Arithmétique  d'une  grande  impor- 
tance et  qui  se  trouve  considérablement  simplifiée  par  les 
théories  précédemment  exposées  :  je  veuxparler  de  l'étude 
des  erreurs  relatives. 


IX.   —  THÉORIE  DES  ERREURS  RELATIVES. 
Lorsque  l'on  ne  peut  pas  calculer  exactement  un  nombre, 
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on  cherche  à  qn  approcher;  la  différence  entre  le  nombre 
exact  et  le  nombre  approché  porte  le  nom  à^ erreur  absolue. 
Cette  erreur  peut  être  par  excès  ou  par  défaut,  selon  que 
le  nombre  approché  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  le 
nombre  exact.  Nous  regarderons  comme  positives  les  er- 
reurs par  excès  et  comme  négatives  les  erreurs  par  défaut, 
en  sorte  que,  A  étant  le  nombre  exact,  a  le  nombre  ap- 
proché. Terreur  sera  toujours  en  grandeur  et  en  signe 
a  —  A. 

On  appelle  erreur  relative  l'erreur  absolue  divisée  par 
le  nombre  exact. 

Théouème  I.  —  L'erreur  relative  cl' uji  produit  de  deux 
facteurs  est  égale  à  la  somme  des  erreurs  relati^^es  de 
ses  facteurs  augmentée  du  produit  des  mêmes  erreurs. 

En  effet,  soient  A  et  B  les  facteurs  exacts  du  produit, 
a  et  /3  les  erreurs  absolues  de  ces  mêmes  facteurs;  les 
nombres  approches  aet  ^  seront  donnés  par  les  formules 

fl  =  A  -h  a, 

^  =  B  -i-  /3. 

Quels  que  soient  les  signes  de  a  et  P,  on  déduit  des  éga- 
lités précédentes 

rt^=AB-i-Ap-r-Ba  -f-ap. 

En  retranchant  AB  aux  deux  membres  de  cette  équation 
et  en  divisant  par  AB,  on  a 

ab  —  AB  _  P_  a     ^     «1^  ^ 

Âîî        ~  B         A        Âlï* 

Si  l'on  observe  que  ab  —  AB  est  en  grandeur  et  en  signe 

,       ,  ,  ,    .      ah  —  AB    ,  ,   . 

Terreur  absolue  du  produit,  — — —  désignera  son  erreur 
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relative,  -  •>  -  seront  les  erreurs  relatives  de  ses  facteurs,  et 
A    B 

l'égalité  précédente  démontre  le  théorème  énoncé. 

On  voit  encore  dans  cet  exemple  combien  l'usage  des 

quantités  négatives  simplifie  l'énoncé  des  théorèmes  et  leur 

démonstration. 

Théorème  II.  —  L'erreur  relative  d'un  quotient  est 
sensiblement  égale  à  la  fîifférejice  des  erreurs  relatives 
du  dividende  et  du  diviseur. 

Soient  D  le  dividende  exact,  d  l'erreur;  A  le  diviseur 
exact,  d  l'erreur;  Q  le  quotient  exact,  q  l'erreur  :  on  a 

D 

{■)  Q-,' 

le  quotient  approché  est 


on  a  donc 


ou  bien 


D  H-  d 


A  -h  ^        a' 


q== 


A(A  -f- tfj 

Si  nous  divisons  les  équations  (i)  et  (2)  membre  à  membre, 
il  vient 

1  _  i 
<7   _   D  ~    A 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  l'erreur  relative 
du  quotient,  le  second  membre  doit  donc  être  une  autre 
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expression  de  cette  erreur.  11  est  sensiblement  égal 


D  ~  o' 


si  l'on  observe  que  —  est  en  général  très-petit,  ce  qui  dé- 
montre le  théorème  en  question.  "" 


X.  —  DES  SOLUTIONS  DE  LA  FORME  -  • 

G 

Pvappelons  que  l'on  appelle  limite  d'une  quantité  va- 
riable une  quantité  fixe  dont  cette  quantité  variable  peut 
s'approcher  indéfiniment,  c'est-à-dire  de  telle  sorte  que 
la  différence  entre  ces  deux  quantités  puisse  être  prise 
moindre  en  valeur  absolue  que  toute  quantité  donnée. 

On  dit  qu'une  quantité  variable  est  infinie  quand  on  a 
l'intention  de  la  faire  croître  indéfiniment;  ainsi  il  est 
absurde  de  dire  qu'une  quantité  qui  ne  varie  pas  est  in- 
finie,  et  zéro  peut  être  une  valeur  particilière  d'une 
quantité  infinie.  On  voit  quelle  différence  il  existe  entre 
l'infini  métaphysique,  qui  est  une  chose  complètement 
vague  et  incompréhensible,  et  l'infini  mathématique,  qui 
se  définit  d'une  manière  très-précise. 

On  dit  qu'une  quantité  est  infiniment  petite  quand  elle 
a  zéro  pour  limite. 

Le  symbole  —  peut  se  présenter  comme  solution   d'un 

problème  et  représente  alors  Vinfini;  mais  cette  locu- 
tion ne  présente  aucun  sens  si  on  la  prend  à  la  lettre,  et 

la  solution  —  ne  sera  censée  représenter  l'infini  que  si  au 

zéro  on  substitue  mentalement  une  quantité  variable  et 
infiniment  petite.  Essayons  de  nous  faire  comprendre  par 
un  exemple  : 
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Concevons  un  courrier  A  marchant  avec  une  vitesse 
de  a  mètres  par  seconde  dans  le  même  sens  cjuun  cour- 
rier B  parcourant  h  mètres  par  seconde  :  on  demande  à 
quelle  époque  ils  se  rencontreront,  la  distance  à  laquelle 
ils  se  trouvent  l'un  de  l'autre  étant  l  au  moment  du 
départ. 

Nous  avons  déjà  résolu  ce  problème,  et,  en  désignant 
par  t  le  temps  qui  s'écoule  depuis  le  moment  du  départ 
jusqu'au  moment  de  la  rencontre,  on  a 


Si  dans  cette  formule  on  fait  a=:ib,  on  trou\e 


on  peut  alors  dire  que  les  courriers  se  rencontrent  à  l'in- 
fini; mais  voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  cette  locution.  A 
proprement  parler,  ils  ne  se  rencontrent  pas  du  tout  quand 
«— Z»,  c'est-à-dire  quand  ils  marchent  tous  deux  avec  la 
même  vitesse;  mais,  si,au  lieu  de  faire  brusquement  <^— Z» 
on  suppose  «fixe  et  b  variable,  a  —  h  prendra  diverses  va- 
leurs, et  l'on  voit  que  t  deviendra  d'autant  plus  grand  que 
a  —  Z»  sera  plus  petit,  car  une  fraction  est  d'autant  plus 
grande  que  son  dénominateur  est  plus  petit,  et  croît  au 
delà  de  toute  limite  quand  son  dénominateur  tend  vers 
zéro,  c'est-à-dire  devient  infiniment  petit.  Ainsi,  dire 
pour  a=ib,  t  est  infini,  c'est  énoncer  d'une  manière 
abrégée  la  proposition  suivante  : 

Le  temps  au  bout  duquel  la  rencontre  des  courriers  a 
lieu  croit  au  delà  de  toute  limite  à  mesure  que  la  difjé- 
rence  des  espaces  a  et  b  parcourus  dans  une  seconde  tend 
vers  zéro  ^ 

L.  —  A'^cbre,   I,  g 
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XI.   —  THÉORÈMES  SUR  LES  LIMITES. 

Théorème  I.  —  Si  deux  quantités  sont  constamment 
égales,  si  Vune  d'elles  admet  une  limite,  Vautre  en  ad- 
met une  aussi,  et  ces  deux  limites  sont  égales. 

En  effet,  soient  a  et  b  les  quantités  variables  et  A  la 
limite  de  a;  A  —  a  peut  devenir  moindre  en  valeur  ab- 
solue que  toute  quantité  donnée.  Il  en  sera  de  même  de 
A  —  ^,  qui  lui  est  égal;  doue,  par  définition,  A  est  la 
limite  de  b. 

ÏHÉORÎiME  II.  —  La  limite  dhine  somme  algébrique 
est  égale  à  la  somme  algébrique  des  limites  de  ses 
parties. 

Soient,  en  effet,  x,  y,  z^  ...  des  quantités  variables, 
a,  ^,  c,  ...  leurs  limites  respectives;  soient  enfin  a  la 
différence  a  —  x,  (3  la  différence  b  — y.    .  .  . ,  on  aura 

a  =■  X -i- a,         b=^y-\-^,  ..., 

d'où 

a  -r~b  -r-.  .  .=z  X  -\-y  -^. .  .+  a  -+-  p  +. . .; 

mais  a,  (3,  ...  peuvent  être  pris  chacun  moindres  que 
toute  quantité  donnée,  puisque  ces  quantités  représentent 
les  différences  entre  les  variables  et  leurs  limites;  si 
donc  les  quantités  x,  y,  z,  ...  sont  en  nombre  limité, 
«,  (3,  ...  seront  en  nombre  limité,  et  leur  somme  pourra 
être  rendue  moindre  que  toute  quantité  donnée,  ce  qui 
revient  à  dire  que  a  +  h  -+-  .  .  .  ei  x  -{-y  +  .  .  .  peuvent 
différer  l'un  de  l'autre  d'aussi  peu  que  l'on  veut  ;  en  d'autres 
termes,  on  a 

«  +  ^  -h  .  ..=:lim(.r  H- j  -f-  . .  .). 

11  est  essentiel  de  remarquer  que  nous  avons  supposé  le 
nombre  des  parties  de  la  somme  variable  limité;  s'il  n'en 
était  plus  ainsi,  le  théorème  précédent  pourrait  tomber  en 
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défaut  ;  c'est  ce  que  nous  établirons  nettement  un  peu 
plus  tard. 

Théorème III. — La  limite  d'un  produit  de  plusieurs 
facteurs  est  égale  au  produit  des  limites  de  ces  facteurs. 

Pour  le  démontrer,  désignons  par  x,  y,  z,  .  .  .  les  fac- 
teurs variables,  par  a,b,  c,  ...  leurs  limites  respectives; 
posons 

oc  —  «n^a,      X  —  h  ■=.'^^      z  —  c=:y,       ..,; 

a,  |S,  y,  ...  pourront  être  pris  aussi  petits  que  l'on  voudra, 
et  l'on  aura 

.r  =  «  -I-  a,      j^  =  ^  -h  .3,      z  =  c  4-  7,       .  .  . , 
OU  bien 

xyz  .  .  ,  Tzzi  [  rt  -I-  a  J  f  ^  -f  j6  ]  (  c  4-  7  ) .  .  .  . 

Si  l'on  efTectue  les  multiplications  indiquées,  on  trouve 

xjz .  .  .  =:  abc .  .  .  -i-  w, 

0)  désignant  un  ensemble  de  termes  dans  chacun  desquels 
entre  comme  facteur  l'une  des  quantités  a,  |3,  y,  ...; 
chacun  de  ces  termes  peut  donc  être  pris  aussi  petit  que 
l'on  veut,  et  leur  somme  w  par  conséquent  aussi;  donc  la 
différence  00  entre  xyz,  .  .  et  abc.  .  .  peut  être  prise  aussi 
petite  que  l'on  veut;  en  d'autres  termes,  xyz.  .  .  a  pour 
limite  abc.  ...  c.  q.  r.  d. 

Il  faut  observer  que,  en  supposant  que  nous  pouvions 
prendre  w  moindre  que  toute  quantité  donnée,  nous 
avons  implicitement  admis  que  le  nombre  des  termes 
contenus  dans  w  était  limité,  ce  qui  suppose  enfin  le 
nombre  des  facteurs  x,y,  z,  .  .  .  limité. 
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Théorème  IV.  —  La  limite  d'un  quotient  est  égale  au 
quotient  des  limites  du  dividende  et  du  diviseur. 

En  effet,  soient  D  le  dividende,  d  le  diviseur,  q  le  quo- 
tient; on  a 

B=dq, 

limD  =2  \\mdq  --  \\md  \\mq, 
d'où 

,.  limD 

limr7  =  -- .  C.Q.F.D. 


XIÎ.   —  SUR  LES  SOLUTIONS  DE  LA  FORME  ^,  -,   

G      CO 

En  résolvant  l'équation  d'un  problème,  on  peut  trouver 

une  solution  de  la  forme  -  -,  en  général,  ce  symbole  indique 

une  indétermination  dans  les  équations  du  problème,  el 
par  suite  dans  le  problème  lui-même.  Toutefois,  la  solu- 
tion que  l'on  trouve  ainsi  peut  provenir  d'une  solution 
plus  générale  dans  laquelle  on  a  donné  des  valeurs  parti- 
culières à  certaines  lettres  qui  entraient  comme  données 
dans  le  problème  ;  il  peut  arriver  alors  que  le  problème  ne 
soit  pas  réellement  indéterminé  :  c'est  ce  que  nous  allons 
constater  sur  un  exemple. 

Problîsme.  —  Du  sommet  d'un  angle  droit  DO  A  comme 
centre  on  décrit  un  cercle  {fig-  3  );  par  deux  points  M  et  N 
de  ce  cercle  on  fait  passer  une  droite  MN  ;  les  distances  MP 
et  NQ  des  points  M  et  N  à  la  droite  Ot)  sont  respective- 
meîit  d  et  à',  le  raj  on  du  cercle  est  a  :  on  demande  de  cal- 
culer la  ligne  AO. 

Désignons  AO  par  x.  Les  triangles  ABM,  MON,  sem- 
blables, donnent 

AB        ]\ÏC 

BM  ~  CN 
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y/«2  _    ^2  y/^,2  _  J/2  _  ^/^y2  _  ^2 

Cette  équation  donne 

{,) 


Si  l'on  fait  d  ^^  ^' ,  on  trouve 


a;  r=  6^  -+- 


Fig.  3. 


La  ligne  AO,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  est  réelle- 
ment indéterminée,  puisque  toute  droite  passant  en  M 
passe  aussi  en  N  lorsque  â  est  devenu  égal  à  ô'  ;  cependant 
le  point  A  tend  vers  une  position  limite  à  mesure  que  le 
point  N  s'approche  de  N;  cette  position  limite  est  l'endroit 
où  la  tangente  au  cercle  en  M  vient  rencontrer  OA  ;  la 
quantité  x  a  donc  une  valeur  limite  que  l'on  peut  se  pro- 
poser de  déterminer  à  l'aide  de  la  formule  (i).  Pour  y  ar- 
river, il  suffit  de  multiplier  par  ^a^ — d'--{-  \Ja^ — d'^  les 
deux  termes  de  la  fraction  qui  entre  dans  la  formule  (i); 
on  trouve  ainsi 
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OU  bien 


X    ^=   à     -{ ^ '■ r ^^  O 

Les  deux  membres  de  cette  formule  sont  constamment 
égaux  :  donc  leurs  limites  sont  égales;  or  la  limite  de  la 
fraction  qui  entre  dans  la  formule  précédente  est  égale  au 
quotient  des  limites  de  ses  deux  termes  (th.  III,  p.  1 16); 
la  limite  de  \ja- — é'^,  quand  ô'  tend  vers  c^,  est  sja^ — â'^, 
comme  il  est  facile  de  le  prouver  par  un  raisonnement 
très-simple  ;  donc  enfin 


ou 


liniuC  z=.  — -, 

résultat  exact,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  constater  direc- 
tement. 

Il  serait  difficile  de  donner  des  règles  précises  pour 
lever  l'indétermination  apparente  que  l'on  rencontre  dans 
la  résolution  des  problèmes.  Le  plus  souvent  les  quantités 

C  00 

limites   qui  se  présentent  sous  la   forme  -  ou  même   — 

*  .^  O  00 

prennent  des   valeurs    déterminées    après  la  suppression 

d'un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  l'raction,  qui 

,      .         G         oo 
devient  -  ou  — • 

o  00 

...                             ,        ,,                 .        a^-h^  h 
Ainsi,  par   exemple,  1  expression  ^ . •>  qui  repré- 
sente  l'aire  d'un   trapèze  dont   la  hauteur  est  h  et  dont 
les  bases  sont  a  et  b,  se  présente  sous  la  forme  -  quand  on 
y  fait  a  =  b,  c'est-à-dire  quand  le  trapèze  devient  un  parai- 


li 
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lélogramme;  cette  indétermination  apparente,  ou  plutôt 
celte  absurdité  apparente,  disparaît  lorsqu'on  a  supprimé 

aux  deux  termes  de  la  fraction r-  le  facteur  a  —  b. 

Cl  —  0 

L'aire  du  trapèze  prend  alors  la  valeur 


'«+  h)- 
'  1 


Cette  dernière  expression  est  toujours  égale  à  la  pré- 
cédente; leurs  limites  sont  donc  égales  lorsque  l'on  fait 
tendre  b  vers  «,  et  l'on  trouve,  dans  ce  cas, 


1  ah  , 

z=z  ah 

1 


c'est  l'expression  connue  de  l'aire  du  parallélogramme. 

Proposons-nous  de  trouver  la  limite  vers  laquelle  tend 
l'expression 


Lorsque  n  augmente  indéfiniment,  cette  expression  est 
une  de  celles  qui  se  présentent  sous  la  forme  — -•  On  a 


n-\-  i  Il  ^ 

n  —  I  I  ' 

n 
donc 

I  _i —       lim  (  I  H —  1        I  -T-  lim  - 
lim =  Imi = ^^  — —  I 

'^  ~~  I lim  (  I I        I  —  lim  - 

n  \  n  n 
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EXERCICES. 

'J .  Diophante  passa  dans  sa  jeunesse  le  -  de  l'âge  qu'il  vécut,  — 

O  12 

dans  l'adolescence  ;  ensuite  il  se  maria  et  passa  dans  cette  union  le  - 

7 
de  sa  vie  augmenté  de  5  ans  avant  d'avoir  un  fils,  auquel  il  survécut 
de  4  ans,  et  qui  n'atteignit  que  la  moitié  de  l'âge  où  son  père  est 
parvenu.  Quel  âge  avait  Diophante  lorsqu'il  mourut?  (Traduction  d'un 
passage  grec  trouvé  dans  un  Recueil  d'épigrammes.) 

2.  a  bœufs  en  //?  jours  ont  mangé  a  mètres  carrés  d'herbe;  b  bœufs 
en  n  jours  ont  mangé  p  mètres  carrés  d'herbe  :  combien  c  bœufs  en 
p  jours  mangeront-ils  d'herbe,  en  admettant  que  l'herbe  croisse  pendant 
qu'ils  mangent?  (Posé  en  d'autres  termes  dans  \ Arithmétique  univer- 
selle de  Newton.) 

3.  A  quelles  heures  ont  lieu  les  rencontres  des  aiguilles  d'une 
montre  ? 

L'aiguille  des  heures,  celle  des  minutes  et  celle  des  secondes  peuvent- 
elles  se  rencontrer  ailleurs  que  sur  midi  ? 

4.  Un  homme  entre  dans  une  église  avec  une  somme  composée  de 
pièces  de  i^'\  il  donne  aux  pauvres  autant  de  sous  qu'il  a  de  pièces 
de  2^';  Dieu  change  les  pièces  de  i^'  qui  lui  restent  en  pièces  de  ô^""; 
l'homme  rentre  chez  lui  avec  le  double  de  ce  qu'il  ivait  en  entrant 
dans  l'église,  après  avoir  dépensé  7  pièces  deô^*"  :  quelle  somme  avait-il 
d'abord  ? 

Les  quatre  problèmes  suivants  sont  extraits  de  l'Algèbre  d'Euler, 
où  le  lecteur  pourra  trouver  des  énoncés  très-originaux. 

5.  Quelqu'un  a  deux  gobelets  d'argent  avec  un  seul  couvercle  pour 
tous  les  deux;  le  premier  pèse  12  onces,  et  si  l'on  y  met  le  couvercle  il 
pèse  deux  fois  plus  que  l'autre  gobelet  ;  mais,  si  l'on  couvre  l'autre 
gobelet,  celui-ci  pèse  trois  fois  plus  que  le  premier  :  trouver  le  poids 
du  second  gobelet  et  celui  du  couvercle. 

6.  Un  père  laisse  à  sa  mort  quelques  enfants  avec  un  bien  qu'ils 
partagent  comme  il  suit  ■ 
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Le  premier  reçoit  loo  écus,  plus  la  dixième  partie  du  reste, 
Le  deuxième    »    200     »  » 

Le  troisième    ■»    3oo     »  » 

et  ainsi  de  suite  ;  le  bien  se  trouve  ainsi  également  partagé  entre  tous 
les  enfants;  trouver  leur  nombre  et  la  part  de  chacun  d'eux. 

7.  Un  capitaine  a  trois  compagnies,  l'une  de  Suisses,  l'autre  de  Souabes, 
la  troisième  de  Saxons;  il  veut  donner  un  assaut  avec  ces  troupes 
et  il  promet  une  récompense  de  901  écus  à  distribuer  comme  il  suit  : 

Chaque  soldat  de  la  compagnie  marchant  la  première  à  l'assaut 
recevra  un  écu,  et  le  reste  sera  distribué  également  aux  autres  com- 
pagnies. 

Si  les  Suisses  donnent  les  premiers,  chaque  soldat  des  autres  com- 
pagnies reçoit  -  écu  ;  si  les  Souabes  donnent  les  premiers,  chaque 
soldat  des  autres  compagnies  reçoit  -  d'écu  ;  enfin,  si  les  Saxons  donnent 

les  premiers,  chacun  des  soldats  des  autres  compagnies  reçoit  -  d'écu  : 

4 
de  combien  d'hommes  se  compose  chaque  compagnie? 

8.  Une  femme  porte  des  œufs  au  marché;  elle  en  vend  à  une  pre- 
mière personne  la  moitié  plus  la  moitié  d'un  œuf,  à  une  seconde 
personne  la  moitié  de  ce  qui  lui  reste  plus  la  moitié  d'un  œuf,  à  une 
troisième  personne  la  moitié  de  ce  qui  reste  plus  la  moitié  d'un  œuf; 
il  se  trouve  alors  qu'elle  a  tout  vendu  :  combien  avait-elle  d'œufs  en 
arrivant  au  marché? 

9.  Calculer  la  hauteur  d'un  triangle,  connaissant  la  base  et  la  lon- 
gueur de  la  parallèle  menée  à  la  distance  d  de  cette  base  et  terminée 
aux  deux  autres  côtés  de  ce  triangle.  (Discuter  la  solution.  ) 

10.  Calculer  les  segments  interceptés  par  les  bissectrices  de  l'angle 
d'un  triangle  sur  la  base  opposée,  connaissant  les  trois  côtés  de  ce 
triangle. 

11.  Il  est  bon  d'observer  et  de  retenir  que  le  système  suivant  est 
incompatible  ou  indéterminé  : 

bz  —  CY  =:  A, 

af—  bx  --  C; 
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s'il  n'est  pas  incompatible,  on  doit  avoir  identiquement 
«A  -h  bB  -h  cCi  =  o. 


12.  Des  formules 


ax  -h  bf  -h  cz  =  I, 
«'xH-  b'x  -+-  c'z  =  I, 


ax' -^  bf  -+-  cz'  =  I, 

a'x' -\-  b'f'+-  c'z'  =1^ 

on  tire 

X  —  .r' 

y -y' 

ca'  —  ac' 

_     z  —  z'_a~a'          b~b'            c~c' 

bc'  —  cb' 

ah'  —  ba'      fz' —  zf      zx'  —  xz'      xf  —  fx'' 

(Plucker). 

Le  lecteur  fera  bien  de  résoudre  par  l'Algèbre  les  règles  d'intérôt, 
de  partages  proportionnels  et  d'alliage  ou  de  mélange;  ces  dernières 
surtout  se  résolvent  ainsi  avec  une  extrême  facilité.  Voici  du  reste 
quelques  problèmes  que  l'on  trouve  proposés  dans  les  cours  d'Arith- 
métique, mais  dont  la  solution  dépend  facilement  des  équations  du 
premier  degré. 

13.  Une  fontaine  coulant  seule  remplit  un  bassin  en  a  heures;  une 
seconde  fontaine  coulant  seule  le  remplirait  en  b  heures  :  combien  leur 
faudrait-il  de  temps  pour  le  remplir  si  elles  coulaient  simultanément  ? 

14.  On  a  deux  billets,  l'un  do  looo^''  payable  dans  3  mois  escompte 
3  pour  100,  l'autre  de  aSoo^'"  payable  dans  deux  mois;  on  propose 
d'acheter  ces  deux  billets  moyennant  une  somme  de  3409^'"  payable 
dans  i5  jours  :  à  quel  taux  se  trouverait  ainsi  escompté  le  second 
billet  ? 

15.  Un  individu  achète  une  montre  et  sa  chaîne;  il  dépense  ainsi  la 
moitié  de  la  somme  qu'il  possède  dans  son  porte-monnaie  ;  réfléchis- 
sant qu'il  a  fait  une  mauvaise  affaire,  il  revend  sa  montre  aux  trois 
quarts  du  prix  où  il  l'a  achetée,  et  sa  chaîne  au  double  du  prix  qu'il 
l'a  payée;  il  se  trouve  alors  en  possession  de  5.00*''";  s'il  avait  revendu 
sa  montre  lo*"'  de  plus  et  sa  chaîne  loo^"",  il  serait  rentré  dans  ses 
fonds  :  quelle  somme  possédait-il,  et  combien  a-t-il  acheté  la  chaîne 
et  la  montx'^e? 
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16.  Trouver  une  fraction  qui  augmente  de  —  quand  on  ajoute  3  à 

ses  deux  termes  et  qui  diminue  de  —  quand  on  retranche  a  de  ses 
deux  termes. 

17.  Un  enfant  a  des  billes  dans  chacune  de  ses  mains;  s'il  en 
retire  4  de  la  main  gauche  pour  les  mettre  dans  la  main  droite,  il  aura 
deux  fois  plus  de  billes  dans  la  main  droite  que  dans  la  main  gauche  ; 
si  au  contraire  il  retire  deux  billes  de  la  main  droite,  il  aura  quatre 
fois  plus  de  billes  dans  la  main  gauche  que  dans  la  main  droite  :  com- 
bien a-t-il  de  billes  dans  chaque  main  ? 

18.  On  appelle  carré  magique  une  sorte  d'échiquier  contenani 
722  cases  ;  dans  chaque  case  on  écrit  un  nombre,  de  telle  sorte  que  la 
somme  des  nombres  inscrits  dans  une  môme  ligne  horizontale  ou  verti- 
cale soit  la  môme  quelle  que  soit  la  ligne  considérée.  Voici  un  exemple 
de  carré  magique  : 


6 

5 

8 
3 

7 

2 

9 

4 

On  voit  que  la  somme  des  nombres  placés  dans  une  même  rangée 
horizontale  ou  verticale  donne  i5;  la  somme  des  nombres  placés  dans 
une  diagonale  donne  i5  aussi.  La  formation  d'un  carré  magique  dépend 
de  la  résolution  de  plusieurs  équations  du  premier  degré  ;  ces  équations 
sont  en  nombre  inférieur  à  celui  des  inconnues,  mais  les  solutions 
doivent  ôtre  entières. 

19.  AB  désignant  la  distance  de  deux  points  comptée  de  A  vers  B 
sur  un  axe  fixe,  AB  aura  un  signe  et  l'on  aura  AB  =  —  BA;  cela  posé, 
prouver  que,  si  l'on  a  trois  points  en  ligne  droite  A,B,C,  on  a  toujours 

AB-+-BG=3  AG; 

si  l'on  a  quatre  points  en  ligne  droite  A,B,G,D,  on  a 
AB.GD  +  AD.BG  -h  AG.DB  =  o-. 
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SI  P  et  Q  sont  les  points  où  les  bissectrices  de  l'angle  A  d'un  trian^lo 
rencontrent  la  base  BC,  on  a  ° 

PB.RGh-PG.QB  =  o. 

20.  Trouver  des  valeurs  de  ^  et  j  satisfaisant  aux  inégalités 

ax  -^hy'y  c,     a' x  ^-  h' y  >  c. 

21.  Trouver  la  limite  des  quantités  suivantes  : 
lim pour    x      ., 

pour    a  =z  h^ 

pour       X  =:  00  , 

pour    X  =  n. 


x'*  - 

-   I 

X  — 

I 

v/«- 

-sTb 

lim 

a  —  b 


,.     x^-^-x 

Iim  — 

x^  —  I 


,.      smx  ~  smn 

lim 

cosx  —■  cosn 


22.  Si  l'on  joint  les  milieux  A',  B',  G'  des  côtés  d'un  triangle  ABG,  on 
obtient  un  nouveau  triangle  A'B'G';  si  l'on  joint  -les  milieux  A",  B",  G* 
des  côtés  de  A'B'G',  on  obtient  un  nouveau  triangle  A"B"C",  et  ainsi  de 
suite  :  prouver  que  les  points  A^  B",  G'*  ont  pour  limite  pour  /?  =  oo  le 
centre  de  gravité  du  trianp-le 

23.  Soit  X  un  nombre  quelconque  ;  posons 

prouver  que  Xn  a  pour  limite  i  quand  n  =  co  . 

24.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  rectangle,de  périmètre  donné. 
(On  calculera  la  base  et  la  hauteur  du  rectangle  en  fonction  de  la  base 
et  de  la  hauteur  du  triangle.  ) 

25.  Trouver  les  rayons  de  deux  cercles,  connaissant  leurs  centres 
et  les  points  de  concours  de  leurs  tangentes  communes  intérieures  et 
extérieures. 
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26.  Calculer  les  côtés  d'un  triangle,  connaissant  trois  des  rayons 
des  cercles  qui  touchent  ses  côtés. 

27.  Étant  données  les  bases  et  la  hauteur  d'un  trapèze,  calculer  la 
longueur  de  la  ligne  parallèle  aux  bases  qui  partage  ce  trapèze  en 
deux  parties  équivalentes. 

28.  Dans  quel  rapport  une  droite  de  longueur  donnée,  parallèle  aux 
bases  d'un  trapèze,  partage-t-elle  les  côtés  non  parallèles  de  ce  trapèze  ? 

29.  Par  un  point  donné,  on  demande  de  faire  passer  une  droite  qui 
intercepte  sur  les  côtés  d'un  angle  donné  deux  segments  dont  la 
moyenne  harmonique  soit  une  ligne  donnée. 

30.  Deux  points  parcourent  des  droites  OA  et  OB  concourantes 
avec  des  vitesses  aQib\  ils  partent  en  môme  temps  de  points  A  et  B  : 
on  demande  de  prouver  qu'au  bout  d'un  certain  temps  (positif  ou 
négatif)  ils  se  trouveront  de  nouveau  à  une  distance  égale  à  celle  qu'ils 
avaient  au  moment  du  départ.  (Discuter  le  résultat.) 

N.  B.  —  Il  est  entendu  que  les  questions  de  Géométrie  posées  ci- 
dessus  doivent  être  résolues  avec  le  seul  secours  de  l'Algèbre. 

31 .  Étant  donnés  quatre  points  fixes  A,  B,  C,  D  dans  un  plan,  pour 
tout  point  M  de  ce  plan  on  aura 

r/.MÂ^H-/;.MB'+r.MC^-fr/.MD    ^  p, 

rt,  6,  c,  r/,/?  désignant  des  nombres  qui  restent  les  mêmes  quand  on 
fait  varier  la  position  du  point  M.  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  points  A,  B,  C  soient  en  ligne  droite  est  qued  =  o.  Étant 
donnés  les  points  A,  B,  G,  déterminer  D  de  telle  sorte  que 

a  =  b  —  c  =  d. 

32.  Étant  donnés  cinq  points  fixes  A,  B,  C,  D,  E  dans  l'espace,  pour 
tout  point  M  on  aura 

rt.MÂ'  ^  ^'.Î^Ïb'  -(-  c.MC^  +  d.m)'  +  c.m   =  p, 

a,  b,  c,  r/,  e,  p  désignant  des  nombres  indépendants  de  la  position  du 
point  M.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  A,  B,  G,  D 
soient  dans  un  même  plan  est  e  —  o. 
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33.  Troiivor  un  point  tel  que  ses  dislances  à  trois  droites  fixes  soient 
proportionnelles  à  trois  lignes  données.  Discuter  la  solution. 

34.  Trouver  dans  l'espace  un  point  tel  que  ses  distances  à  quatre 
plans  fixes  soient  proportionnelles  à  quatre  nombres  donnés.  Dis- 
cuter la  solution. 

3d.  Trouver  dans  un  plan  un  point  tel  que  ses  distances  à  trois 
points  donnés  soient  proportionnelles  à  des  nombres  donnes. 

36.  Trouver  dans  l'espace  un  point  tel  que  ses  distances  à  quatre 
points  donnés  soient  proportionnelles  à  des  nombres  donnés. 

37.  Sur  chaque  côté  d'un  triangle  T  on  donne  trois  segments,  et 
l'on  propose  de  trouver  dans  le  plan  du  triangle  un  point  tel  que, 
en  le  prenant  pour  sommet  d'un  triangle  .'ayant  pour  base  l'un  des 
segments  en  question,  les  sommes  des  aires  de  trois  triangles  ayant 
leurs  bases  sur  trois  côtés  différents  du  triangle  T  soient  les  mêmes. 

38.  Un  cône  solide  dont  la  densité  est  8  est  posé  par  sa  base  sur 
un  liquide  dont  la  densité  est  A  >  §  :  les  dimensions  de  ce  cône 
étant  données,  on  demande  de  combien  il  s'enfoncera  dans  le  liquide. 
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CHAPITRE  VI. 

DES  DÉTERMINANTS. 


I.   -    DÉFINITIONS. 

Lorsque  l'on  a  un  système  de  n^  quantités 


(lç)ty  flG)-i 


on  appelle  lignes  les  rangées  horizontales  ou,  si  l'on  veut, 
l'ensemble  des  lettres  affectées  du  même  premier  indice; 
les  colonnes  sont  les  rangées  verticales  ou  l'ensemble  des 
lettres  affectées  du  même  second  indice.  Ainsi  atj  sera 
Vêlement  de  la  i'^™"  ligne  et  de  la  f^^^  colonne. 

On  appelle  détenninant  (*)  du  système  des  n'^  élé- 
ments (i)  la  somme  de  tous  les  produits  obtenus  en  pre- 
nant un  élément  dans  chaque  ligne  et  dans  chaque  co- 
lonne, de  telle  sorte  que  dans  aucun  de  ces  produits  il  ne 
se  trouve  deux  éléments  appartenant  à  la  même  ligne  ou  à 
la  même  colonne  (c'est-à-dire  portant  même  premier  indice 
ou  même  second  indice)  ;  chacun  de  ces  produits  porte  un 
signe  déterminé  par  les  considérations  suivantes. 


(*)  D'après  Gauss  et  Jacobi;  résultante  d'après  Laplace  et  Caucliy.  Cau- 
chy  et  Jacobi  ont  aussi  employé  la  dénomination  de  sommes  alternées  avec 
la  notation  2±«,j  «,,.  ..«„„.  La  dénomination  de  déterminant  est  généra- 
lement adoptée. 
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Considérons  le  produit 

de  n  facteurs,  qui  fait  partie  du  déterminant;  eflectuons 
les  différences  des  premiers  indices  dans  l'ordre  où  ils  se 
présentent,  et  les  différences  des  seconds  indices  aussi 
dans  l'ordre  où  ils  se  présentent  (*),  et  formons  le  produit 
de  ces  différences,  à  savoir  : 

iz^  S      ^y  ~  '')'^^  -  ^)-  ■  '{t  -  ^)  -(^  -  y)-  '  -{t  -  y). .  .{t  -  s) 

^    ^   !    X(7)-^)(Ç-0...('^-D.(C-^)...(x-rJ...(x-7). 

Si  ce  produit  est  positif,  on  donne  au  terme  (2)  le 
signe  -\-\  on  lui  donne  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Je  dis  que  la  définition  précédente  est  nette  et  précise; 
en  d'autres  termes,  je  dis  que  le  signe  du  produit  (2)  est 
bien  déterminé  et  indépendant  de  Tordre  dans  lequel  on 

écrit  les  facteurs  a^^,  a^^, Pour  le  prouver,  il  suffit  de 

faire  voir  que  le  signe  en  question  ne  change  pas  quand 
on  intervertit  l'ordre  de  deux  facteurs  consécutifs  quel- 
conques, parce  qu'alors  on  pourra,  en  intervertissant 
successivement  l'ordre  d'un  certain  nombre  de  facteurs 
consécutifs,  faire  passer  tel  facteur  à  la  place  que  l'on 
voudra.  Considérons  donc  les  deux  facteurs  consécutifs 


^'^•/. 


du  produit  (2).  Les  permuter,  c'est  permuter  dans  le 
produit  (3)  les  lettres  p  et  y  d'une  part  dans  la  pre- 
mière ligne  de  ce  produit,  nr  et  ;)(^  d'autre  part  dans  la  se- 
conde ligne  du  même  produit  (3),  or  le   changement  de 


(*)  J'entends  par  là  que,  étant  donné  l'ordre  dans  lequel  les  facteurs  a 
sont  écrits  dans  le  produit  {-i),  les  différences  des  indices  on  question  doi- 
vent être  faites  en  retranchant  toujours  l'indice  j-recédent  de  l'indice  sui- 
vant. 
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p  en  q  altère  le  signe  de  la  seule  différence  q — p,  qui 
devient  p  —  q',  le  changement  de  ;(  en  u  altère  le  signe  de 
la  seule  différence  y^  —  u,  qui  devient  u- — y^',  ainsi,  la 
permutation  des  facteurs  a^^,  a^.^  introduit  un  double 
changement  de  signe  dans  le  produit  (3),  c'est-à-dire 
que,  en  définitive,  ce  produit  et  par  suite  le  produit  (2) 
conservent  leur  signe  quand  on  permute  leurs  facteurs. 

II.   —   PROPRIÉTÉS  DES  DÉTERMINANTS. 

Théorème  I.  —  Un  déterminant  conserve  sa  ^valeur 
quand  ses  lignes  deviennent  colonnes  et  que  ses  colonnes 
deviennent  lignes. 

En  effet,  soit  D  le  déterminant  des  quantités  (i),  D'  ce 
que  devient  ce  déterminant  quand  on  remplace  les  lignes 
par  les  colonnes.  D  et  D^  contiennent  tous  deux  le  terme 
axiay^.  ,  .  «;,  et  dans  D  comme  dans  DMe  signe  est  celui 
du  produit  (3). 

Théorème  IL  —  Lorsque  dans  un  délennijiant  on  per- 
mute deux  lignes  [ou  deux  colonnes),  ce  détermiiiant 
se  trouve  multiplié  par  —  i . 

En  effet,  soient /j  et  q  les  numéros  des  lignes  permutées  ; 
le  déterminant  est  une  somme  de  termes  de  la  forme 
dt .  .  .a^^^a^.^.  .  .  (*)  où  les  points  indiquent  des  lettres  man- 
quantes ne  portant  aucune  le  premier  indice  p  ou  q.  En 
permutant  les  deux  lignes  en  question,  on  permute  dans 
chaque  produit  les  indices  p  ei  q ',  mais  alors  le  signe  du 


(*)  Nous  avons  vu  que  l'on  pouvait  écrire  les  facteurs  dans  un  ordre 
quelconque;  nous  écrivons  alors  l'élément  a  à  côté  de  a  pour  faciliter 
le  raisonnement. 

L.  —  Alsèbre^  I.  t\ 
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produit  (3)  est  changé,  en  sorte  que  le  sigr.e  du  terme 
considéré  =!= .  .  .a^^a^.^.  .  .  est  simplement  changé;  cette 
proposition  étant  vraie  pour  tous  les  termes  du  détermi- 
nant considéré,  il  en  résulte  que  le  signe  de  ce  détermi- 
nant se  trouve  lui-même  changé.  c.  q.  f.  d. 

Théorî-me  III.  —  Un  déterminant  dans  lequel  il  existe 
deux  lignes  [ou  deux  colonnes)  identiques  est  nul. 

En  eftet,  supposons  que  la  p''"^^  et  la  7'^^°  ligne  soient 
identiques  :  en  les  permutant,  on  n'altère  évidemment 
pas  le  déterminant,  qui  reste  identique  à  lui-même;  mais, 
d'après  le  théorème  précédent,  il  doit  se  trouver  multiplié 
par  —  I.  En  appelant  D  la  valeur  du  déterminant  en  ques- 
tion, on  doit  donc  avoir  D  ~  — D,  c'est-à-dire  D  ~  o. 

c.  Q.  F.  D. 

Il  est  bon  de  faire  connaître  la  définition  que  Von  donne 
souvent  encore  du  signe  de  chaque  terme  dans  un  détermi- 
nant. On  suppose  un  terme  quelconque  ordonné  par  rap- 
port à  ses  fadeurs  de  telle  sorte  que,  par  exemple,  les 
premiers  indices  aillent  en  croissant.  On  dit  alors  que  le 
signe  du  terme  est-|-.çf'  le  nombre  des  immersions  est 
pair  et  —  si  le  nombre  des  inversions  est  impair;  d'ad- 
leurs  deux  lettres  forment  une  inversion  si  le  second  indice 
de  la  j)remière  est  plus  grand  que  le  second  indice  de  la 
seconde.  Celte  définition  est  couiprise  dans  la  nôtre, 
puisque  nous  avons  prouvé  que  nous  pouvions  écrire  les 
facteurs  d'un  produit  dans  un  ordre  arbitraire  sans  changer 
son  signe.  .' 

TiiÉORisME  IV.  —  Si  dans  un  déterminant  tous  les  élé- 
ments  d'uie  même  ligne  {ou  d'une  même  colonne)  sont 
nuls  à  V exception  d'un  seul,  ce  déterminant  se  réduit 
(tu produit  de  cet  élément  par  un  déterminant  de  degré 
moindre. 
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En  effet,  considérons  le  déterminant  (i)  et  supposons 
d'abord  rit^ 2  =  <Ti3=  a^-^  --=  .  .  .  z=  rt^„=  oet  «n  <o.  Si  nous 
appelons  s  le  signe  du  produit 

V=[B-  a)  (y  _  a)  ...  (v  -  a)  (y  -  (3)  (v  -  S)  ...  (v  -  ^), 
le   déterminant  (i)  pourra  se  représenter  par  le  symbole 

en  supprimant  alors  les  termes  pour  lesquels  a  >>  i ,  lesquels 
sont  nuls,  puisque  a^^  est  nul  pour  oc  >  i,  il  reste 

(D)  a^^^z'a^^ay^.  ,  .a,,,, 

é  désignant  ce  que  devient  le  signe  de  P  pour  a  =  i .  Ce 
signe  est  évidemment  celui  du  produit 

P'=(7-P)---(-'-|5)---(.--->!- 

On  voit  immédiatement  alors  que  l'expression  (D)  est,  par 
définition,  égale  au  produit  de  «h  par  le  déterminant 
obtenu  en  supprimant  dans  (i)  la  première  ligne  et  la 
première  colonne. 

Supposons  maintenant  que  tous  les  éléments  de  la 
j'ème  ligng  soient  nuls,  à  l'exception  de  ciij.  Échangeons  la 
i'^™®  ligne  successivement  avec  chacune  des  i — i  lignes 
placées  avant  elle;  le  déterminant  se  trouvera  multiplié 
par  (  — 1)'~%  mais  la  1'^"°  ligne  sera  devenue  la  première. 
Echangeons  la  /^™®  colonne  successivement  avec  chacune 
des  précédentes;  elle  deviendra  la  première,  et  le  déter- 
minant se  trouvera  multiplié  par  ( — i)'~'X( — ^i)-^~*  ou 
par  (  —  1)^+^.  Toutes  les  lignes  et  toutes  les  colonnes  auront 
conservé  leur  ordre,  à  l'exception  de  la  i'^°^°  ligne  et  de  la 
yième  colonne;  mais  l'élément  aij  occupe  la  première  place, 
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et  nous  sommes  ramenés  au  cas  examiné  tout  à  l'iieure. 
Ainsi,  dans  le  déterminant  (i),  le  coefficient  de  a/y  est 
égal  au  produit  de  (  — 1)'+^'  par  le  déterminant  obtenu  en 
supprimant  dans  (i)  la  z'^™"  et  la  /^™°  colonne  qui  contien- 
nent aij. 

On  verrait  de  la  même  façon  que  le  coefficient  de 
<^n<^22  —  «12^21  est  le  déterminant  obtenu  en  supprimant 
les  deux  premières  lignes  et  les  deux  premières  co- 
lonnes, etc.,  et  l'on  peut  ainsi  décomposer  un  déterminant 
quelconque  en  une  somme  de  produits  de  déterminants 
de  degrés  moindres.  Nous  n'insistons  pas  sur  ce  point, 
qui  n'offre  pas  de  grandes  difficultés.  Le  problème  suivant 
va  éclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire. 

Problème.  —  Etant  donné  le  détei^niinant 


f'x 

^         . 

.  .         /, 

f'% 

h,        . 

.  .         h_ 

^n 

hn        ■ 

.        In 

D, 


on  propose  de  V ordonner  suivant  les  éléments  d'une 
même  ligne  ou  d'ujie  même  colonne. 

En  d'autres  termes,  si  nous  posons  par  exemple 

D  =:  Kicii  H-  B//^/  -f-  .  .  .  +  L//,-, 

il  s'agit  de  déterminer  A^-,  B/,  .  .  . ,  L/.  Pour  y  parvenir,  on 
observe  que  A/<2/  n'est  autre  chose  que  qg  que  devient  D 
quand  on  y  suppose 


hi    =    G,  Ci    ~0y  .     . 

que  Bibi  est  la  valeur  de  D  pour 


l,==o, 


a,  —  G,     a  =0,      . .  . ,     //  =  o,      
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On  a  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent, 


A,.::.(-I    '+^ 
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B. 


W'+2 


^1 

c-i 

^ 

... 

bi-. 

f/_l        .  . 

h—\ 

^/+i 

C/+1 

^/-t-1 

bn 



hi 

a, 

Cj 

h 

(H-i 

Ci-X        •  • 

N—\ 

«/+i 

<^H-1          •   • 

^/+i 

(^n 

Cn 

'-ri 

Aiy  B/,  .  .  .  sont  ce  que  l'on  appelle  les  détenninants  mi- 
neurs du  déterminant  (i). 

(En  général,  on  appelle  déterminants  mineurs  d'un 
déterminant  ceux  que  l'on  obtient  en  supprimant  un 
nombre  quelconque  de  lignes  et  un  égal  nombre  de  co- 
lonnes; V ordre  d'un  mineur  est  le  nombre  de  lignes  que 
l'on  a  supprimées  dans  le  déterminant  primitif.  ) 

On  trouve  ainsi  successivement 


a,     h, 

«2        ^2 


^ 


a^ 


h      b^ 


=  a^  b^  —  b^a^ 


h,      c. 


Ih      Cz 


bi      Cl 


bi      c^ 
b.     r. 


:aJ),_c^  —  a^c.^b.^—a^b^c.^-\-a.^c^b-^-^a^b^c.,  —  ci.^(\b^ 
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III.   —  RÉSOLUTION  D'UN  STSTÈME  GÉNÉRAL  D'ÉOUATIONS 
LINÉAIRES. 

C'est  en  essayant  de  trouver  des  formules  générales 
pour  la  résolution  des  équations  linéaires  ou  du  premier 
degré  que  les  géomètres  sont  arrivés  à  la  notion  des  déter- 
minants. En  étudiant  avec  soin  les  propriétés  du  dénomi- 
nateur commun  des  inconnues  dans  les  équations  à  deux, 
trois  et  quatre  inconnues,  ils  ont  fini  par  y  découvrir  une 
loi  de  formation  qui  n'est  autre  que  celle  des  déterminants. 

Considérons  le  système  d'équations  suivant,  dans  lequel 
Xij  ^2,  •  .  • ,  'TCn  désigneront  les  inconnues  et  dans  lequel  les 
autres  lettres  désigneront  des  coefficients  indépendants 
des  inconnues  : 

«11  X, -4-  «12-^2  H--  .  .H-  «i/.r,-h.  ,  .-\-  a^j^x,^-=z  .Çj, 

«21  -^1  +  ^22-^2  -+-•'.  +  <^2/'^i  -1-  •  •  •  -f-  CL^n^n  ^=  -^a» 


(>} 


«  1  .ri  -h  «/2^2  +-  •  •  .  +  a-jiXi  H-  .  .  .  -f-  ajj^Xn  —  Sj, 


^n\  ^\  "^  ^/i2>^2  H-  •  •  •  +  f^ni^i  +  •  •  •  +  ^nn^Ji 


Désignons  parD  le  déterminant  formé  avec  tous  les  coeffi- 
cients des  inconnues  pris  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent; 


D 


désignons  par  A^y  en  général  le  déterininant  mineur  obtenu 
en  supprimant  la  ligne  et  la  colonne  qui  contiennent  l'élé- 
ment aij,  ou,  si  l'on  veut,  la  i'''^"Migne  et  lay'^'"^  colonne. 
On  pourra  ordonner  D,  suivant  les  éléments  de  sa  première 
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colonne;  A/y  sera  le  coefficient  de  a^  dans  D  et,  l'on  aura 

(p.     l32) 

mais  on  aura  aussi  (p.  i3o) 


(3) 


G  m  Ail  «12  "T-  A2i<^22  H-  •   •   •  +  A„i<T!„2, 
O  =:::   Ail  <2i3   H-  A21  ^23  +  •   •   •  +  A/^i  ^,^3, 

O  — -  Aii<2i„-h  A2i«2/i-^  •••-+-  A„irt„„. 


En  effet,  les  seconds  membres  de  ces  équations  ne  sont 
autre  chose  que  le  déterminant  D,  dans  lequel  on  a  rem- 
placé la  première  colonne  par  la  seconde,  la  troisième,  etc., 
la  7^'^"'^  Cela  posé,  nous  examinerons  d'abord  le  cas  où 
tous  les  déterminants  mineurs  Ah,  A20  •  •  .,  A,^  ne  sont 
pas  nuls  à  la  fois. 

En  multipliant  alors  la  première  équation  (i)  par  An,  la 
seconde  par  A20  la  suivante  par  A3  <  et  ainsi  de  suite,  et  en 
ajoutant  les  résultats,  on  obtiendra  une  conséquence  légi- 
time de  ces  équations  (p.  79)  qui  pourra  remplacer  l'une 
quelconque  d'entre  elles.  Or  dans  le  résultat,  en  vertu 
de  (2),  le  coefficient  de  x^  sera  D  ;  celui  de  ^Ta,  celui  de 
0:3,  ...  seront  nuls;  ils  sont  en  effet  égaux  aux  seconds 
membres  des  équations  (3),  et  l'on  aura  simplement 

(4)  D^j  — Aii^i+ A21.Ç2+- • --^A^i^^, 

d'où  Ton  conclura  la  valeur  de  l'inconnue  x^  : 

A,i  .Çi  -i-  A21  ^«  -h     .  .  -h  A„.i  Sn 

On  aurait  de  la  même  façon 
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Ainsi,  quand  les  mineurs  de  D  ne  sont  pas  nuls,  on  peut 
énoncer  la  règle  suivante,  dite  de  Cramer  : 

Théorf.me.  —  Les  jacines  d'un  système  d'équations 
linéaires,  en  nombre  égal  à  celui  des  inconnues,  sont  des 
fractions  ayant  pour  dénominateur  commun  le  détermi- 
nant du  système  des  coefficients  des  inconnues  et  pour 
numérateurs  les  déterminants  obtenus  en  remplaçant  dans 
le  dénominateur  commun  la  colonne  qui  contient  les 
coefficients  de  l'inconnue  que  l'on  cherche  par  une 
colonne  formée  des  seconds  membres  des  équations  pro- 
posées. 

IV.  —  DISCUSSION  DES  FORMULES  PRÉCÉDENTES 

Les  conclusions  précédentes  tomberaient  en  défaut  si 
le  dénominateur  D  était  nul.  En  effet,  la  formule  (4  ),  con- 
séquence légitime  des  équations  (i),  serait  en  général 
absurde,  le  premier  membre  étant  nul  et  le  second  diffé- 
rent de  zéro;  le  système  (i)  serait  donc  lui-même  absurde. 
Toutefois,  si  le  déterminant 

était  nul  aussi,  la  formule  (4)  se  réduirait  à  l'identité  0  =  0, 
qui  n'aurait  plus  rien  d'absurde;  mais  alors,  en  multipliant 
la  deuxième  équation  (i)  par  Ao,,  la  troisième  par  A3 ,,  etc., 
et  en  les  ajoutant,  on  aurait  une  équation  qui,  en  vertu  des 
formules  (2),  (3),  (4),  se  réduirait  identiquement  à 

C'est  la  première  équation  (i)  multipliée  par  A,,.  La  pre- 
mière équation  (i)  est  donc  une  conséquence  des  autres, 
et,  x^  étant  choisi  arbitrairement,  n  —  i  des  équations  (1) 
serviront  à  calculer  les  autres  inconnues,  si  leur  détermi- 
nant n'est  pas  nul. 
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Si, Ah,  A21,  .  .  . ,  A,H  étaient  tous  nuls,  la  formule  (4) 
serait  bien  une  identité,  mais  on  ne  serait  plus  en  droit  de 
conclure  que  les  équations  (1)  forment  un  système  in- 
déterminé; en  effet,  (4)  ne  serait  plus  une  conséquence 
du  système  (i)  puisqu'on  l'obtient  en  ajoutant  les  équa- 
tions de  ce  système  (i)  multipliées  par  zéro,  ce  qui  n'a 
aucun   sens. 

Il  reste  donc  à  examiner  le  cas  où  tous  les  déterminants 
mineurs  A.y  sont  nuls.  Ce  cas  a  été  traité  pour  la  première 
fois  par  M.  Fonténé,  maître  d'études  au  lycée  Saint-Louis, 
et  par  M.  Rouché. 

Nous  supposerons  en  général  que  tous  les  déterminants 
mineurs  obtenus  en  supprimante  —  i  lignes  et  i — i  co- 
lonnes dans  D  soient  nuls  (ce  qui  suppose  les  déterminants 
mineurs  de  degrés  supérieurs  nuls  ainsi  que  D).  Mais 
nous  supposerons  que  l'un  des  déterminants  mineurs 
obtenus  en  supprimant  i  lignes  et  i  colonnes  ne  sort  pas 
nul;  ce  sera,  si  l'on  veut,  le  déterminant  obteau  en  ôtant 
dans  D  les  /  premières  lignes  et  les  i  premières  colonnes. 
Écrivons  alors  nos  n — i  dernières  équations  et  l'une  des 
autres,  la 7''°'''  par  exemple,  comme  il  suit  : 

ctjjxi-^  iij^i^^xi^^  -h  .  .  .  -f-  aj,,,x„  z=  sj  —  aj,^.r,  —  ...  —  «y,,-_i^/._i, 

=,.....      ^ 

a,,.iXi-\-a„,;^,Xi^,-\-.  .  .  -^  a„,„x,,  ^  s,,—  a,„iXi~  .  .  .  —  a„,i.^,Xi^,. 

Si  l'on  y  considère  Xi,  x^,  •  •  • ,  ^i-i  comme  donnés,  le 
déterminant  A  du  système  des  inconnues  xi,  ^/+i ,  .  •  • ,  .r« 
sera  nul;  mais  le  mineur  de  ce  déterminant  qui  multiplie 
«y,- ne  serapas  nul  parhypothèse  (c'est  celui  que  l'on  obtient 
en  supprimant  dans  D  les  i  premières  lignes  et  les  /  pre- 
mières colonnes).  Appelant  alors  Ay,  A/+,,  ..  ,  ^n  les 
coefficients   de  an,  a/4-../,    •••,  ^n  i  tlans  A,  on    aura  en 
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ajoutant  les  formules  (5),  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  Aj,  Ai^^,  .  .  . ,  Afj,    . 

car  tous  les  coefficients  tels  que 

sont  des  déterminants  mineurs  de  D  nuls  par  hypothèse. 
Si  donc  une  ou  plusieuis  des  quantités  telles  que 

Ay.9y  H-  A/+i5,  +  i  -f-  .   .   .  +   A,^S„ 

n'est  pas  nulle  identiquement,  en  supposant 
,/r=i,  a,  3,  ..  .,  z, 

le  système  {\)sera  incompatible,  sijion  il  sera  indéterminé; 
la  première  équation  (5)  sera  une  conséquence  des  sui- 
vantes, ainsi  que  toutes  les  équations  (i)  non  écrites  dans 
le  groupe  (5),  en  sorte  que  i  des  quantités  x  pourront  être 
choisies  arbitrairement  ;  les  autres  auront  des  valeurs  bien 
déterminées,  exprimées  au  mojen  des  premières, 

V.   —   REMARaUES. 

Remarque  I.  —  La  règle  de  Cramer  montre  que  les 
inconnues  sont  des  fonctions  linéaires  des  seconds  membres 
des  équations  (i). 

Remarque  II.  —  Le  système  d'équations  à  n  inconnues 

«1      .r-h^i     J -I- Cl      2;  H- .  .  . -h /,      M=o, 


rt-^-i.r  H-  ^„_i  j-t-  c„_i  3  -I-  ...  -1-  /„_i  M  m  o 

est  évidemment  indéterminé  dans  le  cas  général;  mais,  si 
l'on  divise  chacune  des  équations  par  u  et  si  l'on  oonsidère 
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les  rapports  -?  ~;  •  •  •;  ils  auront  des  valeurs  déterminées 
'^  u    u 


œ     y 

et  l'on  aura 

h\         Cl       ...        l\ 


x\ 


bn-i      Cn-i       •  .  .       In-i 


y- 


ai  c,        ...        h 


Remarque  III.  —  Si  l'on  veut  éliminer  les  Ji  quantités 
Xy  Y,  z,  .  .  . ,  U  entre  les  /zH-  i  équations 


(s: 


I     <2a 


/. 


o, 


^.,         :=:0, 


^«+lJ 


=  o, 


il  suffît  de  porter  dans  la  dernière  les  valeurs  de  jC,j,  z,  .  . 
u  tirées  des  n  premières;  on  trouve  ainsi 


—  Si      bi 

—  s„      b„ 


b. 


=  G. 


Si  actuellement,  dans  chacun  des  déterminants  qui  figurent 
dans  l'équation  précédente,  on  place  la  colonne  des  s  la 
dernière,  ces  déterminants  vont  être  multipliés  par  cer- 
taines puissances  de  ( — -i),  celui  qui  multiplie  ///^, 
excepté,  car  dans  celui-là  la  colonne  des  s  est  la  dernière; 
les  signes  de  ces  déterminants  seront  alternativement  -f- 
et  — ;  si  enfin  on  change  les  signes  dans  la  colonne  des  s, 
chaque  déterminant  change  de  signe,  excepté  le  coefficient 
de  ^«+j  ;  on  voit  ainsi  (problème,  p.  iSa)  aue  le  résultat 
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cherché  de  Félimination  est 


(T) 


^n-hl       ^/i-hl 


h 


=  O. 


Cette  équation  s'appelle  la  résultante  des  équations 
proposées. 

autrement,  éliminer x,j,  ,  .  .,u  entre  les  équations  (S) 
ou  éliminer  x,  y,  .  ,  . ,  u,  t  entre  les  suivantes. 


R 


.,)-•..-!-/, 


t^=  o. 


qui  sont  homogènes  et  dans  lesquelles  on  peut  considérer 

1  .V      Y      II  .  . 

ies  rapports     ,  - ,  -  comme  les  quantités  à  éhminer,  sont 

deux  opérations  équivalentes.  Or,  éliminer  JC,  j,  .  .  .,  u,  t 
entre  les  formules  (R),  c'est  écrire  que  ces  équations  ont 
encore  lieu  pour  des  valeurs  de  x,y,  z,  .  .  .  ,  u,  t  différentes 
de  zéro;  c'est  donc  exprimer  que  le  système  (R)  est  indé- 
terminé, ce  qui  se  fera  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  des 
coefficients  (p.  i3r). 

Remarque  IV.  —  Pour  qu'un  déterminant  soit  nul,  il 
faut  qu'il  existe  une  même  relation  linéaire  et  homogène 
constante  entre  les  éléments  d'une  même  ligne  ou  d'une 
même  colonne;  l'équation  (T),  en  effet,  exprime  qu'il 
existe  des  quantités  x,  j,  ^,  .  .  .,  w  satisfaisant  aux  équa- 
tions (  S  ). 

Remarque  V.  —  Lorsque  deux  systèmes  d'équations 
linéaires  ont  les  mêmes  solutions,  l'une  quelconque  des 
équations  du  second  système  peut  s'obtenir  en  ajoutant  les 
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équations  du  premier  multipliées  respectivement  par  des 
facteurs  convenablement  choisis. 

En  effet,  soit 

une  équation  satisfaite  pour  les  valeurs  de  x^,  .ro,  ...,  Xn 
qui  satisfont  à  (i)  ;  puisque  les  équations  (i)  ont  une  solu- 
tion, D  n'est  pas  nul  et  l'on  pourra,  d'après  la  règle  de  Cra- 
mer, calculer  des  quantités  X,,  l.,  ...,  l,^  telles  que  l'on  ait 

pour  i=i  I,  2,  ...,  n.  Si  l'on  multiplie  alors  la  première 
équation  (i)  par  X^,  la  seconde  par /g,  ...  et  si  on  les  ajoute, 
on  trouve 

Cette  équation  et  (U)  ont  lieu  pour  les  mêmes  valeurs  de 
.r  o  ^'2  j  •  •  •  7  ^«  ;  leurs  seconds  membres  sont  donc  identiques  : 
donc  enfin  (U)  s'obtient  en  multipliant  les  équations  (i) 
par  des  facteurs  X  convenablement  choisis  et  en  les  ajou- 

'^^"^'  G.     Q.     F.     D. 

VI.   —  CONDITION  POUR  QUE  DES  FONCTIONS  LINÉAIRES 
SOIENT  INDÉPENDANTES. 

Considérons  p  fonctions  linéaires  et  homogènes  /,, 
/^5  •  •  •?  fp  de  ^^,  ^0,  .  .  .,  x,i,  p  étant  censé  moindre 
que/z-f-i.  Pour  qu'une  nouvelle  fonction /^^,  dépende 
de  celles-ci,  ou  si  l'on  veut  pour  que  les  équations 

soient  indéterminées  (les  p  premières  étant  supposées 
telles  qu'elles  déterminent  x^,  x^,  .  .  .,  Xp  en  fonction 
des  autres  x,  la  nouvelle  équation  ne  pouvant  pas  servir 
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à  déterminer  une  inconnue  de  plus),  il  faudra  que  X, , 
>^2î  .-.,  y^p+i  désignant  des  quantités  indépendantes  de 
^Ti,  X2,  .  .  .,  X/i)  on  ait  identiquement 

^1/1  -r-   X2/2  -{-...-}-  Àp.Hl//;-f-l  =   O, 

ce  qui  fournira  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de^r,, 
X.2,  '  .  »,  ^«,  n  équations  linéaires  en  X,,  .  .  .,  X^,^,,  qui 
devront  rentrer  dans  /? -I- I  d'entre  elles,  cela  exige  que 
?i  —  p  déterminants  à  (/?-4-i)2  éléments  soient  nuls.  // 
faut  donc  n  —  p  conditions  distinctes,  pour  exprimer 
que  p  -f- 1  fonctions  linéaires  de  n  variables  ne  sont 
pas  distinctes. 

Il  résulte  de  là  que,  en  égalant  à  zéro  les  mineurs  d'un 
certain  ordre  d'un  déterminant  à  n^  éléments,  toutes  les 
équations  ainsi  obtenues  ne  sont  pas  distinctes. 

Si  l'on  veut  exprimer,  par  exemple,  que  tous  les  mi- 
neurs à  /?  -+-  I  lignes  el p  +  i  colonnes  sont  nuls,  il  faudra 
exprimer  que/?  fonctions  linéaires  ayant  pour  coefficients 
les  éléments  des  p  premières  lignes  étant  données,  les 
n—p  fonctions  linéaires  ayant  les  autres  éléments  pour 
coefficients  ne  sont  pas  distinctes  de  celles-ci.  En  expri- 
mant que  chacune  de  ces //z — p  fonctions  linéaires  dé- 
pend des  premières,  on  devra  écrire  m  —  p  conditions. 
Donc,  en  tout  (/z  —  pY  conditions. 

^n  particulier,  si  l'on  exprime  que  tous  les  mineurs  du 
premier  ordre  d'un  déterminant  sont  nuls,  on  n'obtient 
que(/i  —  i)-  conditions;  en  exprimant  que  ceux  du  second 
ordre  sont  nuls,  on  en  obtient  (/i —  2)-,  etc. 

f' 

VII.  —  SUR  DES  SIMPLIFICATIONS  RELATIVES  AU  CALCUL 
DES  DETERMINANTS. 

Pour  ajouter  deux  déterminants  qui  ne  diffèrent  que 
par  une   seule  rangée,  il  suffit  d'ajouter   terme  à  terme 
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les  rangées  non  identiques;  c'est  ce  qu'il  est  facile  de 
prouver  en  mettant  les  deux  déterminants  sous  la  forme 

Ai^i  +  A2«2  -h  •  .  .  -I-  A^rt;,, 
Ai^j-h  A2«2H-  •  •  •  -f- A„a^, 

aiya.2,  .  .  . ,  a,i  et  «4,  «2  -.-..««  désignant  les  éléments  des 
colonnes  qui  diffèrent.  On  aouve  alors  pour  somme  des 
déterminants  en  question 

4j(«i-h  «1)-+-  .  .  .  -f- A^(«,,-h  «,,), 

ce  qui  démontre  la  règle  que  nous  avions  énoncée. 

Cette  règle  n'est  pas  sans  importance  :  il  en  résulte,  en 
effet,  qu'un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  quand 
aux  termes  d'une  rangée  on  ajoute  ceux  d'une  rangée 
parallèle  multipliés  par  un  facteur  constant,  car  cette 
opération  revient  à  ajouter  au  déterminant  proposé  uq 
déterminant  dans  lequel  une  rangée  a  ses  termes  équimul- 
liples  d'une  rangée  parallèle,  c'est-à-dire  nul.  En  appli- 
quant cette  remarque,  on  trouve 


I 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

1234 

5 

6 

7 

8 

5 

6 

7 

8 

5678 

9 

10 

1 1 

12 

9 

10 

II 

12 

4   4    4   4 

i3 

14 

i5 

16 

4 

4 

4 

4 

4    4    4    4 

Nous  donnerons  encore  la  démonstration  d'une  formule 
remarquable. 

Proposons-nous  d'évaluer  le  produit  des  différences  de 
n  quantités 

^l,  —  a)[c  —  a){d-~a).,.  (l  ~  a)   \ 
[c-b][d~b]...[l-b) 

[d—c)...il-c)      =P. 


(^ 
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Si  l'on  considère  le  déterminant 


D  = 


a     a"- 

b      b^ 

c      c'- 


ln-\ 


D  el  P  sont  deux  polynômes  du  degré  n  ~  i  en  a  qui  se 
réduisent  à  zéro  pour  les  n  —  i  valeurs  Z>,  c,  .  .  , ,  /  de  «; 
ils  sont  donc  tous  deux  égaux  au  produit  de 

{a  —  b){a~c).  ..{a—l) 
par  une  quantité  indépendante  de  «;  en  d'autres  termes, 
leur  rapport  est  indépendant  de  a  (i^o/r  p.  42).  On  démon- 
trerait de  la  même  façon  que  leur  rapport  est  indépendant 
de  6,  r,  .  .  . ,  /;  pour  déterminer  ce  rapport,  ilsuffu  d'ob- 
server que  les  termes  en  t  .  ^ .  c^ ,  .  .  l'^~^  ont  tous  deux  pour 
coefficients  l'unité  dans  P  et  dans  D,  et,  par  suite  (p.  45, 
Remarque  I),  on  a  P  =:.  D.  c.  o.  f.  n. 

On  peut  conclure  de  là  que  le  résultat  de  l'élimination 
àe  x^  y,  z^  .  .  . ,  u  entre  les  équations 

X  -r-y  -i-  Z  -^-.  . 
ax  ~  by  -f-  c z 


w  —  o, 
.  .  -t-  lu 


o, 


s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  produit  des  différences  des 
quantités  a,  b,  c,  .  .  .,  l;  si  donc  toutes  ces  quantités  sont 
inégales,  les  équations  précédentes  sont  compatibles. 

VIII.   —   MULTIPLICATION  DES  DÉTERMINANTS. 
Lemme  I.  —  Soient 


k  = 


I  «11     «12 

«21        «22 


B  = 


bn      bi2 
bii      622 


hii      a  ni       ...       a,in    \  Uni 

deux  déterminants  du  même  ordre. 


bfin 


Le  déterminant 
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dans  lequel  tous  les  éléments  placés  au-dessous  des  élé- 
ments a  sont  nuls,  est  égal  à  AB. 

En  effet,  le  déterminant  G  se  composera  de  termes  conte- 
nant n  éléments  a  et  de  termes  contenant  moins  de  n  élé- 
ments a.  Or  un  terme  qui  contient  moins  de  n  éléments  a 
contient  au  moins  un  élément  appartenant  aux  colonnes 
des  a,  mais  pris  en  dehors  des  lignes  des  a,  c'est-à-dire  un 
élément  nul,  et  sera  nul  ;  donc  le  développement  du  déter- 
minant C  ne  se  composera  que  des  termes  contenant  n  élé- 
ments a,  et  par  suite  n  éléments  b  ;  il  sera  donc  indépen- 
dant des  p. 

Désignons  par  P  le  nombre  des  différences  négatives 
([ue  l'on  peut  former  avec  les  indices  a,  p,  .  .  . ,  S,  et  par 
Q  le  nombre  des  différences  négatives  que  l'on  peut 
former  avec  les  indices  \,  [a,  .  .  . ,  p  ;  le  déterminant  G  sera 
de  la  forme 


le    signe  S  se   rapportant    aux  indices    a,   [3,    . 
p.,  .  .  • ,  p.  On  peut  encore  écrire 

c'est-à-dire,  par  définition, 

G  =  -(— i)^aia«2p..  .««sB  =  AB. 
Ainsi  on  a  bien  G  =  AB. 

L.  —  Algèbre,  I. 


K,l 


10 
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Lemme  il  —  On  venait  de  même  que 


ABf-il«. 


nn       Pn\ 


On  passe,  en  effet,  de  ce  déterminant  au  déterminant  G  en 
faisant  n  permutations  de  lignes. 

D'après  le  lemme  I  on  a 


-21    AB 


ÛTo,          tf,. 


0  G 


Ceci  posé,  1°  idultipl 
la  72  4- s'^"""  par  a^o  .  . 
ces  colonnes  ainsi  mod 


«g«     o 


o 

o       i 


(^nn       O  O  .  .  .        „] 

O       ^11     K.      ...     b,„   i 


ons  la  7z-m'^'°°  colonne  par  a^r 
.,  la  dernière  par  a„,,  et  ajoutons 
fiées  à  la  première  ;  2"  multiplions 
la /z  4-1'^°^' colonne  par  a^2,  la /z  +  a'^'"^  par  «22,  ..,1a 
dernière  par  ûn2,  et  ajoutons  ces  colonnes  ainsi  modifiées 
à  la  seconde,  et  ainsi  de  suite.  Si  nou^  faisons,  pour 
abréger  l'écriture, 


■'i/^yi  -^  «2.^y2  +  .  .  .  H-  a,,ihj,^  iz:.  c-y,, 
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la  formule  (i)  deviendra 


AB 


ou,  en  vertu  du  lemme  II, 
(3)  AB=zj^2i     ^22 


^47 


0 

0 

' 

o 

0 

O 

0 

G 

O 

o 

.  .  . 

—  I 

Cu        . 

•       Cin 

bn 

h. 

l>,n 

^«1    . 

•        Cnn 

*„, 

K, 

... 

K:, 

i    ^n\       ^«2 

C'est  dans  cette  dernière  égalité  que  consiste  la  règle 
donnée  par  Binet  et  par  Cauchj  pour  la  multiplication  de 
deux  déterminants. 

La  formule  (3)  donne  lieu  encore  à  trois  autres  formules, 
que  l'on  obtient  en  changeant  les  lignes  en  colonnes  dans 
les  déterminants  A  etB.  Ainsi,  dans  la  formule  (3),  on  peut 
supposera  volonté 


ou 
ou 
ou 


Cij=  aub.j^-  a^ih.,j~\~  .  .  .  +  a,,ib,,j, 
dj  =  a-i^  h^j  +  ai^  ^2^.  H-  ...  +  ai^  h^j, 


"ij  —  "^/l  ^yl  -f-  (^'^Li  ^y5 


•    -^^in^jn. 


Cij  =:  a^i bj^  H-  a^i  ^^2  H-  .  •  .  4-  ^„/  bj,,. 
Application.  —  On  a 


I   a'      b'   I 


c       d 
c'      d 


ac  +  bd  ac'  -\-  bd' 

i  a'c-Ar-h'd  a'c'-V-b'd' 

ac  ^- a'c'  ad   -\- a' d! 

hr  -^  /.  c'  bd   -h  b'd' 
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ce  qui  donne  les  identités 

(  ab'  —  ba'  )  (  cd'  —  de'  )  —  [  ac  -f-  bd)    (  a'  c'  -v-  b'  d'  ] 
—  [ac'-A-bd')  [a'c-  b' d) 
—  [ac-ha'c')[bd  -\-  h' d') 

~[ad-¥-  a'd')  (  bc   -f  b'c')~ 

Si,  par  exemple,  on  fait  a  -—  c,  h  =  d,  ci!  =  c',  //i=  d' ^  on  a 

[ab'—  ba'Y~[a^-\-  b''][a'^ -{- b'^)  —  [aa' -\-  bb' Y  z:= 

Corollaire  I.  —  Si  Ton  suppose  «/^  =  o,  a,i2=i  o,  .  .  . , 
a,i,t~~  o,  rt„_H  ~-  o,  fin~-\-2='  o,  ....  a,2_>fi=  o,  .  .  ,  on 
voit  que  le  déterminant  SzhiCH  0^2  •••  Cnu  sera  nul, 
Cij  élant  défini  par  l'équation 

Cij  -—  a^ibij  +  a.2i  by  -^  .  .  .  -\-  a,,i  b^j     (  k  <'  n  ) . 

Corollaire  II.  —  Si  l'on  forme  avec  les  deux  systèmes 
d'éléments 


«11     ^12     • 

..       'Hn     i 

bn 

i„ 

••      *„. 

(3) 



1 

(4) 

...     . 

f^kï     "kl     • 

.              "kn       \ 

*M 

i,,      . 

■       *A;. 

lèse 

léments 

Cij  z=r  ai^  bj^  +  «/,  t)y,  ^; .  .  .  .  -f-  «  .^^  /^^.^^^ 

le  déterminants  _=  c,,,  C22,  •  -  - ,  «  ,..i  sera  égal  à  la  somme 
des  produits  des  déterminants  obtenus  en  prenant  /r  co- 
lonnes dans  les  Tableaux  (3)  et  (4)- 

Cela  tient  évidemment  à  ce  que,  si  dan!»  un  déterminant 

2=±:/?,i/?22.  .  'Pnn 

on  change  /?<,  en  )t?n -I- ^h -f- /-i  1,  7^12  en/;<o -h- .^i2-i- ''i2> 
...,/;,..  en  p^ii  -f-  <7,,^  H-  r^ni  ce  déterminant  devient 

^—PuVli  '  •  •  /^«/i  +  ^  'Zl  1/^22  •  •  •  Pna  H-  -  =i=  ^ii/-'22  •  •  •  Pnn-^  '   •  •  • 
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I4 


Voici  une  application  : 

I  acf  n-  bp-h  cy    c/}   -^  p^    -h  7^ 


«2    _^^2  ^^   _4..^3 


^2  - 

c^  - 


6-2      /; 


<7^ 


c  7  4-  <7  a^  I 


rta      y^  -\~  ry.cy 


ce  qui  revient  à  l'identité,  souvent  utile  en  Géométrie, 

=  («P  -  ^>a)'-  -h  {b^  —  c^y-  -^  (ca   -  a^y. 


EXERCICES  ET  NOTES 


4.  On  a 


2.  Les  déterminants 


a 

/; 

C 

b 

c 

a 

=  Zabc- 

-«3 

_^3_ 

-  c 

c 

nn 

a 

b 

ail 
0 

I 

j 

I    i 

0 

a     b 

c 

I 

0 

a' 

b^  1 

a 

0     c 

b 

I 

«2 

0 

b 

c    0 

a 

I 

b^ 

c'- 

0    1 

c 

b     a 

0 

ont  tous  deux  pour  valeur 

û4-H  M-+-  c*—  ib^c^—  la^c'^—  ib^a"^ 


ou 


3.  On  a 

I  I       I  I 

a  b       c  (l 

«2  ^2       c2  r/2 

<7*  />^     C*  rA 


')(— âr4-Z>-T-c)(«  —  /)H-c)(«  +  /^— c' 


[a~b)[a-c)[a-cl)[b--c)[b  —  d){c  —  d) 
X  [a  -\-  b  -h  c  -h  d). 


TO. 


i5o 

4.  On  a 
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—  I      —cosy       cos{3 
cosy        —  I       —  cosa 
—  cosS     cosa  —1 


=  —  I—  COS^a  —  COS^p  —  COS^y 


I        COS7     cosp 

COS7         I  cosa 

CO3S      cosa         I 


1  — cos^a  — cos2[3  — COS27-+-  acosacospco  7 


=  4 sin/^  sin (/?  —  a ) sin (/?  —  j3 ) siii [p—y) 
ip  désignant  a  +  6  h-  7. 


5.  Résoudre  le  système,  à  n  inconnues  ^, 


j,...,/^, 


«2^         -4-^/2;-         +c22         -+-... -^/2^^ 


•^0, 
■^1, 


6.  Résoudre  les  équations 


«  H-  À       ^  -r-  X 


r 


II 

a 


a-^lL       b-h  II      '"      /  H-  pt       ^ 


On  trouve 


1 — li L      _j ::_  _  .     (*\ 


in  -\-'X)ia  -^  u) 


(^-^  p] 


[0  —  ajyc  —  a)-i-,..-h[l~-  a) 


,     j  = 


(*)  Ces  équations  ont  été  résolues  diversomcnt  par  Binet,  Lamé,  Jacobi. 
Elles  sont  très-importantes  en  Physique  mathématique. 
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7.  Si  l'on  considère  le  déterminant 


t^i 


an 

«12        . 

.  .        «Irt 

'^21 

«22         • 

•        «2« 

«/Il 

««2       • 

•       ««« 

et  si  l'on  désigne  par  a^j  en  général  le  coefficient  de  «//  dans  le  déve- 
loppement de  D,  le  déterminant 


ail 

«12         . 

••      «i/î 

«21 

a22 

•  •      y-in 

a«i 

a«2       . 

••      a«/î 

=  A 


sera  ce  que  l'on  appelle  le  déterminant  à  éléments  réciproques.  Cela 
posé,  on  vérifiera  que 


pour  cela  on  multipfiera  D  par  A,  et  l'on  trouvera  un  déterminant  dont 
tous  les  éléments  seront  nuls,  à  l'exception  de  ceux  qui  forment  une 
diagonale  et  qui  seront  égaux  à  D.  (  Cauchy.  ) 

8.  On  a  identiquement 


0  I  I  I 

1  a  b  c 
I  a'  b'  c' 
I  a"  b"  c" 


9   Le  déterminant 


_  I 


I     «  H-  >      b  -\-\ 


\ 


i   I     a'-\-V    b-r-V    c'^y 
I     a"-\-  a"    b"-^  a"    c"-t-  l" 


(Sylvester. 


ai— Pi      «2— Pi       a„— pi 

T  I  I 

ai  —  S2       «2  —  S2        ccri  —  32 


«1— P/»      ^2—pn,      ccn—pn 


i5i 
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est  égal  au  produit  des  différences  que  l'on  peut  faire  avec  les  quan- 
tités a,  multiplié  par  le  produit  des  différences  que  l'on  peut  former 
avec  les  quantités  6  et  divisé  par  le  produit  de  toutes  les  différences 
telles  que  a,—  Qj. 

(Cauciiy.) 

10.  M.  Cayley  a  appelé  déterminants  gauches  ceux  dans  lesquels  on 
a  la  relation  a^  h-  aji  =  o  ;  si  l'on  a  en  outre  au  =  o,  on  dit  que  le  dé- 
terminant est  gauche  et  symétrique.  Un  déterminant  gauche  et  symé- 
trique qui  a  un  nombre  impair  d'éléments  est  toujours  nul.  (On  dé- 
montre ce  théorème  en  s'appuyant  directement  sur  la  définition  que 
nous  avons  donnée  des  déterminants  et  en  montrant  que  les  termes 
<'/i„/72. ...  <7„,  et  <7^ir7^2-.-  fixn  sout  égaux  et  de  signes  contraires  ou 
nuls.)  (La  notation  est  celle  de  l'exercice  7.) 

Un  déterminant  gauche  et  symétrique  qui  a  un  nombre  pair  d'élé- 
ments est  le  carré  parfait  d'une  fonction  entière  de  ses  éléments. 
(Nous  ne  proposons  pas  ici  la  démonstration  de  ce  théorème,  mais  on 
pourra  la  trouver  quand  on  aura  lu  le  dernier  Chapitre  de  cet  Ouvrage.) 
La  racine  carrée  d'un  déterminant  gauche  et  symétrique  est  ce  que 
l'on  appelle  un  pfaffien.  (  Cayley.  ) 

11.  Le  déterminant  2  ±«11^22. .  .a,i^in-^i,  où  ctn-^n  =  <^i/i-(-i  ~  J 
pour  i  <  /2  -!- 1  et  dans  lequel  cin-hin-hi  ~  o,  ne  change  pas  de  va- 
leur quand  on  remplace  atj  par  c/ij  -h-Iii  -^  kj,  les  quantités  /lu 
/12,  ...,  //«,  /fi,  /<:2,  ...,  kn  étant  arbitraires;  pour  le  prouver,  on 
multiplie  le  déterminant  proposé  successivement  par 


100 
o     1     o 


000 


et  par 


I    /•!       /-i 


O        O 

O       o 


Sylvester 


12.  Ouvrages  à  consulter.  —  Baltzer,  trad.  par  Hoiiel  ;  Brioschi, 
trad.  par  Combescure;  V Algèbre  supérieure,  de  Salmon,  trad.  par  Re- 
sal  ;  Dostor  (c'est  l'Ouvrage  le  plus  complet  et  le  plus  élémentaire).  Le 
tout  en  vente  chez  Gauthier-Villars. 


13.  Voici  un  exercice  propre  à  familiariser  le  lecteur  avec  le  calcul 
numérique  des  déterminants.  Les  quinze  déterminants  que  l'on  peut 
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former  en  prenant  quatre  lignes  parmi  les  suivantes  sont  nuls  : 


G 

0 

<74 

^3 

0 

«4 

G 

—  «2 

G 

—  <73 

—  «2 

0 

Cl!, 

G 

G 

«1 

^3 

G 

<7l 

0 

(h 

^1 

0 

0. 

14.  Un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  si  l'on  change  le  signe 
des  éléments  dont  la  somme  des  indices  est  impaire.  (Janni). 


15.  On  a  identiquement 


«1  —  bi.    «1—^2, 

02—  bi,      «2—^2, 


^1  —  ^„ 
^2  —  b 


*^«—  ^2,        •••        <^n—^n 


0. 


XJNIVERSITY 


V 
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CHAPITRE  VII. 

DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ  ET  DES  QUESTIONS 
QUI  EN  DÉPENDENT. 


I.   —   DE  LA  RACINE  CARRÉE. 

Le  carré  d'une  quantité  ou  la  seconde  puissance  de 
cette  quantité  est,  comme  on  sait,  le  produit  de  deux 
facteurs  égaux  à  cette  quantité;  il  en  résulte  que  tout  carré 
est  une  quantité  essentiellement  positive. 

On  appelle  racine  carrée  d'une  quantité  une  quantité 
qui,  multipliée  par  elle-même,  reproduit  la  première;  la 
racine  carrée  d'une  quantité  A  se  désigne  par  le  sym- 
bole y'A. 

Théorème.  —  i°  Les  quantités  négatives  n'ont  pas  de 
racine  carrée;  2°  les  quantités  positives  ont  deux  racines 
égales  et  de  signes  contraires  ;  3°  zéro  n  a  qu'une  racine 
qui  est  zéro. 

En  effet,  soit  x  la  racine  carrée  de  A;  on  aura,  par  défi- 
nition même,  ,,f 

^2=  A. 

Or,  si  A  est  négatif,  l'équation  précédente  n'a  pas  de 
racines,  puisque  le  premier  membre  est  positif  elle  second 
négatif;  si  nous  supposons  alors  A  positif  et  si  nous  dési- 
gnons par  a  le  nombre  positif  qui,  élevé  au  carré,  donne 
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A,  nous  aurons 

x^  =  a^ 
ou  bien 

a:^  —  ^2  __  Q 

Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

(  .r  —  a][.x  -^  rt  ]  z=r  o. 

Or  il  n'y  a  que  deux  manières  d'annuler  le  premier  membre 
de  cette  équation  :  c'est  de  faire  x  —  a-~  o  ou  je  H-  a  =  o, 
d'où  l'on  tire 

X  z=i  a     ou     X  zizi  —  Uy 

ou,  si  l'on  veut,  en  représentant  par  dz  à  volonté  les 
signes  4-  et  — , 

y/A  désignant  l'une  quelconque  des  deux  valeurs  de  la 
racine  carrée  de  A,  la  valeur  positive,  par  exemple.  Si 
A  =  o,  il  est  bien  clair  que  de  l'équation 

.r^  =  A     ou     ./;'  -=:  o 

on  ne  pourra  conclure  que  x=^  o. 

Nous  avons  admis  qu'il  existait  toujours  un  nombre 
positif  qui,  élevé  au  carré,  reproduisait  le  nombre  positif  A. 
Nous  avons  vu  en  effet  que,  s'il  n'existait  pas  de  nombre 
commensurable  tel  que 

«2  =  A, 

on  était  convenu  de  définir  racine  carrée  de  A  la  limite 
vers  laquelle  convergeaient  les  fractions  croissantes  dont 
le  carré  était  inférieur  à  A.  Donc,  etc.  c.  q.  f.  d. 

Rappelons  enfin  que  le  carré  d'un  binôme  {^a-k-h")  se 
compose  du  carré  de  a,  du  double  produit  de  a  par  h  et  du 
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carré  de  h  ;  c'est  ce  qu'exprime  la  formule  suivante  : 

IL   —  RÉSOLUTION  DS  L'ÉOUATION  DU  SECOND  DEGRÉ 
A  UNE  INCONNUE. 

Nous  allons  tout  d'abord  démontrer  un  théorème  qui 
sera  fréquemment  employé  dans  la  suite  et  qui  est  fonda- 
mental dans  la  théorie  des  équations  du  second  degré. 

Théorème.  —  A  et  B  étant  tous  deux  î^endus  positifs, 
V  équation 

(■)  A  =  B 

sera  équii^alente  aux  deux  suivantes  : 

(  2  ]  \!~k  -=.  V' B ,      y/Â  —  —  v'B     ou     v/ a  ==  -  -  s[^  • 

En  effet,  la  formule  (i)  peut  s'écrire 

A  —  B  ::   o 
ou  _  _        _  _ 

(v/A  H-  v'B;(v'^  —  y/B^  — o. 

Or,  le  produit  (y^A  -\-  y/B)  (\/A  —  v/B)  ne  peut  s'annuler  que 
si  l'un  de  ses  facteurs  est  nul,  et,  réciproquement,  il  s'annule 
dès  que  l'un  de  ceux-ci  est  nul;  les  valeurs  des  inconnues 
qui  satisfont  à  (i)  satisfont  donc  à  (2),  et  vice  versa. 

La  forme  la  plus  générale  sous  laquelle  peut  se  présenter 
l'équation  du  second  degré  est 

(3)  <7.r-H-  bx  -^-  c  =zO, 

a  désignant  une  quantité  essentiellement  différente  de 
zéro;  h  et  c  sont  d'ailleurs  quelconques.  Pour  résoudre 
cette   équation,  on   commence   ordinairement  par  diviser 
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chacun  des  coefficients  par  a  {*),  puis  on  pose 

/;  c 

(4)  -,=P^    vr-"^'^ 

elle  prend  alors  la  forme 

(5)  x^-hpx+ry^O. 

Si  l'on  observe  alors  que  x'^  -}-  px  sont  les  deux  premiers 
termes  du  carré  de  .xM-^  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  x,  l'équation  précédente  pourra 
s'écrire 

(6)  (x-H^j   -^+^-0, 

ou  bien,  en  faisant  passer  les  termes  connus  dans  le  second 


(*)  On  peut  résoudre  directement  l'équation  (i)  de  la  manière  suivante  : 
on  la  Hiet  sous  la  forme 

2\'a/ 

<>t  l'on  vérifie  aisément,  en  développant  le  carré  indiqué,  l'identité  de  cette 
formule  avec  l'équation  (i).  On  déduit  immédiatement  de  là 


puis 


ou  enfin 


x\J  a 

b    ' 

b 
2\Ja 

-b- 

\'    '' 

—  f^ac 

—  [\ac 

.fa 

xsja  -■ 

bv/B>- 

-  /,  ac 

—  b± 

•2SJa 

sjb^-  i 

\ac 
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membre, 

Jusqu'ici  nous  n'avons  fait  subir  à  l'équation  (3)  que  des 

transformations  incapables  d'altérer  la  valeur  des  racines. 

Appliquons  le  théorème  démontré  au  commencement  de 

ce  paragraphe   en   observant  que  la   racine    du   premier 

membre  est  x-h--^  nous  aurons,  au  lieu  de  la  formule  (7), 


(8)  .  +  f  =  ±^|-,. 

Mais  on  peut  arriver  directement  à  ce  résultat  en  faisant 
observer   que   x-h^  élevé   au   carré,   devant  reproduire 


2 

.2 


j  — ç,  est  par  définition  la  racine  carrée  de  cette  quantité. 


Or  cette  racine  a  deux  valeurs  -f-  i  /  ~ a  et  —  i  /- n  • 

V  4      ^        V  4      ^' 

en  sorte  que  l'on  a 

(9)  .^f^^^f- 

pourvu  toutefois  que  ^-^ q  soit  positif  ou  nul.  Dans  le 

cas  ou  -y  —  ^  serait  négatif,   l'équation   (7)  et  par  suite 
l'équation  (3)  n'auraient  pas  de  racines,  caf  il  n'existe  pas 
de  quantité  j:  -h  —  dont  le  carré  soit  négatif. 
De  l'équation  (9)  on  tire  enfin 


(.0) 


— ^■Vï-.. 
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Si  l'on  remplace  p  el  q  par  leurs  valeurs  (4),  il  vient 


x~  —  -^  _,_      /_b2_  __  c 
oa  bien 


_  —  èdzv/62-4«c 


2« 


Les  formules  (lo)  et  (ii)  sont  d'un  fréquent  usage  dans 
l'Analyse;  nous  allons  en  donner  immédiatement  quelques 
applications. 

Première  application.  —  Résoudre  l'équation 

x2  —  4.^-1-  3  —  G. 

Nous  assimilerons  cette  équation  à  l'équation  (5),  nous 
ferons  /^  =  —  4,  ^  =  3,  et,  en  appliquant  la  formule  (10), 
nous  trouverons 


x:=iiiii  y  4 
ou 


ainsi  l'une  des  racines  est  3,  l'autre  i,  ce  que  l'on  peut 
vérifier  a  posteriori. 

Nous  avons  vu  que,  si  ^  —  ^  était  négatif,  l'équation  du 

second  degré  n'admettait  pas  de  racines.  La  formule  (i.o), 
dans  ce  cas,  ainsi  que  la  formule  (ii),  deviennent  absurdes, 
en  sorte  que  ces  formules  mêmes,  lorsqu'on  cherchera  à  les 
appliquer,  indiqueront  l'absence  de  racines. 

Deuxième  application.  —  Résoudre  l'équation 
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La  formule  (lo)  donne 

ou  bien 

j7  rrt  I  dr:  V—  ()  ; 

ce  résultat  montre  que  l'équation  considérée  n'a  pas  de 
racines. 

Troisième  application.  —  Résoudre  l' équatioji 

.z^-\-  rj.r  -i-  lO  =  G. 

Nous  pourrions  encore  appliquer  la  formule  (lo);  mais, 
comme  nous  introduirions  ainsi  des  fractions,  le  coeffi- 
cient de  X  n'étant  pas  divisible  par  2,  c'est  à  la  formule  (11) 
que  nous  aurons  recours.  Nous  assimilerons  alors  l'équa- 
tion proposée  à  l'équation  (3)  ;  nous  ferons  a=ii,  b  zz^  '^^ 
c=  10.  Nous  aurons  alors 

u.  _-  5 

2 

c'est-à-dire 

.r  =r  —  5       ou       .T  ~-  —  -2 . 

Quatrième  application.  —  Résoudre  V équation 

36^^  —  I  2.r  -i-  I  =-  o. 

Il  faut  faire,  dans  la  formule  (11),  ciz=.  36,  Z>  =  — 12,0=:=  i; 
il  vient  alors 

i2iizv/'44  —  ^44 

X  -zn — 

72 


OU 


12  I 

72      6 


ICI  nous  ne  trouvons  qu  une  racine. 
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Avec  un  peu  d'habitude,  on  simplifie  mentalement  la 
formule  (ii)  lorsque  h  est  divisible  par  2,  et  alors  c'est  la 
formule 


obtenue  en  divisant  par  2  les  deux  termes  de  la  fraction 
qui  entre  dans  le  second  membre  de  la  formule  (11),  que 
l'on  applique,  ^    ^ 

Cinquième  application.  -  Résoudre  l' équation 
La  formule  (12)  donne 


ou 


ou 


,T  — 

.4: 

±v/iti- 

12 

4 

- 

4±2 

=  -4-' 

X  rr: 

I 
2 

et     x  = 

3 

2 

L'application  de  la  formule  (ii)  aurait  donné  des  chiffres 
plus  gros;  ainsi  on  aurait  trouvé 

^^-8±v/64'^r48 
8 


ni.  -  DISCUSSION  DES  RACINES  DE  L'ÉQUATION 
DU  SECOND  DEGRÉ. 

Reprenons  l'équation 

L.  —  Algèbie,  I.  jj 
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Nous  avons  trouvé  que  les  racines  étaient  données  par  la 
formule 


P 


(2)  .==-^±y^-,. 


p' 


Nous  avons  vu  que,  si  la  quantité  -F~q  était  négative,  il 

n'y  avait  pas  de  racines,  et  alors  la  formule  {2)  devient 
absurde;  on  convient  dans  ce  cas  de  dire  que  les  racines 
de  l'équation  (i)  sont  imaginaires. 


Lorsque  la  quantité^; q   est    nulle,    l'équation   (1 


n'admet   qu'une   seule   racine;   elle  est  égale  à  — -•  On 
convient  de  dire  que  l'équation  (1)  a  deux  racines  égales 

2 

Enfin,  lorsque  y  —  q  est  positif,  on  a  deux  racines  dites 

réelles  et  inégales.  On  peut  observer  à  ce  propos  que,  si 
la  quantité  q  est  négative,  l'équation  (1)  a  toujours  deux 

racines  réelles  et  inégales,  car  alors  ^^ q  sera  toujours 

positif. 

Lorsque  dans  l'équation 

(3)  ax^-^hx-\-cz=io 

c  et  a  sont  de  signes  contraires,  il  y  a  forcément  une  racine 
positive  et  une  négative,  car  dans  la  forniule  (2)  le  radical 

a  une  valeur  absolue  plus  grande  que  —  -• 

Lorsque,  les  racines  restant  réelles,  q  est  positif,  on  voit 
que  les  racines  seront  de  même  signe,  car  alors  la  valeur 
absolue  du  radical  dans  la  formule  (2)  est  moindre  que 
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—  -•  Si  ;?  est  positif,  elles  seront  négatives  ;  sinon,  elles 
seront  positives. 

Si  nous  désignons  par  a/  et  x^'  les  racines  de  l'équa- 
tion (i),  nous  aurons 


'•=-=-v/!- 


En  ajoutant  ces  deux  formules  membre  à  membre,  on 
trouve 

En  les  mtdtipliant  membre  à  membre,  on  trouve 


2       / 


v^ï-Oi-fV?-') 


Hï-W'j-^ 


4  V4 -'';=''■ 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  somme  des  racines  de  l'équation  (i 
est  égale  à  —  p\  leur  produit  est  égal  à  q. 

Ou,  ce  qui  revient  au  même  : 

La  somme  des  racines  de  l'équation  (  3)  e^f  égale  à  —  ^-  , 

leur  produit  à 


a 
c 


Si  donc  on  se  proposait  de  former  une  équation  du  se- 
cond degré  admettant  pour  racines  deux  nombres  donnés 
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x^  et  ^'',  il  suffirait  d'écrire 

X*  —  (  x'  -1-  x"  )x  -\-  x'  x"  =  o. 
T>n  reste,  en  résolvant  cette  équation,  on  trouve 


X'  -+-  X"  =îz  V   X 

X=:  


OU 

x'  -  i-  x"    ,    x'  —  x'' 


X  =  _L_  » 

2  'J. 

c'est-à-dire 

j:  =  x'     et     X  zrz  x". 

Il  arrive  dans  certaines  questions  que  l'on  connaît  la 
somme  s  de  deux  quantités  x'  et  x"  ainsi  que  leur  pro- 
duit P;  pour  déterminer  ces  quantités,  il  suffit  d'observer 
qu'elles  sont  racines  de  l'équation  du  second  degré 

(4)  x'^  —  sx-hP  =  o. 

En  effet,  la  somme  des  racines  de  cette  équation  est  s, 
leur  produit  est  P;  du  reste,  il  est  facile  de  prouver  que 
l'équation  (4)  fournit  la  solution  complète  du  problème. 
Kn  effet,  si  l'on  pose 

x'x"  =  V, 

on  voit,  par  la  première  de  ces  équations,  que 

x"=s  —  x', 

et,  par  conséquent,  la  seconde  peut  s'écrire 

a:'[s-x']=V 
DO  bien 

a:"'  —  sx'-\-P=o, 


CHAPITRE    VII.  l65 

ce  qui  prouve  que  x'  est  une  racine  de  l'équation  (4).  On 
verrait  de  même  que  x"  est  racine  de  la  même  équation. 
Si  l'on  donnait 

x'  et  —  x"  seraient  racines  de  l'équation 

x^-  —  dx  —  P  1=1  o. 

Exemple.  —  Trouver   deux  nombres  dont  la  somme 
fasse  12  et  dont  le  produit  fasse  i^ . 

Ces  deux  nombres  sont  les  racines  de  l'équation 

•r^—  i2.f  H-  27  ZZ3  0, 
d'où  l'on  tire 


xrr=6:;b\/3o  —  ^47, 
^  =  6z-3, 

et,  par  suite,  les  nombres  cherchés  sont  9  et  3. 


IV.   —  DISCUSSION  LU  TRINOME  «r^-i-  /, 


X  ^  c. 


Proposons-nous  d'étudier  la  manière  dont  varie  le  tri- 
nôme 

(1)  y  ^=ax^  -\-hx  -\-  c 

lorsque  l'on  fait  croître  x  depuis  —  00  jusqu'à  -\-  00  . 
Si  nous  posons,  comme  plus  haut, 

h  c 


^la  formule  (i)  donne  successivement 

/'      9  ^  6- 

y  z=z  a  \  X- -'r- ~  X  -\-  - 
\  a  II 

(■^)  J=^a[x--\--  p.r~-\-  q). 
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Nous  distinguerons  trois  cas  : 

^"  -j  —  </  >  o-  L' équation  j  z=  o  a  ses  racines  réelles 
et  inégales.  Dans  ce  cas,  la  formule  (a)  donne 

(3)        .^4(.-.g^-^%,]. 

q  étant  positif,  on 

mule  précédente  donne 


P"  . 

-J  —  q  étant  positif,  on  peut  le  poser  égal  à  V-,  et  la  for- 


(4) 


y^a 


f)^->'] 


Cette  égalité  montre  que  le  trinôme  y  est  la  différence  de 

deux  carrés;  ces  carrés  sont    [.r-+--WïEâ    "et  (Xy'±  ,i)% 

le  signe  H-  placé  sous  le  radical  convenant  au  cas  où  a  est 
positif  et  le  signe  —  au  cas  où  il  est  négatif. 

Le  trinôme  j'^  peut  encore  se  mettre  sous  une  autre  forme. 
L'équation  (3)  peut  s'écrire 

--4"("9'-(v'f^)'l 


OU 


iV?-)(-'î-\/'î-') 


c'est-à-dire,  en  désignant  par  x'  etx'Mes  racines  de  l'équa- 
tion j'  =  o,  ,' 

(5)  y=a[x  —  x'][x.--x"]. 

Ainsi  le  trinôme  j^'^,  dans  le  cas  que  nous  examinons,  est 
le  produit  de  deux  binômes  du  premier  degré.  Si  nous 
identifions  cette  valeur  de  j^  avec  celle  que  fournit  la  for- 
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mule  (2),  il  vient 

x^-^ px  -\-  q_-=z[x~  x')[x  ^  x") 
OU  bien 

.^2  _^^^  _l_  ^  —  ^2  _  (.r'  H-  x")  X  +  x'x". 

Cette  relation  ayant  lieu  quel  que  soit  x,  on  a  (Ghap.  III, 

p.  44) 

~~  p^=z[x'  -\-  x"),      qz=zx'x". 

Nous  retrouvons  les  relations  démontrées  page  164. 

Cela  posé,  supposons  a  >  o,  et  reprenons  la  formule  (4)  : 

(4)  y=''[[-+''^^-'"} 

Si  nous  faisons  varier  x  depuis  —  00  jusqu'à •>  J^^  dé- 
croître ,  car  le  seul  terme  variable  (  x  -f-  -  |  décroît  et 
s'annule  pour  x=^  —  -  •  Si  nous  continuons  à  faire  croître  x, 
le  terme  (  .r  4-  -  ]    va  croître  et  repassera,  pour  des  valeurs 

de  X  équidistantes  de  —  -•>  par  les  mêmes  valeurs  que  pré- 
cédemment, en  sorte  que  la  plus  petite  valeur  que  peut 
prendre  j  correspond  à  x  —  —  -•>  demi-somme  des  racines 

de  l'équation  j  — o.  Cette  valeur  est — «X^  ;  du  reste, 
pour  X  =  dz  Qo  ,  j^  est  égal  à  l'infini. 

Pour  a=z  o,  j  est  toujours  nul. 

Enfin,  pour  <2<o,  il  est  facile  de  voir,  sans  recommen- 
cer la  discussion,  que  y  croît  depuis  — oo  jusqu'à  —  al"^ 

lorsque  x  varie  de  —  00  à  — -,  puis  décroît  depuis  — aX^ 
jusqu'à  —  00  lorsque  x  varie  de h  à  00  . 
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2®  Supposons  -7  —  {/  =z  o.  L' équation j  =  oases  racines 
égales.  Dans  ce  cas,  on  peut  écrire,  comme  plus  haut, 


:2-h/?j:  +  <7)  =  «      i-^-^-'-)    ~  Vt  ~~  ^ 


Mais,  comme  y — q  =  o, 

Le  trinôme  y  est  donc  un  carré  parfait  si  a  est  positif 
et  un  carré  parfait  pris  en  signe  contraire  si  a  est  négatif. 

X  variant  de  —  oo   à  —  -?  demi-somme   des   racines, 

2 

j  décroît  si  a  est  positif,  croît  dans  le  cas  contraire  ;  x  va- 
riant de  — -  +  àoo  ,j)  croît  si  a  est  positif  et  décroît  dans 
le  cas  contraire. 

3°  Supposons  y  —  q  <i^'  L'équation  j  ^  o  a  ses  ra- 


cines imaginai? es .  On  a  toujours 
Mais,  comme  y  —  q  <Co,  on  peut  poser 


il  vient  alors 


'r-=-(?-'i-" 


=-[(-*9"*"] 


et  dans  ce  cas  on  voit  que  j  est,  au  signe  près,  la  somme 
de  deux  carrés  dont  l'un  ne  contient  pas  la  quantité  x; 
aussi  J  ne  peut-il  s'annuler  pour  aucune  valeur  attribuée 
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à  cette  lettre  :  c'est  ce  qui  explique  pourquoi,  daDs  ce  cas, 
l'équation  j)^  =  o  n'a  pas  de  racines. 

Les  variations  de  y  s'étudient  dans  ce  cas  comme  dans 
le  premier;  de  cette  discussion  résultent  plusieurs  faits 
importants  : 

i''  Si  l'équation  j  ==  o  a  ses  racines  réelles,  le  trinôme  y 
passe  deux  fois  par  zéro;  il  est  de  même  signe  que  son 
premier  terme  ax^  quand  x  n'est  pas  compris  entre  les 
racines,  ce  qui  peut  se  voir  sur  la  formule 

Il  est  de  signe  contraire  à  son  premier  terme  quand  x 
varie  entre  les  racines  x',  x"  \  enfin  il  est  la  différence  de 
deux  carrés. 

2^  Si  l'équation  y  =  o  di  ses  racines  égales,  le  trinômej^ 
est  toujours  de  même  signe  que  son  premier  terme  ax^, 
excepté  lorsque  x  devient  égal  à  l'une  des  racines  ;  il  est 
un  carré  parfait. 

3""  Si  l'équation  j  rrzr  o  a  ses  racines  imaginaires,  le  tri- 
nôme j  conserve  toujours  le  signe  de  son  premier  terme; 
il  est,  au  signe  près,  égal  à  la  somme  de  deux  carrés. 

Dans  tous  les  cas  le  trinôme  atteint  sa  plus  grande  ou  sa 
plus  petite  valeur  ou,  comme  l'on  dit,  son  maximum  ou 

son  minimum,  pour  x  rzz  —  ?-, 

1 

Nous  venons  de  voir  que,  dans  le  cas  où  le  trinôme 

égalé  à  zéro  avait  ses  racines  égales,  il  était  un  carré  par- 
fait, du  moins  au  signe  près.  Il  est  facile  de  démontrer 
que  : 

Pour  qu'un  trinôme  du  second  degré  soit  un  carré  par- 
fait, il  faut  que,  égalé  à  zéro,  l'équation  résultante  ait 
ses  racines  égales. 
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En  effet,  ax^-{-  hx  -î-c  ne  peut  être  que  le  carré  d'un 
binôme.  Soit  mx  -f-  n  ce  binôme  ;  on  doit  avoir 

ax^  -^  hx  -\-  cz=:{ mx~  ri^. 

Or,  en  égalant  (mx-f-  n^  à  zéro,  on  trouve  deux  racines 
égales.  Du  reste,  la  formule  précédente  donne 

a.T^~  -\r  bx  -\-  c  r:-  ni^ x'^  -f-  imtix  -\-  n^, 

et,  en  identifiant, 

ur  rrn  <2,      3,  mn  --:  h,      n^-~  c. 

On  déduit  de  là 

m  --—  y«     et     «1— ^  c, 
et  par  suite 

ax^  -A-  hx  -\-  C's=z   xsja  -■-  y/c  j'  • 

En  remplaçant  dans  l'équation 

m  et  n  par  leurs  valeurs  \'a  et  yc,  on  a 

ou  bien,  en  élevant  au  carré, 

^ac=ib'^,      b' — 4'^^-~"0- 

Nous  retrouvons  ainsi  par  une  autre  voie  la  condition  qui 
doit  être  satisfaite  pour  que  l'équation 

ax^  -h  bx  -\-  c  r  ■-  G 

ait  ses  racines  égales. 

V.  —  EXAMEN  DU  CAS  OU  LE  COEFFICIENT  .r^  EST  TRÈS-PETIT. 
La  formule 


,   .  —  bzhJb'  —  /Lac 

(l)  orrzz   —  ^^ 


2a 
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qui  donne  les  racines  de  l'équation 

(  2  ]  nx^  -\-  bx  ~i-  c  ~~o^ 

a  été  démontrée  pour  toutes  les  valeurs  de  a  différentes 
de  zéro.  Il  est  intéressant  de  rechercher  ce  qu'elle  devient 
quand  on  y  introduit  l'hypothèse  a  =  o,  qui  fait  disparaître 
l'une  des  racines  de  l'équation  (2)  en  l'abaissant  au  pre- 
mier degré;  en  d'autres  termes,  nous  allons  voir  ce  que 
devient  la  racine  qui  disparaît  pour  a=z  o.  Si  l'on  intro- 
duit directement  zéro  à  la  place  de  a  dans  la  formule  (i), 
les  racines 

(3)  x'=  -  i.+v/ZEif£, 

(4)  •^■—  — 


la 


prennent  respectivement  les  formes  illusoires 

G  0 

Ces  formules  ne  nous  apprennent  rien  ;  mais,  si  nous  mul- 
tiplions les  deux  termes  de  la  fraction  qui  représente  la 
valeur  de  x',  formule  (3),  par  — h — sjb'^  —  \ac,  et  les 
deux  termes  de  la  fraction  qui  représente  la  valeur  de  x" ^ 
formule  (4),  par  -~b-^~sjb^  —  ^ac ,  en  observant  que 
l'on  a 


[u  —   v)   [U  -h  v]  ~  «2  ..„  j,2^ 


on  trouve 


75 

c  I 


ia[—b  ~~\Jb^--  ^a 
ia[  —  b  4-  s^/'b^~  4 ac ] 
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OU  simplement,  en  supprimant  le  facteur  commun  2 a, 
2c  „  2r 


—  b  —  y  b'^  —  ^ac  —  b  -h  sjb-  —  i\ac 

Si  l'on  fait  alors  tendre  a  vers  zéro,  on  voit  que  sjh^ —  ^nc 
tend  vers  b  ;  par  suite,  x'  tend  vers  —  ^ ,  racine  de  l'équa- 
tion 

èx  -t-  crr=0, 

tandis  que  x"  augmente  indéfiniment.  Ainsi,  en  employant 
un  langage  figuré  dont  nous  avons  fait  connaître  le 
sens  (p.  II 3),  on  peut  dire  que  pour  a=o  l'une  des  ra- 
cines de  l'équation  (2)  devient  infinie  et  que  l'autre  est 

égale  à  —  7  • 

VI.   —  DES  ÉQUATIONS  BICARBÉES. 

On    appelle    équations   Bicarrées   les   équations   de    la 
forme 

(i)  ax'* -\- bx^-{- c=.o; 

elles  se  ramènent  immédiatement  aux  équations  du  second 
degré  en  prenant  x"^  pour  inconnue.  On  en  conclut 


V  2a 


Une  équation  bicarrée  aura  donc  en  général  quatre 
racines.  Si  b-  —  ^ac<^o,  elle  n'aura  pas  de  racines,  car 
alors  il  n'existe  pas  de  valeur  pour  x-  qui  satisfasse  à 
l'équation  (i).  Si  l'une  des  quantités  comprises  dans  la 
formule 

—  bziz\!  h- —  /\ac 


ia 
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est  négative,  l'équation  n'aura  que  deux  racines;  si  elles 
sont  négatives  toutes  deux,  l'équation  (i)  n'aura  pas  de 
racines. 

Nous  allons  faire  connaître  une  formule  qui  permet  de 
simplifier  dans  bien  des  cas  le  calcul  des  racines  de  l'équa- 
tion (i)  ;  les  racines  de  cette  équation  sont  de  la  forme 


Va  +  v^b. 


Le  problème  que  nous  allons  nous  proposer  de  résoudre 
est  celui-ci  : 

Problème.  —  A  et  B  étant  censés  rationnels,  on  de- 
mande de  tj'ouver  deux  nombres  u  et  v  rationnels  satisfai- 
sant à  la  relation 


(2)  V/A -f- v/B  =  v/w  +  v^. 
Remarquons  auparavant  que,  si  l'on  a 

m  -I-  sjn-=m  -\-  sjn' , 

m,  7?,  m',  n!  désignant  des  nombres  rationnels,  on   aura 
forcément 

mr=m',     nz=zn', 

si  sjn  et  sjïi  ne  sont  pas  commensurables.  En  effet, 

sln  ==:  [m'  —  m  --h  siit), 

et,  en  élevant  au  carré, 

(3)  n  =  [m'  —  m)^  +  n!  ^  i^'7['  [m!  ~  m). 

Or  le  produit  2  sjn'[m! — m)  sera  incommensurable  tant 
que  m— -m' ne  sera  pas  nul,  car,  si  ce  nombre  était  com- 
mensurable,  on  pourrait  poser 


i\Jn'  [m' —  m 


F- 

V 
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fj.  et  V  étant  des  nombres  entiers,  d'où 


— 7      ^^ 
V/2  =  -  :  2(m'  —  w). 


\Jn'  serait  donc  égal  à  un  nombre  commensurable,  ce  qui 
est  contre  notre  hypothèse.  Mais  alors,  si  7n>-7?i',  le  se- 
cond membre  de  la  formule  (3)  est  incommensurable,  le 
premier  ne  l'est  pas;  donc  il  faut  que  l'on  ait  m  =  jn',  et 
par  suite  n  =  j/. 

Cela  posé,  revenons   à  la   formule  (2).  En  élevant  au 
carré,  on  a 

A  H-  v/B  --  M  4-  (^  -4-  2  y/wt', 

d'où  nous  concluons 


Az=zu-\~u,  sJï^=zlJui>      OU       yBir 

4 


«('. 


Nous  ferons  ensuite  observer  que,  si  le  radical  y/B  est  pris 
avec  le  signe  —,  les  radicaux  >Ja  et  yÇ  devront  être  pris 
avec  des  signes  contraires.  On  connaît  ainsi  la  somme  et 
le  produit  de  ueiv\  ces  quantités  (p.  161)  sont  donc  ra- 
cines de  l'équation  du  second  degré 


On  en  déduit 
et  par  suite 

(4) 


A  .     ^ 

A.r  -h  -  z=:  o. 

4 


A  zh  s/A2  —  B 

«      ou      (^  = , 


v/A-^Tï  ^YA^^-^-y/^ 


2 


Cette  formule  résoudra  le  problème  toutes  les  fois  que 
A^  —  B  sera  un  carré  parfait.  Toutefois,  nous  ferons  obser- 
ver que  la  formule  (4)  est  une  identité  et  qu'elle  a  lieu 
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dans  le  cas  où  les  nombres  A  et  B  sont  tout  à  fait  quel- 
conques. En  effet,  les  deux  nombres  u  et  r  ont  été  déter- 
minés par  la  condition  de  satisfaire  aux  formules 

4 

qui  satisfont  à  la  condition 


c'est-à-dire 


s'uztL^!i>  =  \lA.: 


quels  que  soient  A  et  B.  Du  reste,  la  formule  (4)  se  vérifii 
aisément  en  élevant  ses  deux  membres  au  carré. 


Exemple.  - 

—  Résoudre  l'équation 

x*-!-/?.r^-;-  qr=zo. 

n  a 

■=---V''rWi~" 


Appliquons    au  calcul  de  x  la  formule  (4).  Pour  cela,  il 
faut  faire  dans  cette  formule 

2  4 

il  vient  alors 

La  transformation  en  question  réussira  donc  toutes  les  fois 
que  (/  sera  un  carré  parfait;  ainsi  l'équation 

x''  —  24^'  +  36  =:  O 

donnera 


x  =  dz{\/6-\-3±^6-3) 
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011 

Vil    —   PROPRIÉTÉ  REMARÛUABLE  DU  TRINOME  a:'*  ^  p.x^^ -^  q. 

Le  trinôme  x^ -{- p x"^ -\~  q  peut  toujours  se  mettre  sous 
la  forme  d'un  produit  de  deux  trinônes  du  second  degré. 
Ceci  est  évident  lorsque  les  racines  de  l'équation 

x''  -\-  p  x^  -\-  q  ■=  o 

sont  réelles,  en  considérant  x*  comme  l'inconnue;  alors, 
en  effet,  en  désignant  par  x'  et  x"  ces  racines,  on  a 

jc*  4-/?.r2  -^  q  ~[  x^  ~  x'][.x^  —  x"] . 

Supposons  donc  x'  et  x"  imaginaires;  alors  on  a 

D'un  autre  côté,  en  considérant  x'*  et  q  comme  les  termes 
extrêmes  d'un  carré,  on  a 

{ 2  )  x''-^px^-\-q  —  [x^  +  \lqY  -h[p  —  1  \/q)x\ 

Mais  de  la  relation  (i)  on  tire  successivement,  en  observant 
que^>o, 

/?  — 2v<7<o. 

Si  p  est  négatif,  cette  formule  sera  satisfaite  d'elle-même. 
La  formule  (2)  peut  alors  s'écrire 


-+-  px^  -f-  q  =  [x^  -h  sjqY  -  x^  {sj  1  sjq  -  p)' 
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OU  bien 

x'*  -h  px^  -f-  f] 


=  (.r^  -}-  y  V/  —  X  si'?.  \lq  —  p)  {x'^-^^q  +  X  \l  1  \fq  —  p) , 

C.   Q.   F.  D. 

Applications.  —  On  a 

^4_,—  (^2_^l)   {x^—l), 

x^  -h  1  =[x'^  -h  I  —  x\ji)  ( x^  +  I  -1-  .r  y''?,  ) . 

VIII.   —  DES  aUESTIONS  DE  MAXIMUM  RÉSOLUBLES  PAR  DES 
ÉÛUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ. 

On  appelle  maximum  d'une  quantité  variable  une  va- 
leur de  cette  quantité  plus  grande  que  celles  qui  la  pré- 
cèdent et  la  suivent  immédiatement. 

On  appelle  minimum  d'une  quantité  variable  une  va- 
leur de  cette  quantité  plus  petite  que  celles  qui  la  précè- 
dent et  la  suivent  immédiatement. 

Comme  on  voit,  le  maximum  d'une  quantité  n'est  pas 
la  plus  grande  de  toutes  ses  valeurs  ;  celle-ci  porte  le  nom 
de  maximum  absolu.  On  appelle  de  même  minimum 
absolu  d'une  quantité  la  plus  petite  de  toutes  les  valeurs 
de  cette  quantité. 

Si  nous  considérons,  par  exemple,  une  courbe  si- 
nueuse  MN  [fig.  4)  et  une   droite   DE  situées  dans  un 

Fig.  4. 


même  plan,  la   distance   d'un  point   quelconque  de   MN 

L.  —  Algèbre,  1.  12 
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à  DE  est  une  quantité  variable  qui  est  maximum  en  B  et 
en  K,  mininHim  en  A  et  en  C.  Un  minimum,  comme  on 
voit,  peut  être  plus  grand  que  certains  maxima. 

Problème  I.  —  Trouver  le  maxiniuni  d'un  produit 
de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante  et  égale 
à  ia. 

Soit  X  l'une  des  parties  de  la  somme;  l'autre  sera 
ia  —  X,  et  l'on  aura,  en  désignant  parj^  le  produit  que 
l'on  veut  rendre  maximum, 


ou  bien 
d'où  Ton  tire 


y  zrz  xyin  —  x] 
x"  —  lax  -4-j=ro, 


X  =  rt  dz  \^cr 


A  l'inspection  de  cette  formule,  on  voit  que  la  plus  grande 
valeur  que  puisse  prendre  j  est  a'^ ^  car,  pour  de  plus 
grandes  valeurs  de  7,  x  n'existerait  plus  ;  pour  j  =  «2^ 
on  a  x=«.  Ainsi  les  deux  facteurs  du  produit  9  sont 
égaux  lorsque  ce  produit  est  maximum  absolu;  du  reste,  j- 
peut  décroître  de  <7-  à  — ce  . 

Problï:me  II.  —  Trouver  le  nnnimum  d' une  somme  de 
deux  facteurs  dont  le  produit  est  constant  et  égal  à  p-. 

En  appelant  x  l'un  des  facteurs,  l'autre  sera  —-,  et,j 
désignant  la  somme  que  l'on  veut  rendre  minimum,  on  a 

P' 

^  H-  —  =  J, 
./' 

ou  bien 

1  ,  I 


2  2 
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On  voit  immédiatement  que  l'on  peut  faire  croître  j^  au 
delà  de  toute  limite,  mais  que  l'on  ne  peut  pas  lui  donner 
de  valeurs  inférieures  à  4p^'  y=^p  est  donc  un  mini- 
mum, j)^= —  Q.p  un  maximum;  du  reste  on  a  alors 

et  l'on  reconnaît  que  les  facteurs  doivent  être  égaux  et  po- 
sitifs pour  qu'il  y  ait  minimum,  égaux  et  négatifs  pour 
qu'il  y  ait  maximum. 

Problème  IIL   —  Trouver  les  maxiina  et  les  niinitna 
de  la  fj' action 

.  a  .r^  -4-  /;  x  -f-  c 

(0  j 


mx-  H-  nx  -\-  p 

Résolvons  par  rapport  à  x  ;  nous  aurons  successivement 
.7;2  [ nif  —  a)-^  x[nx  —  ^)-^  PJ  —  c  =  o, 


/?  r  —  ù±\/{  nj  ^  h)-  —  4 1  "^y  —  ^^  )  [py  —  ^'  ) 

i[mj  —  a] 


Si  nous  posons  alors 


n"-—  [\mp^=:\      — 2/?^ -f-4//2c  H-4^7^  —  p,      ^^  — 

l\ac 

il  vient 

ny  —  l)±  v/>  )•-  -1-  pj  -h  V 

?.  ( my  —  a) 

formule  dans  laquelle  le   trinôme  u  placé  sous  le  radical 
devra  être  positif.  Nous  aurons  trois  cas  à  distinguer  : 

i'^  \jr — î\\v^o.   Le   trinôme    'ly'^ -\~  u.y -^^  >)  =^  u  peut 
alors  se  mettre  sous  la  forme 

u  —  \[y—y'][r—f')^      OÙ     f<,y\ 
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Si  alors  1  est  positif,  le  trinôme  u  ne  sera  positif  que  pour 
toutes  les  valeurs  de  j-  non  comprises  entre  ^  '  ei  j"\  y'  sera 
alors  une  limite  d'accroissement  pour  y,  un  maximum.  La 
valeur  correspondante  de  x  sera 

—     ^/— ^ 
2  (  m  y  —  a  ) 

y",  au  contraire,  sera  un  minimum,  et  la  valeur  corres- 
pondante de  X  sera 

i[my"  —  a) 

Si,  au  contraire,  X  est  négatif,  u  ne  sera  positif  que  pour 
les  valeurs  de  y  comprises  entre j^'  q\  j"\  y'  sera  un  mini- 
mum, j^^' un  maximum. 

2^  Si  /Jt^  —  4^'-^  est  nul,  le  trinôme  u  est  un  carré  parfait 
au  facteur  /  près;  si  ce  dernier  est  positif,  les  valeurs  de  x 
prennent  la  forme 

AjH-  B 

.7"  '- ■ • 

2  (  rnj  —  a) 

Il  est  clair  que  j^  peut  passer  par  tous  les  états  de  valeur 
possibles;  il  n'y  a  donc  ni  maximum  ni  minimum.  Si  X  est 
négatif,  on  ne  peut  donner  qu'une  seule  valeur  admissible 
à  y,  celle  qui  annule  le  trinôme  u. 

3'*  |ut-  —  4^-v<^o,  dans  ce  cas,  le  trinôme  u  conserve 
toujours  le  signe  de  X;  si  donc  1  est  positif,  il  n'y  a  pas 
de  maximum  ni  de  minimum  ;  si  X  est  négatif,  il  n'y  a 
pas  de  valeur  admissible  pour  x  :  ce  caè  ne  peut  pas  se 
présenter.  Il  est  bien  clair,  en  effet,  que,  si  l'on  donne  à  x 
une  certaine  valeur  dans  l'équation  (i),  il  en  résultera  une 
autre  pour  j,  et  par  conséquent,  pour  certaines  valeurs 
données  de  j,  il  existera  des  valeurs  correspondantes 
pour  X. 
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Revenons  au  cas  où  l'on  aurait 
Si  l'on  remplace  1,  [j-,  v  par  leurs  valeurs,  on  a 

ou  bien 

a-  —  4  )^v  =:  1 6  (  m^  c^  +  a^p'^  +  acn^  +  mpb^ 
—  mnbc  —  abpn  —  lacmp]. 

Si  l'on  suppose  a  =:  mi,  h  =  ni,  c  =  pi,  la  relation  pré- 
cédente donne 

p^  —  4  ^ '•'  =  o . 

Nous   savons,   en   effet,   qu'alors  y   conserve   une   valeur 
indépendante  de  x. 

Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  >  =  o.  Dans  ce  cas, 
il  y  a  toujours  un  maximum  ou  un  minimum  donné  par  la 
formule 

V 

jr— 

r 


IX.   —   SUR  QUELQUES   QUESTIONS  DE  MAXIMUM  ET  DE  mNIMUM 
RÉSOLUES  A  L'AIDS  DE  PROCÉDÉS  ÉLÉMENTAIRES. 

Problî-me  I.  —  Trouve?^  le  maximiun  d'un  produit  de 
plusieurs  factews  dont  la  somme  est  constante. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  facteurs  a  et  b.  On  a 

[a  +  bY         (a  —  bY 

Laissons  la  somme  a-\-h  constante;  il   est  clair  que  le 
premier  membre  de  cette  égalité  sera  maximum  quand  le 

12. 


l82 


TRAITE   D  ALGEBRE. 


(a~  hY  .    . 

terme    soustractif  ^ — -  sera    minimum.    Si    donc    on 

4 
peut   prendre  a=ib,on  aura  alors   la  valeur  maximum 
de  ab. 

Considérons  maintenant  un  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs   ahc...l\    il    est   bien    clair   qu'on    ne    change    pas 

leur  somme  en  remplaçant  a  ei  h  par  "—^.  Mais,  si  a  et  h 

sont   différents,  on  voit,  d'après   ce   qui  précède,  que  ab 

sera  inférieur  a  (  — ^— ]    ^  donc,  tant  qu'il  existera  deux 

facteurs  inégaux  dans  le  produit,  il  ne  sera  pas  maximum  ; 
donc  enfin  le  maximum  cherché  a  lieu  lorsque  tous  les 
facteurs  sont  égaux. 

On  peut  conclure  de  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  — La  moyenne  arithmétique  de  plusieurs 
quantités  a^b^c,. . .  ^  l  est  plus  grande  que  leur  moyenne 
géométrique. 

En  effet, 

fa-\-b  A-  c  -\-  ...  +  A  « 

V  Ti  j 

est  un  produit  de  n  facteurs  égaux  tels  que 

a-i-6-r-c-i-  ...  -h/ 

■ j 

n 

dont  la  somme  est  ''' 


ce   produit   est   donc   la  plus   grande   valeur  que  puisse 
prendre  le  produit  abc...l  sans    que  la   somme   de  ses 
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facteurs   cesse  de  conserver  sa  valeur  j  donc 


OU 

a-\-  b  -^c  -+-...  -h  l 


-^abc.  .1 

]>.  \J abc ,  .  .1 . 

c,  o.  r.  D. 


Problème  II.  —  Trouver  le  minimum  d'une  somme  de 
termes  dont  le  produit  est  constant. 

Nous  considérerons  d'abord  deux  termes  a  el  b]  nous 
aurons  alors 

«  -f-  /;  rz::  v'(  a  —  bf -^-  ^ab  . 

On  voit  immédiatement  que,  ab  étant  constant,  a  -h  b  sera 
d'autant  plus  petit  que  [a  —  b)  sera  plus  petit;  si  donc  on 
peut  prendre  a==z  b,  a  ~\-  b  sera  minimum. 

En  raisonnant  comme  dans  le  problème  précédent,  on 
démontre  facilement  que  le  minimum  d'une  somme  de 
termes  dont  le  produit  est  constant  a  lieu  lorsque  ces  fac- 
teurs sont  égaux  ou  ont  entre  eux  des  différences  aussi 
petites  que  possible. 

Problème  III.  —  x  H-  7  -f-  2:  -f-  . . .  est  constant  :  tromper 
le  maximum  de 

expression  dans  laquelle  m,  72,  p,  ...  sont  des  nombres 
constants. 

Il  est  clair  que  le  maximum  de  x^^^  y^  zP  .  .  .  a  lieu  en 
même  temps  que  celui  de 

■lY  II 

ni  )      \n 
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Mais  l'expression  précédente  est  le  produit  de 

m  -h  'i  -^-  p  -\-  .  '  ' 

facteurs  dont  la  somme  est  égale  à  x  H-  r  -4-  -  -h .  .  . ,  c'est- 
à-dire  constante;  le  maximum  aura  donc  lieu  quand  ces 
facteurs  seront  égaux  ou  quand 

m        n        q 

On  verrait  de  même  que  ces  égalités  constituent  la  condi- 
tion pour  que  x  -\-  y  -\-...  soit  minimum  quand  x^  y'^  zP... 
est  constant. 

Problème  IV.   —  Trouver  le  cône   maximum  inscrit 
dans  une  sphère  de  rayon  donné. 

Si  l'on  désigne  par  a  le  rayon  de  la  sphère,  par  x  le 
rayon  de  la  base  et  par  j  la  hauteur  du  cône,  la  quantité 

qu'il  faut  rendre  maximum  a  pour  expression  -  nxP-y  ou 

simplement  x'^j.  Or  on  trouve  facilement  entre  x  et  j  la 

relation 

.r^  =  j  ['^■(i  —  r ) . 

Si  l'on  remplace  alors  x^  dans  l'expression  à  rendre  maxi- 
mum par  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver,  elle  de- 
vient 

y"-[ia—y]. 

Or  la  somme  des  facteurs  j,  ia — y  est  constante  et  éga'e 
à  ia\  il  y  aura  donc  maximum  [voir  le  problème  précL- 
dent)  lorsque  l'on  aura 

ï 

-  z=zin  —  Y, 
2 
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OU 

Problème  V.  —  Trouver  le  cône  minimum  circonscrit 
à  une  sphère  de  rayon  donné  a. 

Soient  X  le  rayon  de  la  base,  j  la  hauteur  du  cône;  la 
quantité  à  rendre  minimum  est  toujours 

Si  du  centre  de  la  sphère  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  l'une  des  génératrices  du  cône,  on  obtient  une  figure 
dans  laquelle  deux  triangles  semblables  qu'il  est  aisé 
d'apercevoir  donnent  la  relation 

r  —  a  a 

-•^ =  -      ou 


/„2     1     .-2  :r.  ./:'' -\-  Y^  ar" 


Si  nous  résolvons  par  rapport  à  x^,  il  vient 


En  multipliant  parj^  et  en  ayant  égard  à  l'équation  (i),  il 
vient 


Or  3  sera  minimum  quand 

I        j  ^  —  2  a  y 

sera  maximum.  Or  cette  dernière  expression  peut  s'écrire 

I  \     ia  I         ia 

z        ia^    y    \  y 
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Si  l'on  observe  que  — :  est  constant  et  que  la  somme  des 

facteurs  —  et  i est  constante,  -  sera  maximum,   et 

y  y  z 

par  suite  z  minimum,  lorsque  l'on  aura 

zn:  I OU       J=z^a. 

Celte  donnée  suffit  pour  construire  le  cône  minimum. 


NOTES  ET  EXERCICES. 

1 .  On  a  employé  deux  ouvriers  gagnant  des  salaires  différents  :  le 
premier,  ayant  été  payé  au  bout  d'un  certain  nombre  de  jours,  a  reçu 
96  francs,  et  le  second,  ayant  travaillé  six  jours  de  moins,  n'a  eu  que 
54  francs;  s'il  avait  travaillé  tous  les  jours,  et  que  l'autre  eût  manqué 
six  jours,  ils  auraient  reçu  tous  les  deux  la  même  somme.  On  de- 
mande combien  de  jours  chacun  d'eux  a  travaillé  et  le  prix  de  sa 
journée. 

2.  On  remet  à  un  banquier  deux  billets  sur  la  même  personne, 
le  premier  de  55o  francs,  payable  dans  sept  mois,  le  second  de 
720  francs,  payable  dans  quatre  mois,  et  il  donne  pour  le  tout  une 
somme  de  1200  francs.  On  demande  quel  est  le  taux  annuel  de  lin- 
térêt  d'après  lequel  ces  billets  ont  été  escomptés. 

3.  Dans  quelle  direction  faut-il  lancer  une  bille  de  billard  pour 
qu'après  deux  réflexions  elle  vienne  repasser  par  le  point  de  départ? 
On  supposera  l'angle  d'incidence  égal  à  l'angle  de  réflexion  ;  on  sup- 
posera le  billard  circulaire  (dans  ce  cas  la  solufeit)n  dépendra  d'une 
équation  du  troisième  degré  dont  on  connaît  à  priori  une  racine,  ce 
qui  permet  de  la  ramener  au  second);  on  supposera  aussi  le  billard 
composé  de  deux  bandes  rectilignes  indéfinies  (pour  que  le  problème 
soit  possible  dans  ce  cas,  il  faut  que  l'angle  des  bandes  soit  aigu). 

4.  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  tel  que  la  somme  des 
îarrés  de  ses  distances  à  d'autres  points  donnés  sur  cette  droite  soit 
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égale  à  un  nombre  donné  m.  Discuter  le  problème  et  dire  quelle 
est  la  plus  petite  valeur  que  l'on  puisse  adopter  pour  m. 

5.  Trouver  sur  une  droite  donnée  AB  un  point  M  également  éclairé 
de  deux  lumières,  d'intensités  a  et  b^  placées  en  A  et  B  respectivement. 

6.  Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  moyenne  arithmétique  et 
Jeur  moyenne  géométrique.  Conclure  de  la  discussion  que  la  moyenne 
arithmétique  de  doux  nombres  est  plus  grande  que  leur  moyenne  géo- 
métrique. 

7.  Résoudre  les  équations 


(I) 

J.2  ^_  y2  ^   fj2^ 

xy=b\ 

(2) 

x^ -{- j"' --=  n^, 
x±zr=  b, 

(3) 

X  —  Y~  b, 

1 

x^  —  y-=a^, 
XY  =■  b\ 

\ 

1 

^2  _,_   yt  _)_    ^2 

xj  -+-  rz  -+-  zx 
X  -hf—  z 

= 

\ 

X  — y  —  c/, 
xy=b''~. 

Pour  résoudre  (i),  on  remarque  que  ^2  etj)-2  sont  racines  de 

22  _  ^^22_i-/;4=  o; 

(2)  se  ramène  à  (i)  en  élevant  la  seconde  équation  au  carré  et  en 
retranchant  la  première;  (3)  se  résout  en  divisant  la  première  équa- 
tion du  système  par  la  seconde. 

8.  Résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  z^  —  x'^'-^y"-. 

Solution.  —  On  a  x^  =  (2  -f- j)  (z  —  7)  ;  on  pose  alors  z-\-  y=  a-., 
z—f—  b'^,  «2  et  b^  étant  des  carrés  de  même  parité,  afin  que 

^?2_+-/;2  ^Î_A2 

z  =  — - —     et    X  ■■ 


2 


soient  entiers. 
Exemples  : 


<-/  =  !,     6  =  3 ;     alors    j  =  4,     z  =  5,      x  =  3, 
a  =  1.^     b=^\        »        f  =  6,     2.  =  10,     X  =  %. 
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9.  Pour  résoudre  une  inégalité  de  la  forme 

n.r^-h  hx  -]-  c-y  o     ou     <  o, 

on  observe  que  nj:^--i-ba:  +  c  est  de  même  signe  ou  de  signe  con- 
traire à  son  premier  terme  selon  que  x  est  compris  en  dehors  ou 
dans  l'mtervalle  compris  entre  les  racines.  Cela  posé,  résoudre  les 
inégalités 

^2_4x-hi>5, 
.r2  -+■    ,r  -j-  I  >  o, 

{x-a){j:-b)yc, 

ou  montrer  qu'elles  ne  peuvent  pas  être  satisfaites. 
10.  Résoudre  l'inégalité 


ù'. 


A>a. 


On  ne  chassera  pas  le  dénominateur;  pourquoi  serait-ce  une  faute? 
On  fera  passer  a  dans  le  premier  membre,  et  l'on  sera  ramené  à 
résoudre  une  inégalité  de  la  forme 


(I) 


Ajc^-h  B.r  4-  C  > 
fl'x2-h  lj',r  -h  c'  < 


Pour  résoudre  cette  inégalité,  on  décomposera  les  deux  termes  de  la 
fraction  en  facteurs  du  premier  degré,  si  c'est  possible.  Si  aucun  des 
deux  termes  de  la  fraction  n'est  décomposable  en  facteurs  du  premier 
degré,  les  racines  de  ces  deux  termes  seront  imaginaires,  ces  deux 
termes  conserveront  toujours  le  même  signe,  et  l'inégalité  (i)  sera 
ou  toujours  satisfaite  ou  toujours  impossible.  Si  un  seul  terme  a  ses 
racines  imaginaires,  il  conserve  son  signe,  et  l'autre  terme  change  de 
signe  quand  x  passe  par  les  racines  de  ce  terme  égalé  à  zéro.  Soient 
a,  ^  les  racines  rangées  par  ordre  de  grandeur.  Supposons  a'  et  A  po- 
sitifs ;  la  fraction  aura  le  signe  -+-  quand  x  vari^a  de  —  co  à  a,  le 
signe  —  quand  x  variera  de  a  à  p,  et  le  signe  h-  quand  x  variera  de 
[3  à  -i-  ce  .  Si  les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposables  en 
facteurs  du  premier  degré,  en  appelant  a,  [3,  y,  §  les  racines  des  équa- 
tions Ax2+  Bx  -f-  C  ==  o,  a'x  -\-  b'x  -+-  c'=  o  rangées  par  ordre  de 
grandeur,  la  fraction  aura  le  signe  de  ka'  quand  x  variera  de  —  co  à  a, 
puis  changera  successivement  de  signe  seulement  pour  jc=r  3,  y,  ^. 
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Résoudre  ainsi 


H.  Si  a  -h  /p  est  racine  d'une  équation  du  second  degré  à  coeffi- 
cients entiers,  a  et  p  désignant  des  entiers  et  ^/p  une  irrationnelle, 
a  —  v/p  sera  aussi  racine  de  cette  équation. 

Voici  maintenant  quelques  questions  de  maximum  que  l'on  résou- 
dra par  les  procédés  indiqués  dans  le  texte. 

12.  Maxima  et  minima  de 

XXX'  x^ 

13.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  ax  -h  ^j  quand  xy  est 
constant,  de  xf  quand  ax  -h  by  est  constant,  de  x^-+-f'  quand  xy 
ou  X  -f-jr  est  constant. 

14.  Une  colonne  verticale  est  surmontée  d'une  statue  :  trouver  en 
quel  point  du  terrain,  supposé  horizontal,  il  faut  se  placer  pour  voir 
la  statue  sous  un  angle  maximum  (construction  géométrique  de  cet 
angle).  Résoudre  le  même  problème  en  supposant  la  surface  du  ter- 
rain sphérique. 

15.  Étant  données  deux  parallèles  AB  et  CD,  une  sécante  AD  et  un 
point  B  sur  l'une  d'elles,  mener  par  le  point  B  une  sécante  BC  ren- 
contrant AD  en  un  point  0  tel  que  la  somme  des  aires  des  triangles 
AOB,  COD  soit  minimum. 

16.  Trouver  le  trapèze  de  périmètre  ou  de  surface  maximum  ou 
minimum  inscrit  dans  un  demi-cercle,  la  grande  base  du  trapèze  coïn- 
cidant avec  le  diamètre  du  demi-cercle. 

17.  Étant  donné  un  angle  BAC  et  un  point  P  situé  dans  son  plan, 
faire  passer  par  le  point  P  une  droite  BC  telle  que  Taire  du  triangle 
ABC  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

18.  Dans  un  trapèze,  trois  côtés  consécutifs  sont  égaux  :  déterminer 
le  quatrième  côté,  qui  est  censé  être  l'une  des  bases,  de  telle  sorte  que 
l'aire  du  trapèze  soit  maximum. 
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19.  On  inscrit  un  rectangle  dans  un  grand  cercle  de  la  sphère;  on 
prend  ce  rectangle  pour  base  d'un  prisme  droit  dont  les  pans  découpent 
dans  la  sphère  un  quadrilatère  curviHgne  :  on  demande  comment  doit 
être  choisi  le  rectangle  pour  que  ce  quadrilatère  soit  maximum. 

20.  Trouver  le  cylindre  droit  à  base  circulaire  de  volume  ou  do 
surface  latérale  maximum  inscrit  dans  un  cône  donné. 

21.  Trouver  le  tronc  de  cône  de  surface  latérale  maximum  inscrit 
dans  un  hémisphère,  l'une  des  bases  du  tronc  étant  le  grand  cercle 
qui  sert  de  base  à  l'hémisphère. 

Voici  maintenant  quelques  théories  facilitant  la  recherche  dea 
maxima  et  des  minima. 

22.  On  trouve  facilement  le  maximum  de 

[ax  -^  a')"^{bx  -\-  b'.)n[cx  ^  c')p, 

où  r/,  ^,  <?,  «',  b',  c',  ///,  n,p  sont  donnés,  au  moyen  de  l'artifice  sui- 
vant. La  quantité  à  rendre  maximum  peut  être  remplacée  par 

[ay.x  -^  y.a')"^{b&x  -h  [3Z>')«  [cyx  -h  c'y)P^ 

a,  (3,  7  étant  indépendants  de  x;  si  l'on  dispose  de  a,  p,  7  de  telle  sorte 
que 

(i)  a.r/ -^  pb -h  yc  —  o, 

ce  que  l'on  peut  faire  d'une  infinité  de  manières,  la  somme  des  fac- 
teurs de  l'expression  que  nous  voulons  .rendre  maximum  sera  con- 
stante, et  on  la  rendra  maximum  en  posant 

aa..v  H-  n'y.       b  ?jx  -h  b'p       cy.r  +  c'y 

In  ~  Il  ~~  p 

S    7 
Ces  deux  équations  et  (i)  font  connaître  x  et  les  rapports  '->  p  que 

l'on  n'a  pas  besoin  d'ailleurs  de  calculer. 

Voici  un  exercice  dans  lequel  on  appliquera  ce  qui  vient  d'être  dit. 

23.  Étant  donnée  une  sphère,  déterminer  un  petit  cercle  de  telle 
sorte  qu'en  le  prenant  pour  base  de  deux  cônes  droits  ayant  leurs 
sommets  sur  la  sphère  la  difi"érence  des  volumes  de  ces  cônes  soit 
maximum  {voir  l'exercice  précédent). 
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24.  On  trouve  facilement  le  minimum  de  \Jx'^  ±  a^  +  yjy^  =t  b^  quand 
.r  +  j  =  /  reste  constant  ;  en  élevant  au  carré,  on  a  à  rendre  minimum 
.r2-+-j2_|_2^^^2±^2)(^2±^2y  Qf  .r^  +  ^K^  = /2  _  ^ ^j ;  donc  On  3 
à  rendre  mininum 


/2—  'ixy  —  2v/(^2±  ^,2j  ^^2Hh  /^2 

OU  à  rendre  maximum 


m  =.  xy-^  \J[x'^  ±  ^/2  |(j2  ±  /^2  ), 

En  remplaçant  j  par  sa  valeur  /  —  ^,  en  élevant  au  carré  et  en  faisant 
les  réductions,  on  a  une  équation  du  second  degré  en  x;  on  la  résout 
et  on  égale  à  zéro  la  quantité  placée  sous  le  radical  ;  on  arrive  ainsi  à 
une  équation  du  troisième  degré  en  w,  mais  qui  se  décompose  facile- 
ment en  une  équation  du  premier  et  du  second  degré.  Ainsi  on  recon- 
naît que  m~±ab.  Voici  deux  jolies  applications. 

25.  Trouver  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  en  pas- 
sant par  une  droite  donnée  située  dans  un  même  plan  avec  les  points 
donnés  [voir  l'exercice  2i). 

26.  Trouver  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  de  deux  cercles  un 
point  tel  que  la  somme  des  tangentes  menées  de  ce  point  aux  deux 
cercles  soit  maximum  ou  minimum  (vrj/r  l'exercice  24). 

27.  On  a  (^-f- «)'«-+-( jc  —  «)'«>  2 x'«:  en  conclure  que,  si  X-Y 
est  constant,  X'«  +  Y'«  est  maximum  pour  X  =  Y.  On  a  aussi 


\/x  -\-(i-\-\Jx~a~yi\fJc-^ 

on  peut  en  déduire  une  conclusion  analogue.  (Ce  théorème  a  des  appli- 
cations nombreuses  et  évidentes.) 

Une  foule  de  questions  de  maximum  se  simplifient  en  s'aidant  de 
considérations  synthétiques  ;  en  voici  des  exemples. 

28.  Prouver  par  l'analyse  que  de  tous  les  quadrilatères  formés  avec 
quatre  côtés  donnés,  le  plus  grand  est  inscriptible  dans  un  cercle  (on 
pourra  faire  usage  de  la  Trigonométrie)  ;  en  conclure  que,  de  tous  les 
polygones  que  l'on  peut  former  avec  des  côtés  donnés,  le  plus  grand 
est  inscriptible  dans  un  cercle. 

29.  On  donne  un  prisme  hexagonal  régulier  et  droit.  Soient  ABCDEF 
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une  de  ses  bases,  A'B'G'D'E'F'  Tautre  (les  sommets  A,B,C,D,E,F 
se  succèdent  dans  l'ordre  alphabétique  et  les  arêtes  sont  AA',  BB', . . .). 
On  joint  AG,  CE,  EA;  on  fait  passer  des  plans  également  inclinés  sur 
la  base  par  ces  droites  AG,  CE,  EA;  ces  plans  se  coupent  en  un  point  s 
de  la  droite  qui  joint  les  centres  des  bases  et  coupent  les  arêtes  BB', 
DD',  FF'  en  des  points  b,  r/,  /.  On  demande  comment  il  faut  mener 
les  plans  en  question  pour  que  le  solide  ^A^Cf/E/ A'B'G'D'E'F'  ait 
une  surface  latérale  minima.  (  Deux  solides  semblables,  accolés  par 
leur  base  A'B'G'D'E'F',  forment  précisément  la  figure  d'une  alvéole 
d'abeille.)  (Buffon)  (*). 

30.  De  tous  les  polygones  ayant  le  même  périmètre  et  le  même 
nombre  de  côtés,  le  plus  grand  est  convexe  et  régulier. 

31.  A  l'aide  de  l'application  22,  on  résoudra  encore  ce  problème  : 
Étant  donnée  une  sphère  et  un  plan  P,  trouver  le  cône  droit  minimum 
ayant  sa  base  dans  le  plan  P  et  son  axe  perpendiculaire  circonscrit 
à  la  sphère.  (Prendre  pour  inconnue  linverse  de  la  hauteur  du  cône.) 

32.  Un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle  a  ses  diagonales  rectan- 
gulaires ;  le  point  de  rencontre  de  ces  diagonales  est  fixe  :  dans  quelle 
position  son  aire  est-elle  maximum  ? 

33.  Trouver  les  limites  des  expressions  suivantes  pour  .r  =  oo  : 


(\/x--i-  i  —  x),      .T{\/x-^-h  ï  —  .r), 


34.  Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle  de  périmètre  donné  et  d'aire 
maximum. 

33.  Toute  section  faite  dans  un  tétraèdre  parallèlement  à  deux  arêtes 
opposées  est  un  parallélogramme;  de  tous  ces  parallélogrammes  quel 
est  le  plus  grand?  >' 


(*)  Bl'Ffo^,  sans  être  mathématicien,  a  i'ait  preuve  de  connaissances  éten- 
dues en  Analyse  :  il  a  traduit  le  Calcul  des  fluxions  de  Newton,  et  dans 
son  Histoire  naturelle  il  a  traité  diverses  questions  relatives  au  Calcul  dos 
probabilités. 
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36.  Trouver  le  cylindre  de  révolution  de  surface  totale  minimum 
contenant  un  volume  donné. 

37.  Parmi  tous  les  cônes  de  révolution  de  même  volume,  trouver 
celui  dont  l'arête  est  la  plus  petite. 

38.  Étant  donné  un  triangle,  mener  une  droite  minimum  qui  le  par- 
tage en  deux  parties  égales. 

39.  Montrer  que  la  recherche  du  maximum  ou  du  minimum  de 
-i-^ — Y-, ,  se  ramène  à  celle  du  maximum  ou  du  minimum  de 

[ 

vix  H-  -  • 

X 

40.  Rendre  maxima  ou  minima  les  expressions 

sinjc  -h  C0SJ7,     s\\\x  -—  cos.r,     tango;  h-  cot.r. 

41.  Quand  on  donne  .r-4-r  + 3 -h.  ..-H  ^,  la  somme  des  produits 
2  à  2,  3  à  3,  ...  des  quantités  ^,  j,  -,...,  ^  est  maximum  quand 
on  di  X  =j  =  z  . ..  =  t. 

En  effet,  par  exemple,  la  somme  xy  -^  xx . . .  +  xt  -\-jz  -1- . . . 
peut  s'écrire  xy  -i-  k{x  +  j)  -f-  B,  A,  B  ne  contenant  plus  ni  x  ni  r; 
or,   sans  changer  x -^-y  -^  . . .+  t,   on  peut  remplacer  a:  et 7  par 

:^-j^  et  si  X  n'est  pas  égal  à  7,  xj  +  A(.r  +j)  +  B  augmentera 

puisque  xy,  seul  terme  variable  de  cette  somme,  augmente  (p.  181); 
donc,  etc.  Pour  continuer  la  démonstration,  on  mettra  la  somme  des 
produits  3  à  3  sous  la  forme 

xyz  -f-  k{xy  -^yz  4-  zx)  +  B(.r  +7  -|-  3)  +  C. 

42.  Prouver  que  x  -\-y  ^z  ...  +  t,  restant  constant 


est  minimum  quand  x  =y  =  z  ...  =  t;  x^-}-r^ . . . -\- t^  est  égale- 
ment minimum  pour  x=y  =  z...,  etc.  (s'appuyer  sur  l'exemple 
précédent). 

43.  Quand  on  se  donne  xyz . . .  t  la  somme  des  produits  232, 
3  à  3,  . . .,  de  X,  y,  z,  . . . ,  est  minimum  pour  x  =y  . . .  —  t. 
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CHAPITRE  VIII. 

niÉORIE  DES  PROGRESSIONS  ET  DES  LOGARITILMES. 


I.   —  PROGRESSIONS  ARITHMÉTIQUES. 

On  appelle  progression  arithmétù/ue  une  suite  de  termes 
dans  laquelle  chacun  d'eux  est  égal  au  précédent  augmenté 
d'une  quantité  constante  positive  ou  négative  que  l'on 
appelle  raison  àe  la  progression. 

Considérons  la  progression  arithmétique 

(i)  ^i.    h,   c,   d,    ...,    A-,   /. 

Soient  r  la  raison  et  n  le  nombre  des  termes  ;  on  aura 
par  définition  même 

b=za  -\-  r,      c=  ù  -h  r,      .  .  . ,      Iz^k  -\-  r. 

On  voit  déjà,  d'après  cela,  que  le  second  terme  b  est 
égal  au  premier  plus  la  raison  ;  le  troisième  terme  c  est  égal 
au  second  b  plus  la  raison,  c'est-à-dire  au  premier  plus 
deux  fois  la  raison  ;  en  ajoutant  la  raison  à  c,  on  trouve  d  : 
donc  le  quatrième  terme  est  égal  au  premier  plus  trois 
fois  la  raison,  et,  en  général,  le  /i'*^™*-'  terme  /  est  égal  à  a 
plus  n  —  I  fois  la  raison.  On  peut  donc  écrire 

l  =  a-\-l^/t  —  I  )  /', 

ce  qui  donne  lieu  au  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Dans  toute  progression,  un  terme  quel- 
concjue  est  égal  au  premier  [et  l'on  peut  prendre  pour 
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premier  terme  celui  que  Von  ^eut)  plus  autant  de  fois  la 
raison  qu'il  y  a  de  termes  avant  lui. 

Problème.  —  Trouver  la  somme  des  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique. 

Désignons  par  s  la  somme  des  termes  de  la  progres- 
sion (i).  Nous  aurons,  en  conservant  d'ailleurs  les  mêmes 
notations  que  tout  à  l'heure, 

(0  «f  =  «  -H  ^  +  c  -I-  .  .  .  H-  /t  -f-  /. 

Nous  pouvons  aussi  écrire,  en  renversant  l'ordre  des 
termes, 

(2)  s  —  l-A-k-\-...-^c-^b-^a. 

Or  la  suite  l,  h,  .  .  . ,  c,  b,  a  peut  être  considérée  comme 
une  progression  arithmétique  ayant  pour  premier  terme  / 
et  pour  raison  —  /•.  Si  Ton  considère  alors  les  «'^"^«^  termes 
des  progressions  (1)  et  (2),  on  trouve  respectivement  pour 
leur  expression  a  H-  ^=7,.  et  l  —  TZTlr',  leur  somme  est 
donc  «■+-/.  Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  ajoute  les  for- 
mules (i)  et  {2)  terme  à  terme,  la  somme  des  termes  de 
môme  rang  sera  toujours  ^^  -f-  /;  on  peut  donc  écrire 

c'est-à-dire 

(3)  .  =  iiL±iL", 


2 


formule   que  l'on  peut  encore  écrire  comme  il   suit,  en 
remplaçant  /  par  sa  valeur  a  -+-^7137,.  ; 


[la  -^71  — 


I  r]n 


2 


La  formule  (3)  montre  que  : 

Théorème  II.  —  La  somme  des  termes  d'une  progrès- 
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S1071  arithmétique  s'obtient  en  ajoutant  les  termes  extrêmes 
et  en  multipliant  le  résultat  par  la  moitié  du  nombre  des 


termes. 


Applications.  —  Les  entiers  successifs  forment  une 
progression  arithmétique  dont  la  raison  est  i .  On  a  donc 
ICI  «  =:r  I ,  /'  =  I ,  et,  en  désignant  par  s  la  somme  de  n  en- 
tiers consécutifs  commençant  par  i , 


/2   /^  -+-  I 


Les  nombres  impairs  forment  aussi  une  progression 
arithmétique.  La  raison  est  2,  le  n'^'^''  nombre  impair  est 
\-^n — 1.2  ou  in — I,  et  l'on  trouve,  pour  la  somme 
des  n  premiers  nombres  impairs,  n-, 

n.   —  DES  PROGRESSIONS  GÉOMÉTRIQUES. 

On  appelle  progression  géométrique  une  suite  de 
termes  dans  laquelle  chacun  d'eux  est  égal  au  précédent 
multiplié  par  une  quantité  constante,  que  l'on  appelle 
raison  de  la  progression. 

Considérons  la  progression  géométrique 

rt,    h,   c,    cl,   .  .  . ,   /f,    /. 

Le  second  terme  h  est  égal  au  premier  multiplié  par  la 
raison;  pour  avoir  le  troisième  terme  c,  il  faut  multi- 
plier b  par  la  raison,  ou,  ce  qui  revient' au  même,  mul- 
tiplier a  deux  fois  de  suite  par  la  raison;  on  verrait  de 
même  que,  pour  avoir  le  quatrième  terme,  il  faut  multi- 
plier le  premier  trois  fois  de  suite  par  la  raison,  et  d'une 
manière  générale  : 

Théor£:me  L  —  Un  terme  quelconque  d'une  progrès- 
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sion  géométrique  s'obtient  en  multipliant  le  premier 
autant  de  fois  par  la  raison  qu'il  j  a  de  termes  avant 
lui. 

Il  résulte  de  là  que,  en  désignant  par  q  la  raison  de  la 
progression ,  ses  termes  peuvent  s'écrire  de  la  manière 
suivante  : 

rt,    aq,    aq^,   .  .  .,   aq^'-K 

Si  nous  désignons  par  s  la  somme  des  termes  de  cette 
progression,  nous  pourrons  écrire 


s  =:  a[\  -h  q  -^  q"^  -\-  .  ,  .  -^  q 


1' 


Or,  si  l'on  se  reporte  au  Chapitre  III,  p.  40,  on  recon- 
naît immédiatement  que  la  quantité  écrite  entre  paren- 
thèses n'est  autre  chose  que  le  quotient  de  ^r'^ — i  divisé 
par  q —  i ,  en  sorte  que  l'on  a 

s  =  a  'y''-'  . 
q  —  l' 

Cette  formule  peut  encore  s'écrire 

Iq  —  a 

S  = • 

q~i 

On  peut  trouver  la  quantité  s  d'une  autre  manière,  en 
observant  que 

sq  =:  aq  -h  bq  -\-  ...-{-  Iq 

ou  bien 

sq  =z  b  -\-  c  -\-  .  .  .  -h  l  -{-  /q, 

d'où  l'on  conclut 

sq  —  s  ^  Iq  —  rtj 

et  par  suite 

Iq  —  a 

s  =  ~ . 

q  —  l 

l3. 
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Ilî.  —  INSERTION  DE  MOYENS. 


Insérer  des  moyens  entre  deux  nombres  a  et  h,  c^est 
trouver  des  nombres  compris  entre  a  cl  b  ei  obéissant  à 
certaines  lois.  Ainsi  : 

Insérer  m  moyens  arithmétiques  entre  deux  nombres 
«0  et  Uyn+i ,  c'est  trouver  m  nombres  «o  «2 -  •  • ,  «m  tels  que 

«0,    «'1,    «'2,    .  ■  .,  «,;,,   r/,„^, 

forment  une  progression  arithmétique.  Pour  résoudre  cette 
question,  il  suffit  de  trouver  la  raison;  or,  a„,^^  étant  le 
„z-f.2i«™nerme  (puisque  entre  «0  et  a,„+,  il  y  en  a  ?u),  il  est 
égal  au  premier  a^  plus  m  -}-  i  fois  la  raison  x.  On  a  donc 

r/,„+i  r=  «0  -f-  (  /«  -I-  I  )  -r, 

d'où  l'on  tire  la  raison 

^  ,,)  .i_i  tin 


m  +  I 
La  raison  une  fois  connue,  on  a 

et  ainsi  de  suite. 

Insérer  m  moyens  géométriques  entre  <7o  et  n,„^^,  c'est 
trouver  m  nombres  a^,a^,  .  .  .  ,a,n  tels  que  la  sui te 

«0,    ^/i,    «2,     ^/,„,   r;,,,^.,  ,., 

soit  une  progression  géométrique. 

Soit  X  la  raison  de  la  progression  inconnue;  <7,„^,  est  le 
m  -h  2''^''"^  terme  de  cette  progression.  Donc 
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d'où  l'on  tire 


V- 


La  raison  une  fois  connue,  on  a 

IV.   —   QUELQUES  THÉORÈMES  SUR  LES  PUISSANCES 
DES  NOMBRES. 

Lemme.  —  Soit  m  un  nombre  entier  plus  grand  que  i, 
a  un  nombre  plus  grand  que  zéro;  on  aura 

(i)  (i  +  «)"^>i-l-m«. 

En  effet,  on  a 

(l  -4-  a)2—  I  -f-  2a  -f-«2; 

donc  la  formule  (i)  est  vérifiée  pour  m  =  2.  Supposons-la 
vraie  pour  777  — 72  ;  démontrons  qu'elle  est  encore  vraie  poux 
m  =z  71-^  I.  Si  l'on  a 

(l-+-«)''>l-f-/za, 
en  multipliant  les  deux  membres  par  i-j-  a,  on  a 


c'est-à-dire,  a  fortiori, 

(i-|-a)«+i>i+(/z4-l)a. 

La  formule  (i)  subsiste  donc  pour  777 1=  77  +  i.  Or  elle  est 
vraie  pour  m='i\  donc  elle  l'est  pour  772  =  3,  puis  pour 
777  r:ir  4,  ctc.  ;  douc  cllc  cst  générale. 

Théorisme  L  —  Les  puissajices  successives  des  nombres 
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plus  grands  que  i  vont  en  croissant  et  peuvent  dépasser 
toute  limite. 

En  effet,  tout  nombre  plus  grand  que  i  peut  être  re- 
présenté par  i  +  «,  et  l'on  aura,  en  appelant  «un  entier 
quelconque, 

(i-f-a)«>H-,,a. 

La  formule  précédente  montre  que,  en  prenant /z  suffisam- 
ment grand,  {i -^  a)n  pourra  être  pris  plus  grand  que 
toute  quantité  donnée;  du  reste,  il  est  bien  évident  que 

(H-  «)"+!>(,  +  «)«.. 

Théorème  II.  —  Les  puissances  successives  des  nombres 
moindres  que  i  vont  en  diminuant  et  ont  zéro  pour  li~ 
mite. 

En  effet,  tout  nombre  moindre  que  i  peut  être  considéré 
comme  le  quotient  de  l'unité  divisée  par  un  nombre  (i  +  a) 
plus  grand  que  i,  et  alors  le  théorème  que  nous  venons  de 
démontrer  rend  celui-ci  évident. 

Théorème  III.  —  Les  racines  successives  des  nombres 
plus  grands  que  i  vont  en  diminuant  et  ont  V unité  pour 
limite. 

En  effet  :  i""  a  désignant  un  nombre  plus  grand  que  i, 


n{n+\] 


donc  évidemment  r' 

V/«  >-     \/a. 

i''  Je  dis  que  l'on  peut  toujours  prendre  n  assez  grand 
pour  que 

(0  V^^-I<c?, 
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^  désignant  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra.  Er 
Bffet,  de  l'inégalité  précédente  on  déduit 

(2)  «<(l  +  (^)-; 

or  (théorème  1) 

i-l-«(?<(H-c?)". 
Si  donc  on  prend 

a  fortiori  l'inégalité  (2)  sera  satisfaite,  et  par  suite  (i); 
pour  satisfaire  à  la  question,  il  suffît,  comme  on  voit,  de 
prendre 

a  —  I 

à 

ce  qui  revient  à  dire  que  la  racine  tz'^™^  de  a  a  pour  li- 
mite I  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Théorème  IV.  —  Les  racines  successives  d'un  nombre 
moindre  que  i  vont  en  croissant  et  ont  l'unité  pour  li- 
ndte. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  du  précédent. 

V.   —  DES  PROGRESSIONS  GÉOMÉTRIQUES  DÉCROISSANTES. 

Soit 

a  -4-  <7«y2  -f-  aq'^  H-  .  .  .  +  aq^—'^ 

une  somme  de  termes  en  progression  géométrique;  cette 
somme  est  égale,  d'après  ce  que  l'on  a  vu,  à 

q^ —  I              ^            a  aq"' 

a ou  a —^ —  . 


q  —  \  \  —  q 

Supposons  q  <ii. 
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1°  Les  termes  de  la  progression  géométrique  qui  sont 
les  produits  de  a  par  les  puissances  successives  de  q  iront 
en  décroissant  et  tendront  vers  zéro,  en  vertu  du  théo- 
rème II  du  paragraphe  précédent. 

2^   La    somme   des    n  premiers  termes  — ^"^'" 

1  —  7         1-7 

ira  en  croissant  et  aura  pour  limite  — - — ,  puisque  </"  tend 

vers  zéro.  Ainsi  ; 

Théorème.  —  La  limite  de  la  somme  des  n  premiers 
termes  d'une  progression  géométj'ique  dont  la  raison  est 
moindre  que  i  quand  n  croît  indéfiniment  est  égale  au 
premier  terme  divisé  par  la  différence  entre  la  raison  et 
l'unité. 

Exemples  : 


=r  2. 


2*^  Une  fraction  ])ériodiquc  telle  que  o,3535...  est 
égale  a  la  somme  des  termes  d'une  progression  géomé- 
trique : 

35  35      _      35 

[oo        ^loo)-^    ■    (loo)^        "  *  '  ' 

1  35  I  35  „  .     ,   ., 

sa  valeur  est :  — — ~  —  —  :  ce  que  Ion  savait  déià. 

,oo     i  —  rb       y^)         ^  ^ 

Au  iond,  la  démonstration  donnée  en  Arithmétique  est 

identique  avec  celle-ci.  "-' 


VI.   —  DÉFINITION  D'UN  SYSTÈME  DE  LOGARITHMES. 

Si  Ton  considère  deux  progressions,  l'une  géométrique 
commençant  par  l'unité,  l'autre  arithmétique  commençant 


1 

I             I 

I 

2 

ï  —  T 

CHAPr 

rRE    VIII, 

par  zéro, 

(O 

ï,  q. 

r,  • 

.    ,  ^7% 

(2) 

0,    r, 

2/,     . 

. . ,  /'/■, 
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chaque  terme  de  la  progression  arithmétique  jest  ce  que, 
d'après  Neper,  on  appelle  le  logarithme  du  terme  de  même 
rang  dans  la  progression  géométrique  :  ainsi  nr  est  le  loga- 
rithme de  <7". 

On  pourra,  comme  l'on  voit,  former,  en  variant  les  rai- 
sons q  et  r,  une  infinité  de  systèmes  de  logarithmes. 

Voici  une  propriété  du  système  (i)  et  (a)  qui  va  faire 
comprendre  toute  l'importance  de  la  théorie  qui  nous  oc- 
cupe. Soient  q^  et  </"  deux  termes  de  la  progression  géo- 
métrique, mr  et  nr  Jes  deux  termes  correspondants  de  la 
progression  arithmétique;  le  produit  q"^q^^z=z  q^+n  gg^  ^n 
terme  de  la  progression  géométrique;  le  terme  correspon- 
dant de  la  progression  arithmétique  est  {in-\rii)v  ou 
nir  H-  m\  On  voit  donc  que  : 

Théorème.  —  Le  logarithme  d'un  produit  est  égal  à 
la  somme  des  logarithmes  de  ses  facteurs. 

Théorème  extrêmement  important.  On  conçoit  en  effet 
que,  si  tous  les  nombres  avaient  des  logarithmes  connus, 
on  pourrait  au  moyen  de  ce  théorème  convertir  les  multi- 
plications en  additions.  Nous  allons  montrer  qu'effective- 
ment on  peut  faire  en  sorte  que  par  une  généralisation 
convenable  de  notre  définition  tous  les  nombres  acquièrent 
des  logarithmes. 

Tout  d'abord  nous  supposerons  nos  progressions  (i)  et 
(2)  prolongées  vers  la  gauche  et  écrites  sous  les  formes 

(l)  ...        ^î        -,      I,    ry,    q%     ..., 

[1)  ...    —  2r,  --r,   o,    r,   ir,    ..  .; 
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alors,  en  supposant  (ce  qui  est  conforme  à  l'usage)  //  >  i , 
r>o,  nous  voyons  que  les  logarithmes  des  nombres 
moindres  que  i  serojit  négatifs.  Cela  posé  : 

Théorème  I.  —  Si  l'on  insère  entre  deux  termes  con- 
sécutijs  de  la  progression  (i)  un  nombre  suffisamment 
grand  de  moyens,  la  nouvelle  raison  différera  aussi  peu 
que  l'on  voudra  de  l'unité;  si  entre  les  termes  correspon- 
dants de  la  progression  {2)  on  insère  le  même  nombre 
de  moyens,  la  raison  de  la  nouvelle  progression  sera  en 
même  temps  aussi  peu  différente  de  zéro  que  l'on  voudra. 

En  effet,  les  raisons  des  nouvelles  progressions  seront 
respectivement 

s/q^    r:  (m  -+-  i) 


ni+i 


Or  ces  deux  quantités  ont  respectivement  pour  limites  i  et 
zéro  (p.  201);  donc,  etc.  c.  q.  f.  d. 

Théorî-ms^:  il  —  Désignons  par  i -h  ce  la  raison  de  la 
nouvelle  progression  géométrique,  par  (5  la  raison  de  la 
nouK^elle  progression  arithmétique  ;  a  et  ^  pourront, 
comme  nous  avons  vu,  être  pris  aussi  petits  que  ion 
voudra,  et,  lorsqu'ils  seront  suffisamment  petits,  la  dif- 
férence entre  deux  termes  consécutifs  des  nouvelles  pro- 
gressions pourra  être  prise  aussi  petite  que  l'on  voudra. 

Soient  (i-f-a)",  (i-f- «)/'+<  deux  termes  consécutifs  de 
la  progression  géométrique  ;  leur  différence  est 

(i4-a)''(i  +  «  — i)=rra(i  +  a)"!'' 

Je  dis  que  l'on  peut  prendre  a  assez  petit  pour  que 

(3)  a(l-f-a)«<^, 

^  désignant  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra.  En 
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effet,  rinégalité  précédente  peut  s'écrire 


(  I  -I-  a  )'* 
Prenons  alors  non-seulement  a  <^d,  mais  encore 

l'inégalité  (4)  sera  alors  satisfaite  a  fortiori^  et  par  suite 
l'inégalité  (3),  ce  qui  démontre  le  théorème  que  nous 
avions  énoncé  relativement  à  la  progression  géométrique. 
La  différence  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progres- 
sioa  arithmétique  a  pour  expression  générale  ' 

rJ  [n  -f-i)S  —  np  —  ^', 

elle  peut  donc  être  prise  aussi  moindre  que  toute  quantité 
donnée. 

11  résulte  de  ces  théorèmes  que  l'on  pourra  toujours 
insérer  entre  les  termes  des  progressions  (i),  (2)  un 
nombre  de  moyens  assez  grand  pour  que  la  différence 
entre  un  nombre  donné  N  et  un  certain  terme  de  la  pro- 
gression soit  moindre  que  ^.  Soit  (i  H-  a)P  le  terme  de  la 
progression  géométrique  le  plus  voisin  de  N;  /z|3  sera  le 
terme  correspondant  de  la  progression  arithmétique  ; 
/z(3  sera  alors  le  logarithme  de  'H  à  ^  près.  Or,  n  crois- 
sant indéfiniment,, 6  tend  vers  zéro  et  n^  vers  une  certaine 
limite  qui  est  le  logarithme  de  N. 

La  théorie  précédente  montre  la  possibilité  de  la  con- 
struction d'une  Table  donnant  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  avec  telle  approximation  que  l'on  voudra. 

VI!.  —  PROPRIÉTÉS  DES  LOGARITHMES. 

Le  logarithme  d'un  produit  de  deux  facteurs  est  égal 
à  la  somme  des  logarithmes  de  ces  facteurs. 
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En  effet,  soit  NN'  un  produit  de  deux  facteurs  s'ils  ne 
font  pas  partie  de  la  progression  géométrique  (i)  du  para- 
graphe précédent;  soient  v  et  v'  les  nombres  de  cette  pro- 
gression les  plus  voisins  de  N  et  IN'.  On  aura 

(5)  logv-f-logv'==logvv', 

d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut.  Mais,  si  l'on  sup- 
pose que  les  progressions  (i)  et  (2)  soient  remplacées  par 
celles  que  l'on  obtient  en  insérant  des  nombres  indéfini- 
ment croissants  de  moyens,  v  et  v'  se  rapprocheront  de  N 
et  ]N',  et  vv'  de  NN';  log  v,  log  v'  et  log  vv'  tendront  alors  vers 
ce  que  nous-  avons  appelé  logN,  logN'  et  log  NN^  La  for- 
mule (5)  deviendra  alors 

logN  -I-  loglN'^logNN'.  C.Q.F.D. 

De  là  découlent  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  — Le  logarithme  d' lUi  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  facteurs  est  égal  à  la  somme  des  loga- 
rithmes de  ses  facteurs. 

En  effet,  soient  a,  h,  c,  d  des  facteurs;  on  a 

\o^[abcd]  =  \o'J,(i[  bcd)  ==  logrt  -f-  l()g(  /;cc/), 
log  ( /y <?<■/)  =:    log ^ (<?<■/)   =r=  log /^    V  loger/, 

Xo^cd  =  loge  H-  logi'/. 

On  en  conclut 

\()^{ahcd)  =:  logrt  -+-  logb  -|-log<?  -\-  log^*'       c.o.f.D. 

1  Théotiî:me  II.  —  Le  logarithme  d'un  quotient  est  égal 
au  logarithme  du  dividende  moins  le  logarithme  du 
diviseur. 

En  effet,  soient  D  le  dividende,  d  le  diviseur,  q  le  quo- 
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tient.  On  a 

D  =  dq, 

d'où 

logD  =  l<)g^/-+-Iogr/, 
et  par  suite 

logr/  —  logD  —  logf/.  C.  Q.  F.  D. 

Ihéorème  m.  —  Le  logarithme  d'une  puissance  d'un 
nombre  est  égal  au  logarithme  de  ce  nombre  multiplie 
par  l'indice  de  cette  puissance. 

En  effet, 

\o§a''=\o^[aaa.  .  .)  — logrt  +  Iog«  +.  .  .  =n\oga. 

c,  Q.  F.  D. 

Théokème  IV.  —  Le  logarithme  de  la  racine  d'un 
nombre  est  égal  au  logarithme  de  ce  nombre  divisé  par 
l'indice  de  la  racine. 

En  effet,  soit  j  la  racine  /z^^°'°  de  «;  on  a 
d'où,  par  le  théorème  précédent, 

logrt  =r/2logJ, 


et  par  suite 

I 
II 


\o^.r  —  -\o^a,  C.Q.F.D. 


VIII.  —  USAGE  DES  TABLES. 

Les  Tables  de  logarithmes  dont  on  fait  usage  donnent 
les  logarithmes  vulgaires.  On  appelle  ainsi  ceux  qui  sont 
définis  par  les  progressions 

I 
...,     — ?     ip    10,    100,    1000,    ...,    10",    ..., 
10  ' 

.  .  .  ,     —  I,     O,       I,  2,  3,  .  .  ,,        «,         ...  ; 
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la  hase  de  ce  système,  c'est-à-dire  le  nombre  qui  a  pour 
logarithme  i,  est  lo. 

Les  avantages  de  ce  système  résultent  des  propriétés  que 
voici  : 

Les  logarithmes  des  nomhres  conipj^is  entre  i  et  lo, 
lo  ef  loo,  100  e£  looo,  . . .  sojit  compris  entre  o  et  \ ,  i  eti, 
2  et  3, ...  ;  dojic  la  partie  entière  d'un  logarithme,  ou  sa 
CARACTÉRISTIQUE,  est  composée  d'autant  d'unités  que  ce 
nomhre  contient  de  chiffres  entiers  moins  i . 

Les  logarithmes  des  nombres  moindres  que  i  sont  néga- 
tifs ;  or  tout  nombre  négatif  compris  entre  deux  entiers  — n 
et  — (/z  -h  i)  peut  se  mettre  sous  la  forme  —  [n  -\-  i)-{-  a, 
a  désignant  un  nombre  positif  moindre  que  i.  Tout  loga- 
rithme d'un  nombre  moindre  que  i  pourra  donc  être  con- 
sidéré comme  formé  d'une  partie  entière  négative,  sa  ca- 
ractéris tique,  et  d'une  partie  fractionnaire  positive. 

Tout  nomhre  compris  entre  o  et  o,i  aura  son  loga- 
rithme compris  entre  o  et  —  \  \  la  caractéristique  de  soti 
logarithme  sera  donc  —  i^  et,  en  général,  la  caractéris- 
tique d' un  nomhre  décimal  dont  le  premier  chijjre  est 
placé  au  n^^^*-^  rang  après  la  virgule  a  pour  logarithme 
un  nomhre  dont  la  caractéristique  est  — n. 

Deux  nomhres  composés  des  mêmes  chiff^es  écrits  dans 
le  même  ordre  ont  des  logarithmes  qui  ne  diffèrent  que 
par  leurs  caractéristiques. 

En  effet,  on  a  par  exemple 

log3782,5  =r  log(37,8'25  X  loo) 

=  logSn  ,825  4-  log  100  zrr  logS^  ,8^5  +  2  ; 

les  logarithmes  de  8782,5  et  87,825  ne  diffèrent  donc  qub 
par  un  nombre  entier,  c'est-à-dire  que  par  leurs  caracté- 
ristiques. 
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Il  existe  un  grand  nombre  de  Tables  de  logarithmes; 
pour  en  faire  usage,  il  convient  de  lire  l'Introduction. 

Je  décrirai  ici  la  manière  de  se  servir  des  Tables  de 
Lalande  à  sept  décimales. 

Si  l'on  veut  le  logarithme  d'un  nombre  entier  compris 
entre  o  et  loooo,  on  trouve  ce  nombre  inscrit  dans  la  Table 
dans  la  colonne  Nomb.  ;  son  logarithme  est  à  gauche  dans 
la  colonne  intitulée  Logahit.  et  en  face.  Entre  deux  loga- 
rithmes de  la  Table,  on  a  écrit  dans  la  colonne  Diff.  leur 
différence. 

Pour  trouver  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque, 
on  calcule  d'abord  la  caractéristique;  cette  caractéristique, 
pour  les  nombres  plus  grands  que  i,  est  égale  au  nombre 
des  chiffres  significatifs  entiers  moins  i .  Pour  les  nombres 
moindres  que  i,  elle  est  négative  et  égale  au  nombre  qui 
indique  le  rang  du  premier  chiffre  placé  après  la  virgule. 
La  caractéristique  une  fois  déterminée,  on  prend  pour 
partie  décimale  la  partie  décimale  du  logarithme  du 
nombre  composé  des  mêmes  chiffres  que  le  nombre  pro- 
posé, mais  compris  entre  o  et  loooo.  Voici  maintenant 
comment  on  trouve  ce  logarithme. 

Exemple.  —  Calcule/'  le  logarithme  de  189367. 

Il  suffit  de  calculer  le  logarithme  de  1893,67.  A  cet 
effet,  on  observe  que,  1893,  67  tombant  entre  1893  et  1894, 
le  logarithme  de  1893,67  est  compris  entre  les  logarithmes 
tabulaires  Z.i'jrj^^oi^  et  3,2773800  dei893  eti894.Pour 
trouver  la  quantité  x  qu'il  faut  ajouter  au  logarithme 
3,2771006  de  1893  pour  obtenir  le  logarithme  de  1893,67, 
on  prend  dans  la  Table  la  différence  entre  log  1893  e( 
log.  1894,  qui  est  0,0002294,  et  on  pose  cette  proportion, 
ce  qui  n'est  pas  tout  à  fait  exact,  mais  ce  qui  fournit  une 
approximation  très-suffisante  dans  la  pratique  : 

L.  —  Algèbre,  I.  j^ 
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Nomb 


1890 
i8qi 


1893 
iSqo 


1896 

•897 
1898 


1900 
1901 


1902 
1903 
190/, 


190 

1900 

1907 


IC 

1909 

iqio 


1911 
1912 
1913 


19 14 
191.5 
1916 


Ï917 
1918 

'919 
1920 


o .3i'3o" 
Logarlt. 


3.276',6i8 
3.27G6915 
3.2769^11 


3.2771506 
3.2773800 
3.2776092 


3.2778383 
3.2780673 
3.2782962 


3.2785250 
3.2787536 
3  2780821 


3.2792105 
3.279',38S 
3.2796(->69 


3.2798950 
3.2801229 
3.2803507 


3.2805784 
3.280S059 
3.2810334 


3.2812607 
3.2814879 


3.2817 


[00 


3. 28194 '9 
3.2821688 
3.2823955 


3.2826221 
3  28284S6 
3.2830750 
3.2833012 


229-^ 
2296 

2295 

2294 
2292 

2291 

2290 
2289 

2288 

2286 
2285 

2284 

2283 

2281 

2281 

2279 
2278 

2277 

2275 
2275 

2273 

2272 
2271 

2269 

2269 
2267 

2266 
2265 
2264 
2262 


Nomb 


1920 
1921 
1922 


1923 
1924 
1925 


1926 
'9^7 

I92N 


'929 
1930 
1931 


1932 
1933 
1934 


'935 
[936 
■937 


1938 

1939 
1940 


I9-V 
1942 

u,43 


1944 
•945 
1946 


194s 

1949 
1950 


o.32'o' 
Logaril. 


3.2833oi2 

3.2835274 
3.2837534 


3.28.39793 

3.28'|2o5i 
3.2844307 


3.2846563 

3.2848817 

3.28JI0'70 


3.2853322 
3  2S55573 
3.2857823 


3.2860071 
3.2862319 
3.2S64565 

3.2866810 
3.2869054 
3.2871296 


3.2873538 
3.2875778 
3.2878017 


3.28S0255 
3.2882492 
3.2884728 


3.2886963 
3.28S9196 
3.284H28 


3.28()366o 
3.2895890 
3.2898118 
3.2900346 


Diff. 


2262 
2260 

2259 

2258 
2256 

2256 

2254 

2253 

2252 

225l 
225o 

2248 

2248 
2246 

2245 

2244 
2242 

2242 

22  jO 
2239 

2238 

2237 
2236 

2235 

2233 
2232 

2232 

223o 

22.8 
2228 


Nouib 


1950 
i95r 

i95i 


[953 
'95-1 
[.,55 


1956 

195 

195 


'9^9 
1960 
196 


1962 
1963 
.96- 


1965 
1966 
1967 


1968 

1969 
1970 


'97' 
1972 

'973 


1974 

1975 
1976 


1977 
'978 
1979 
iq8o 


o.32'3o" 
Log.irit. 


3.2900346 
3.2902573 
3.2904798 


3,2907022 
3. 29092 '16 
3.29r.468 


3.2913689 
3.2915908 
3.2918127 


3.29.03 ',4 
3.2922561 
3.2924776 


3.2926990 
3.2929203 
3. 293: 4' 5 


3.2933626 
3.21)35835 
3.2938044 


3. 294025 1 
3,2942457 
3.29^4662 


3.29^,6866 
3.2949069 
3.29,-1271 


3.2953471 
3 . 295567 1 
3.2957869 


3.2960067 
3.2962263 
3.296  i458 
3.2966652 


:;? 


2227 
2220 

2224 

2224 
2222 

2221 

2219 
2219 

2217 

221 
22 

2214 

22l3 
2212 

22II 

2209 
2209 

2207 

2206 
2205 

2204 

2203 
2202 

2200 

2200 
2198 

2198 

2196 
2195 
2194 


La  différence  i  entre  les  deux  nombres  entiers  consé- 
cutifs 1893,  1894?  (jui  comprennent  le  nombre  donne 
1893,67,  est  à  la  différence  0,67  entre  le  nombre  donné 
et  le  nombre  entier  immédiatement  plus  petit,  comme  la 
différence  0,0002294  entre  les  deux  logarithmes  tabu- 
laires des  deux  nombres  entiers  qui  comprennent  le 
nombre  donné  est  à  la  différence  x  entre  le  plus  petit  de 
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ces  deux  logarithmes  tabulaires  et  le  logarithme  cher^ 
ché.  On  a  donc 

I  :  0,67  -=:  0,0002294  :  X, 
d'où 

X  rrz  0,0001537. 

On  ajoute  celle  valeur  de  x  au  logarilhme  3,2771006 
de  1893  :1a  somme  3, 2773043  est  le  logarithme  de  1893,67. 
Le  logarithme  de  189367  est  donc  5,2773043. 
Nous  avons  maintenant  à  résoudre  la  question  inverse  : 

Problème.  —  Trouve?'  à  quel  nombre  appartient  un 
logarithme  donné. 

La  caractérislique,  augmentée  d'une  unité,  indique  com- 
bien il  y  a  de  chiffres  dans  la  partie  entière  du  nombre 
auquel  appartient  le  logarithme  donné.  On  est  donc  ra- 
mené au  cas  où  la  caractéristique  est  3.  Cela  posé  : 

Quand  la  caractéristicpie  du  logarithme  donné  est  3, 
le  nombre  cherché  est  compris  entre  1000  et  loooo. 

Pour  trouver  ce  nombre,  on  cherche  le  logarithme  donné 
dans  les  colonnes  intitulées  Logaiut. 

Lorsque  le  logarithme  donné  se  trouve  dans  la  Table, 
le  nombre  cherché  est  placé  à  sa  gauche,  dans  la  colonne 
intitulée  Nomb. 

Quand  le  logarithme  donné,  dont  la  caractéristique 
est  3,  ne  se  trouve  pas  dans  la  Table,  il  tombe  nécessai- 
rement entre  les  logarithmes  tabulaires  de  deux  nombres 
entiers  consécutifs  de  quatre  chiffres;  le  plus  petit  de  ces 
deux  nombres  exprime  la  partie  entière  du  nombre  déci- 
mal auquel  appartient  le  logarithme  donné. 

La  partie  décimale  du  nombre  cherché  est  déterminée 
par  cette  proportion  ; 


La  diférence  entre  les  deux  logarithmes  tabuL 


aires 
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(jui  compreuTient  le  logarithme  donné  est  à  la  différence 
entre  te  logarithme  donné  et  le  plus  petit  de  ces  deux 
logarithmes  tabulaires  comme  l'unité  est  à  la  partie 
décimale  x  du  nombre  auquel  appartient  le  logarithme 
donné.  On  calcule  x  avec  trois  décimales. 

Exemple.  —  Déterndner  à  quel  nombre  appartient  le 
logarithme  3,2773043. 

On  voil  dans  la  Table  que  ce  logarilhme  tombe  entre 
les  logarithmes  3 ,  277 1 5o6  et  3 ,  2773800  des  nombres  1 8^3 
et  18945  la  partie  entière  du   nombre   cliercbé  est  donc 

.893. 

Pour  calculer  la  partie  décimale  x  de  ce  nombre,  on 
prend  dans  la  colonne  intitulée  DiFr.  la  dliFérence  entre 
10^1893  et  log-i894,  qui  est  0,0002294;  on  cherche  la 
difterence  0,0001537  dtre  le  logarithme  donné  et  le  loga- 
rithme tabulaire  immédiatement  plus  petit,  et  l'on  pose  la 
proportion 

0,000 ?.?.().{  :  0,0001 53 7  —  I  :  .r, 

qui  revient  à 


d'où 


2294  :  1537  =:=!  :  .r, 


,r  z=r.  0,670. 


Le  logarithme  3,2773043  appartient  donc  au  nombre 
1893,67.  On  verrait  de  même  que  le  logarithme  2,  2773043 
appartient  au  nombre  0,0189367,  etc. 

UN    EXEMPLE    DE    CALCUL    LOGARITHMIQUE. 

Pour  montrer  comment  on  disjiose  un  calcul  logarith- 
mique, nous  allons  traiter  l'exemple  suivant  »  Calculer  x 
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donné  par  la  formule 


O 


n  a 


^    '        '       '  243,5i2fc;7 


log^::     l5  10-0,36787560  -i-]og27, 325170—  log  243  .  5  l  28^ 

logo, 36787560  7,5657010 
iog27, 325170  1,4365629 
log  2  î  3, 5 1287    -2,38652  19 

i5Iogo,3678756o-     7,4855i5o 
log27,325i7or     1,4365629 

-10-243,51287-.::  3,6134781 

logxr:  8,  5355560 

X  ■--  0,000000034320609. 

UN    MOT    SUH    LA   DÉCOUVERTE    DES    LOGARITHMES. 

L'invention  des  logarithmes  remonte,  d'après  Montiicla 
et  d'après  M.  Terquem  [Bulletin,  article  Benjamin  Bra- 
mer) à  Juste  Byrge  (Jobst  Biirgi),  qui  avait  construit  une 
Table  en  1610,  imprimée  à  Prague  en  1620,  et  avait  indi- 
qué le  moyen  de  simplifier  les  calculs  à  l'aide  de  cette 
Table. 

Mais  on  attribue  généralement  l'invention  des  loga 
rithmes  à  Jean  Neper,  qui  publia  sa  découverte  en  1614, 
dans  un  Livre  i  n  li  tidé  Logarithmorum  canonis  descriptio .... 
Neper  n'avait  pas  tout  d'abord  fait  usage  de  deux  progres- 
sions pour  définir  son  système,  mais  il  avait  eu  recours  à 
des  considérations  mécaniques  à  peu  près  équivalentes. 
Les  logarithmes  que  l'on  appelle  aujourd'hui  népériens  ne 
sont  pas  de  cet  auteur,  mais  bien  d'un  géomètre  nommé 
Speidel;  les  logarithmes  de  Speidel  sont  d'ailleurs  égaux 
à  ceux  de  Neper,  au  signe  près. 
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Les  logarithmes  dits  népériens  ont  pour  base  le  nombre 
e  =  2 , 7 1 828 ...  ;  le  choix  de  cette  base  sera  expliqué  plus 
tard. 

Robert  Neper,  fils  de  Jean,  publia  les  œuvres  posthumes 
de  son  père  sous  le  litre  Mirifici  lo ^aritlimorwn  canonis 
constJ'iictio.  C'est  seulement  dans  cet  Ouvrage  que  Neper 
fait  connaître  sa  méthode  de  construction  des  Tables  et 
les  avantages  d'un  système  dont  la  base  serait  10. 

J]riggs  construisit  la  première  Table  de  logarithmes  vul- 
gaires vers  1618,  sous  le  titre  àe  Logarifhmoj'uni  chilias 
prima;  son  travail  fut  complété  par  Gellibrand  et  publié 
sous  le  titre  de  Trigononictria  hritannica. 

Les  Tables  de  Vlacq  à  onze  décimales  (1628  et  i636), 
de  Vega  à  dix  décimales,  de  Gardinier,  revues  par  Callet, 
ont  été  célèbres;  citons  les  Tables  construites  sous  la  di- 
rection de  Prony  pour  le  cadastre,  qui  n'ont  pas  été  impri- 
mées et  dont  un  exemplaire  est  déposé  à  la  bibliothèque 
de  l'Institut. 

Les  Tables  de  Schron,  publiées  chez  Gauthier-Villars, 
nous  paraissent  les  plus  commodes  pour  les  élèves;  mais 
les  petites  Tables  à  cinq  décimales  de  Lalande  (même  édi- 
teur) sont  plus  portatives  et  plus  commodes  pour  des  in- 
génieurs. 

IX.  —   RÈGLES  D'INTÉRÊT  COMPOSÉ. 

De  l'argent  est  placé  à  intérêt  composé  lorsqu'à  la  fin 
de  chaque  année  on  place  les  intérêts  avec  le  capital. 

Soient  a  un  capital,  /•  l'intérêt  de  i  fraVic  au  bout  d'un 
an;  proposons-nous  de  calculer  la  valeur  A  de  ce  capital 
au  bout  de  n  années. 

Au  bout  d'un  an.  \  franc  est  devenu  (i --[-/•);  a  francs 
sont  donc  devenus  a  [\  -^  /•),  d'où  l'on  voit  que,  pour  ob- 
tenir la  valeur  d'un  capital  placé  pendant  un  an,  \\  sullit 
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de  multiplier  par  (i  H-  r)  la  valeur  primitive  de  ce  capital. 
Si  donc  on  place  le  capital  a^  qui  est  devenu  «(i-f-/-), 
encore  un  an,  il  deviendra  a  (i  H-  /-)  (i  -f.  r)  ou  «(i  -f-  /•)-; 
si  l'on  place  encore  ce  capital  pendant  un  an,  il  deviendra 
a  (iH-  7')^(i4-  r)  ou  «(i  +  z')»,  etc.,  et  enfin,  au  bout  de 
n  années,  il  deviendra  a  (i  -h  rY-  On  a  donc 


\ii 


C'est  dans  cette  formule  que  consiste  la  règle  d'intérêt 
composé;  elle  sert  à  résoudre  plusieurs  problèmes  que 
nous  allons  examiner  successivement. 

Problî:me  I.  —  Trouver  ce  que  devient  une  somme  a 
placée  au  taux  de  i  oo  r  pouj^  loo  pendant  un  temps  t. 

Soient  n  l'entier  contenu  dans  t,  tp  la  fraction  qui  com- 
plète le  temps  t\  on  aura 

A:=<2(i-+-r)'^-f-«;i-4-  r]'^fr, 

cp  étant  exprimé  en  fraction  d'année. 

Problème  II.  —  Quel  est  le  capital  a  qui,  placé  à  loo/- 
pour  loo,  devient  A  au  bout  du  temps  t? 

Si  l'on  pose  t  =:n-h  (s^,  n  étant  le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  t,  on  a 


d'où  l'on  tire 


'■.\n 


A 


a 


Problème  ÎIT.  —  ^u  bout  de  combien  de  temps  le  ca- 
piiaC  a  ptacé  ù.  loor  pour  lOO  devient-il  A? 

Si  l'on  désigne  par  /?  H-  9  le  temps  cherché,  n  désignant 


Mais7^\"       ^\-  est  moindre   que  i;   on  a  doue,   à   moir.s 
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toujours  le  plus  grand  entier  contenu  dans  n  -|-  cf,  on  a 

(i)      Ar=rt  (i  -I-  r)"-f-  «  (t  -f-  rj'^^r— rt  (i  4-  r)"(i  +  ^r), 
et,  en  prenant  les  logarithmes, 

logA  -- logrt  H-  log(i  -f-  -j/-)  H-  /?  logfi  -1-  /•) 

OU  bien 

log  A  —  logrt       log  (  I  -;  -  'jj/  ) 

~~     [ogif-f-r]  log(i  H-;)  * 

log(i-l-r) 
d'une  unité  près, 

log  A  —  log« 

''- "iog(i-u^r* 

Si  donc  on  évalue  — -- , par  défaut  à   moins    d'une 

log(i-f-/)     ^ 

unité  près,  on  aura  n\  n  une  fois  connu,  Téquation  (i)  ("era 
connaître  (p  par  la  résolution  d'une  équation  du  premier 
degré. 

Problème  IV.  — A  quel  taux  faut-il  placer  la  somme  a 
pour  obtenir  la  somme  A  au  bout  du  temps  n  -+-  O/? 

On  partira  toujours  de  la  formule 


A  =  <'i  (  I  -4-  /•)"  -i-  a  (  1  H-  /•;"  r-s>. 


OU  bien 


(ï)  k  =  a\\-V-rY[\-\-r'i]. 

Le  taux  qui  dépend  de  /•  s'obtient  par  la  résolution  d'un 
équation  du  (/i-h  i)'^™®  degré;  mais  on  peut  profiter  de  1 
petitesse  de  /•  pour  la  résoudre  par  approximations  succe* 
sives,  et  l'on  pose  d'abord 

A  ^«  (i  -f-  ri)'^ 
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De  là  on  tire  une  première  valeur  de  /*, 

log(i  +  rO=  ~^—y, — ^' 

trop  grande.  Si  dans  l'équation  (i)  on  remplace  le  facteur  r 
du  produit  ro  par  r,,  on  trouve,  en  résolvant  par  rapport 
à  /•,  une  seconde  valeur  approchée  /'a  de  /•, 

,^„./,    ,    ,,  x_  logA-log[a([-ricp)] 

iog(i~/2;— ^^  •' 

trop  grande.  En  opérant  avec  /'a  comme  avec  /',,  on  ob- 
tient une  valeur  r^  trop  petite,  et  ainsi  de  suite. 

X.   —   DES  ANNUITÉS. 

Une  annuité  est  une  somme  que  l'on  paye  chaque  an- 
née, soit  pour  éteindre  une  dette,  soit  pour  se  résciver  un 
capital. 

Problème  1.  —  Pendant  n  années  on  paye  a  frajics  au 
conunencement  de  chaque  année  :  on  demande  quel  capi- 
tal on  aura  formé  au  bout  des  n  années,  le  taux  de  l'ar- 
gent étajit  100  r  pour  100. 

Les  a  francs  placés  au  commencement  de  la  première 
année  sont  devenus  a\\  -i-r)". 

Les  a  francs  placés  au  commencement  de  la  deuxième 
année  sont  devenus  a(i  -f-  /•"""'. 

Les  a  francs  placés  au  commencement  de  la  /z'^™®  année 
sont  devenus  «  (1  H- /'). 

On  pourra  donc  retirer,  au  bout  de  7i  années, 

n  \i   f  r]''  -r  a{\  -t--  r)"-'  -I-  a  [i -h-  r)""'^  -l-  .  .  .  ~f-  «  (i  +  r), 
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c'est-à-dire  (p.  197) 

(l-f-r)«— 1 


1-+-/-^ 

4-r)  —  I    ^ 


«[(i  +  .r-i](.+^) 


OU  bien 


Problème  II.  —  Quelle  annuité  a  faut-il  payer  pour 
éteindre  une  dette  A  en  n  années,  le  taux  étant  de  100  r 
pour  100? 

Au  bout  de  n  années,  A  est  devenu  A  (i  -(-  /)";  en  dési- 
gnant par  a  l'annuité  qu'il  faut  payer  à  la  fin  de  chaque 
anil^e,  on  devra  poser 

ou  bien 


-i-r  «  — 


^  '  [\-\-r)  —  v 

ou  enfin 

d'où  l'on  tire 

(i  -4-  rYr 


a  —  A 


(i-l-r)"  — I 

Problîîme  III.  —  Au  bout  de  combien  de  temps  aura- 
t-on  éteint  une  dette  A  par  une  annuité  de  a  au  taux  de 
100 r  pour  100? 

En  désignant  par  n  ce  temps,  il  faudra  poser 

A(i  -f-r)»<-[(i  ^rY—  ij. 
On  résoudra  par  rapport  à  n,  en  ajant  soin  de  choisir 
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le  plus  petit  nombre  entier  satisfaisant  à  l'inégalité.  En 
n —  I  années,  la  dette  ne  sera  pas  tout  à  fait  éteinte;  on 
fera  alors  la  différence 


A(i-f-r)"-i  — -[[i-h  rY—i 


On  trouvera  une  quantité  ^  inférieure  à  A  :  cette  somme 
resterait  à  payer.  Si  donc  on  veut  attendre  encore  un  an, 
la  dernière  annuité  devra  être  ^  fi  -t-  /). 


Problèime  IV.  ~  Quelle  somme  faut-il  placer  pour 
obtenir  pendant  n  années  une  rente  de  a  francs,  te  taux 
étant  loor  pour  100? 

En  désignant  par  x  la  somme  qu'il  faut  placer,  cette 
somme  vaudra,  au  bout  de  n  années,  x{i  +  ^)'*;  la  rente 
reçue  équivaut  à 

a(i  "-  r)«-i  -f-  a(i  -[-  ry^-^  -i-. .  .  4-  a  =  a  — ~ 

On  a  donc 

«[(n-r)'^— i] 

On  tire  de  là 

Faisons  n  =  00  ]  nous  aurons  la  somme  j  qu'il  faut  placer 
pour  obtenir  une  rente  perpétuelle  de  a  francs  : 

Y  —  liru  —^ — ■ — ■ =  lim  -    I  —  7 r-     =  -  • 
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Ainsi  la  somme  qu'il  faut  placer  pour  obtenir  la  rente 
pétuelle  est 


a 


Pour  tout  ce  qui  concerne  l'intérêt  de  l'argent,  on  con- 
sultera avec  fruit  la  Théorie  mathématique  des  opérations 
financières,  de  JM.  Charlon. 


EXERCICES. 

1.  Trouver  le  produit  des  termes  d'une  progression  géométrique. 

2.  Dans  les  formules 

[a  ~'~  Du.        , 

s  ~  5     /  :-"  a  -^  n  —  ir, 

relatives  aux  progressions  arithmétiques,  on  peut  se  donner  deux  des 
quantités  «,  /,  /?,  r  et  se  proposer  de  calculer  les  deux  autres. 

3.  Problème  analogue  pour  les  progressions  géométriques. 

4.  Les  termes  des  progressions  géométriques  croissent  avec  une 
rapidité  qui  dépasse  l'imagination.  Voici  quelques  exemples  qui  pour- 
ront convaincre  le  lecteur. 

Trouver  la  quantité  de  blé  obtenue  en  plaçant  i  grain  sur  la  T""  case 
d'un  échiquier,  i  sur  la  i%  4  sur  la  T,  et  ainsi  de  suite  en  doublant 
toujours  jusqu'à  la  C4^  Cette  quantité  de  blé  avait  été  demandée,  dit- 
on,  par  rinventeur  du  jeu  d'échecs  comme  récompense  de  sa  décou- 
verte. (Ilâtons-nous  de  dire  que  cette  anecdote  est  d'une  authenticité 
fort  douteuse.) 

5.  En  supposant  qu'Adam  ait  eu  3  fils,  chacun  d'eux  3  autres  fils, 
et  ainsi  de  suite;  en  supposant  de  plus  que  la  vie  d'un  homme  soit 
de  I  siècle,  on  demande  quelle  devrait  être  actuellement  !a  population 
mâle  du  globe. 

6.  En  supposant  que  le  prix  du  pain  augmente  de  —  de  sa  valeur 

10 

chaque  année,  on  demande  quel  devrait  être  aujourd'hui  le  prix  de 
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la  livre  de  pain,  sachant  que  du  temps  d'Adam  ce  prix  s'élevait  à 
I  centime  les  loo  kilogrammes. 

7.  Si  la  population  d'un  empire  s'est  accrue  en  200  ans  de  —  de  sa 
\aleur  primitive,  calculer  l'accroissement  annuel  moyen  de  la  popu- 
lation. 

8.  Démontrer  que  l'on  peut  construire  une  progression  géométrique, 
connaissant  le  nombre  des  termes,  la  somme  de  ces  termes  et  la  somme 
de  leurs  carrés. 

9.  Trouver  cinq  nombres  en  progression  arithmétique  connaissant 
leur  somme  et  leur  produit. 

-10.  Trouver  la  somme  des  termes  de  la  suite 

I  -4   2.r-f-  3x2 -H.  .  .  ..-  nx>'-K 

11.  On  donne  un  triangle  rectangle  ABC  en  A;  du  sommet  A  on 
mène  AA' perpendiculaire  sur  BG,  du  point  A'  on  mène  A' A"  perpendi- 
culaire sur  AC,  du  point  A" on  mène  A"  A'"  perpendiculaire  sur  A'C,. . .  : 
trouver  la  limite  de  la  somme 

AA'-^  A'A"-^-  A"A'"-+-  A"'A--f- .... 

12.  Un  polygone  régulier  de  n  côtés  est  inscrit  dans  un  cercle  de 
rayon  donné  R  ;  on  mène  les  rayons  de  ce  polygone  et  on  le  décom- 
pose ainsi  en  triangles  isoscèles,  tels  que  OAB  ;  dans  OAB  on  inscrit  un 
cercle  Ki,  on  trace  un  second  cercle  K2  tangent  à  Ki  et  aux  droites  OB 
et  OA  plus  petit  que  le  cercle  Ki  ;  on  trace  un  troisième  cercle  K3  plus 
petit  que  K2  et  tangent  à  K2  ainsi  qu'aux  droites  OA,  OB  et  ainsi  de 
suite.  1°  Calculer  pour  un  polygone  d'un  nombre  de  côtés  donné  n 
la  limite  de  la  somme  des  aires  des  cercles  Ki,  K2,  K3,  ....  2°  Le 
nombre  n  croissant  indéfiniment,  calculer  la  limite  de  la  somme  de  tous 
les  cercles  analogues  à  Ki,  K2,  ■  •  •  ;  en  d'autres  termes,  calculer  la 
limite  de  «  (  Ki  h-  K2  -t-  K3  +  •  •  •  )  pour  «  =  co  . 

M.  Un  \ase  plein,  de  volume  V,  contient  de  l'eau  salée,  el  dans 
cette  eau  il  y  a  en  dissolution  un  poids  /?  de  sel.  On  vide  ce  ^  ase,  et 
l'on  admet  qu'il  reste  adhérent  aux  parois  un  volume  c  de  liquide.  On 
remplit  ce  vase  d'eau  pure  et  on  le  vide  de  nouveau  pour  le  rincer,  et 
ainsi  de  suite  un  nombre  de  fois  représenté  par  n.  Prouver  que, 
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quel  que  soit  /?,  le  vase  V  contiendra  toujours  du  sel;  calculer  le 
poids  x  de  sel  qu'il  contiendra  après  la  //*"'«'  opération. 

43.  Quelle   somme  faut-il  placer  actuellement  pour  obtenir  dans 
P  années  une  rente  de  a  francs  payable  pendant  n  années? 

46.  Au  bout  de  combien  de  temps  un  capital  placé  au  taux  r  est-il 
doublé,  triplé,  ...  ? 

17.  A  quel  taux  faut-il  placer  un  capital  pour  le  doubler  en  n  années? 

48.  Calculer  le  logarithme  de  2  à  un  centième  près  dans  le  système 
de  logarithmes  dont  la  base  est  16. 
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A  la  p.  i8i,  nous  avons  donné  une  méthode  qui  n'est 
peut-être  pas  à  l'abri  de  toute  objection,  pour  trouver  le 
maximum  d'un  produit  de  facteurs  dont  la  somme  est 
constante.  Tout  revient  à  montrer  que  la  moyenne  arith- 
métique de  plusieurs  quantités  (nécessairement  positives) 
est  plus  grande  que  leur  moyenne  géométrique. 

1°  Supposons  qu'il  s'agisse  d'abord  de  deux  quantités 
a,  b\  il  est  clair  que 

(a  — 6)2^0, 
ou 

ou 

et  il  n'y  a  égalité  que  s\  a=-  h. 

2"  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  quatre  quan- 
tités a,  b,  c,  d\  on  a,  en  vertu  des  considérations  précé- 
dentes, 

1  fa  -h  b        c  -h  d^ 


^  \/\/ab  \/cd, 


ou 


a  H-  6  -4-  c  +  0?  .  4/—; — r 
—  ^  yaùcd. 


4 
S'il  s'agit  de  8  quantités  a,  6,  c,  c?,  e,  /,  g,  A,  on  aura 


I  /a 
2\ 
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OU 

a^-  b  -\-  c  -^  d-^  e^f-\~  g  -^-  h  .  8/-,— ,  v-y 
'—^ ^  sjahcdefgh  ; 

et  ainsi  de  suite.  Le  lliéorèiue  est  donc  établi  pour  un 
nombre  de  quantités  qui  est  une  puissance  de  2;  poui* 
l'élablir  d'une  façon  générale,  il  suffira  de  prouver  que 
s'il  est  vrai  pour  un  nombre  de  quantités  égal  à  77,  il  est 
encore  vrai  pour  n  —  i  quantités.  Et  en  effet,  si  l'on  a 

a  -^  b  -^. . .-{-  k-i- 1  .,!/  -, , ,- 

_ __  >y'aoc.  .  ./ci, 

on  aura 

(rt  4-  ^  H-.  .  .-f-  /)">  n".a.b.c.  .  .kl. 

Dans  cette  formule,  posons 

a  -L-  b  ~'r- . . . -T'  /c 
~  n  —  I 

et  il  viendra 

,  n"       .  ,  ,  /rt  -h  ^    -...-4-A- 

(  a  -  •    b  -\-  c  -h ...  H-  A-  )" ;^  /i« .  abc .  .  .  /.      

{fi  —  i)'^  \         n  —  i 

ou  enfin 

(a    -  6  -i-c-h.  .  .  -A)«-i 

■       (7r—  1  )«  - 1 

c'est-à-dire 


abc. . .k 


a  -+-  b  --  c  -\' .  .  .  -{-  k  y  n-\/—7 / 

sj abc. .  .k. 

n  —  i 

c.  Q.  F.  n 
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DEUXIÈME  PARTIE. 


CHAPITRE  PREMIER, 

ANALYSE  GOMBINATOIRE. 


I.   —  DES  ARRANGEMENTS. 

Oiî  appelle  arrangements  de  m  objets  pris  n  ^  n  les 
résultats  obtenus  en  prenant  n  de  ces  objets  de  toutes  les 
manières  possibles,  de  telle  sorte  que  deux  quelconques 
de  ces  résultats  diffèrent  soit  par  les  objets  dont  ils  sont 
composés,  soit  par  l'ordre  de  ces  objets. 

Proposons-nous  de  trouver  le  nombre  des  arrangements 
de  m  objets  pris  nh.n,  nombre  que  l'on  désigne  habituel- 
lement par  le  symbole  A^.  A  cet  effet,  supposons  que  l'on 
connaisse  le  nombre  des  arrangements  de  m  objets  pris 
i  à  i,  ou  A;„  ;  si  l'on  veut  former  les  arrangements  de  m  ob- 
jets pris  i -h  I  ài-f-i,  il  faudra   ajouter   successivement 

à  chaque  arrangement  des  m  objets  pris  i  à  i  les  m i 

objets  qui  n'y  entrent  pas.  On  formera  ainsi  m  —  i  nou- 

L.  —  Algèbre,  II.  , 
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veaux  arrangements  avec  chacun  des  anciens,  c'est-à-dire 
en  tout  Aj„  (m  —  i)  nouveaux  résultats. 

Je  dis  :  i"que  tous  ces  résultats  sont  des  arrangements 
différents,  car  ils  diffèrent,  soit  par  l'arrangement  com- 
posé de  i  objets  qui  a  servi  à  les  former,  soit  par  le 
dernier  objet  ajouté;  2"  qu'un  arrangement  quelconque 
composé  de  1*4-  I  objets  s'y  trouve,  car,  si  à  cet  arrange- 
ment on  enlève  son  dernier  objet,  on  retrouve  un  arrange- 
ment de  i  objets.  Or,  comme  ils  ont  été  tous  employés, 
l'arrangement  composé  de  i -h  i  objets  se  trouve  parmi 
ceux  que  nous  avons  formés  ;  on  a  donc  enfin 

Si  l'on  observe  alors  que  A;,^  est  égal  à  m  et  si  dans  la 

formule  précédente  on  fait  i  =  j,    2,   3,   ....  n i,  on 

trouve 

A::.  =  A;;-•{,;2_/^^-I), 

et,  en  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  puis  en 
supprimant  dans  les  deux  membres  de  la  formule  résultante 
des  facteurs  égaux, 

A"  =  m[m  —  i)  (m  —  2] .  .  .[m  —  n  -^  i). 

C.    Q.    F.    D. 

II.  —  DES  PERMUTATIONS. 

On  appelle  permutations  de  n  objets  les  résultats  ob- 
tenus en  disposant  ces  Ji  objets  les  uns  à  côté  des  autres 
de  toutes  les  manières  possibles. 

Proposons-nous  de  trouver  le  nombre  des  permutations 
de  n  objets;  désignons  ce  nombre  par  P/^  (*).  Supposons 

(*)  On  désigne  quelquefois  ce  noml)rc  par  le  symbole  //!. 
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que  l'on  sache  former  le  nombre  P^  :  à  chaque  permutation 
de  i  objets  ajoutons  un  nouvel  objet,  en  lui  faisant  oc- 
cuper successivement  la  première,  la  seconde,  ...,  la 
i  -h  i'^'""  place  ;  on  formera  ainsi  {i  -\-  i  )  ?«  résultats  diffé- 
rents, soit  par  la  permutation  de  i  objets  qui  a  servi  à  les 
former,  soit  par  le  rang  occupé  par  le  nouvel  objet.  En 
second  lieu,  une  permutation  quelconque  de  i  -\- i  objets 
fait  partie  de  celles  que  l'on  vient  de  considérer,  car,  en  lui 
enlevant  le  dernier  de  ses  objets,  on  retombe  sur  une  des 
permutations  de  i  objets,  permutations  qui  ont  été  toutes 
employées.  On  a  donc 


En  faisant  successivement  /  =r  i,  2,  .  .  . ,  /z  —  i  et  en  ob- 
servant que  Pi  est  égal  à  i,  on  a 

et  par  suite,  en  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre, 

P,,=  I.2.3...«. 

On  peut  remarquer  que 

Et,  en  effet,  si  dans  la    formule   trouvée  page   2  on  fait 
m  =  71,  on  trouve 

m.    —  DES  COMBINAISONS. 

On  appelle  combinaisons  de  m  objets  pris  n  k  n  les 
résultats  obtenus  en  prenant  n  de  ces  objets  de  toutes  les 
manières  possibles,  deux  résultats  différant  seulement  par 
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la  nature  des  objets  qui  entrent  dans  chacun  d'eux  et  non 
par  leur  ordre. 

Désignons  par  O^  le  nombre  des  combinaisons  de 
m  objets  pris  i  à  i;  pour  former  les  combinaisons  de 
m  objets  pris  i  -}-  i  à  /  -f-  i ,  on  peut,  à  chaque  combinaison 
composée  de  i  objets,  ajouter  chacun  des  m — i  objets 
qui  n'y  entrent  pas.  On  obtient  ainsi  G'„  'X{ffi  —  i)  résul- 
tats qui  contiendront  toutes  les  combinaisons  formées  de 
i-\-  I  objets,  puisque,  en  retranchant  un  objet  à  l'une  des 
combinaisons  formée  de  /  -h  i  objets,  on  retrouve  une 
combinaison  formée  de  i  objets,  et  que  toutes  celles-ci  ont 
été  employées;  mais  les  résultats  que  nous  obtenons  de  la 
sorte  ne  sont  pas  tous  différents.  En  effet,  si  nous  consi- 
dérons l'un  quelconque  d'entre"  eux,  quel  que  soit  l'objet 
que  Ton  en  retranche,  on  retombe  sur  une  combinaison 
différente  formée  de  i  objets  ;  une  combinaison  quelconque 
de  m  objets  pris  /z  -j-  i  à  /z  -j-  i  a  donc  été  obtenue  par 
notre  procédé  de  l -{- 1  manières  différentes,  en  sorte 
que  Ci„(m  —  i)  représente  i  -h  i  fois  C'^f"'.  On  a  donc 

d'où  l'on  conclut,  en  faisant  i  =  i ,  2,  3, .  .  . ,  /?  —  i ,  et  en 
observant  que  le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets 
pris  un  à  un  est  m, 


t",,,  ^^ni        


d'où  l'on  conclut 


m[m~\][m  —  i).  .  ,  (m  —  n  -'r  \] 

I  .  2  .  3  ...  « 
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On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que 

\" 

en   ■'" 

^m  —  -5~ 

Celte  formule  peut  du  reste  se  démontrer  directement  en 
observant  que  les  arrangements  de  m  objets  pris  n  k  n 
peuvent  s'obtenir  en  permutant  les  n  objets  de  chaque 
combinaison  de  m  objets  pris  Jik  n,  de  toutes  les  manières 
possibles.  On  a  donc 

A"  —  r"  V  p 

d'où  l'on  déduit  la  formule  précédente,  et  par  suite,  si  l'on 
veut,  la  formule  (i). 

Si  l'on   adopte  la  notation  n\   pour  représenter  le  pro- 
duit 1 .  2 . 3  ...  71,  la  formule  (  i  )  peut  encore  s'écrire 

nn   — 


IV.   —  REMARQUES  AU  SUJET  DES  THÉORIES  PRÉCÉDENTES. 

Problème  1.  —  Concevons  qu'après  avoir  formé  les 
arrangements  de  m  lettres  prises  n  an  on  suppose  i  de  ces 
lettres  identiques  à  a,  j  de  ces  lettres  identiques  à  h,  etc.  : 
combien  ohtiendra-t-on  de  résultats  différents? 

Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  que  i  lettres  iden- 
tiques à  a  : 

i"  Les  arrangements  où  a  n'entre  pas  seront  tous  diffé- 
rents :  ce  sont  les  arrangements  de  m  —  i  lettres  prises 
n  k  n;  leur  nombre  est  A^^_.  ou 

^n  ^in-i* 

2°  Les  arrangements  où  a  entre  une  fois  seront  encore 
tous  différents  :  si  nous  voulons  en  connaître  le  nombre. 
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considérons  les  combinaisons  correspondantes;  ôtons  a, 
nous  aurons  les  combinaisons  de  ni —  /  lettres /z  —  i  hii  —  i. 
Si  dans  chacune  de  ces  combinaisons  nous  permutons  les 
n  lettres  qui  y  entrent  y  compris  «,  nous  aurons  P„C'Jj~', 

p 
résultats  différents  ou  — ^  ^'m-i- 

3"  Les  arrangements  où  a  entre  deux  fois  ne  seront 
pas  tous  différents;  si  nous  ôtons  deux  fois  a  et  si  nous 
considérons  les  combinaisons  correspondantes,  elles  sont 
en  nombre  C"l)-,  et,  si  nous  permutons  les  lettres  qui  y 
entrent  en  y  comprenant  deux  fois  n,  nous  aurons  ^n^'m-i 
résultats  qui  ne  seront  pas  tous  différents,  car,  en  permu- 
tant les  deux  lettres  a  dans  chaque  combinaison,  on  ne 

P 
la  change  pas;  il  n'y  aura  donc  en  tout  que  -^  G'^J^  ré- 

i  2 

sultats  différents,  etc.  Le  nombre  cherché  est  donc 

/  pra-l  nn-l         nn-z  n/i-i 

pJc;;,  _,  +  '■■■■'-'■  ■  '■  "•  ■  '■■"-■■  ■        ■   ■"-' 


P  P  P  P 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  i  lettres  égales  à  a, 
j  lettres  égales  à  ù. 

Le  terme  général  de  la  quantité  cherchée  sera  le  nombre 
des  arrangements  dans  lesquels  a  entre  /ui  fois  et  Z>  v  fois.  Il 
est  facile  de  voir  que  ce  nombre  est 

en  sorte  que  le  nombre  des  résultats  cherchés  est 

^ y ^\\  ""'-'' 

fx  et  V  restant  toujours  moindres  que  i  et 7,  etc. 

Problème  IL —  Trouver  le  noiîibre  des  permutations  dif- 
férentes que  l'on  obtient  en  supposant  un  certain  nombre 
de  lettres  identiques  dans  les  permutations  de  n  lettres. 
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P,i  étant  le  nombre  des  permutations  de  n  leltres,  si 
parmi  ces  lettres  il  y  en  a  i  identiques  à  a,  il  est  clair 
qu'en  permutant  ces  lettres  a  on  aura  des  résultats  iden- 
tiques; les  permutations  P,i  se  partagent  en  groupes  de  P/ 
permutations  identiques  :  donc  les  permutations  essentiel- 
lement différentes  se  réduisent  au  nombre  de  P;^  '•  P/  quand  i 
lettres  deviennent  identiques  à  a;  si,  en  outre,  y  lettres 
deviennent  identiques  à  ^,  le  nombre  des  permutations 

distinctes  se  réduira  à      'j-j  etc. 

Problème  III.  —  Trouver  Le  nombre  des  résultats  dif- 
férents obtenus  en  supposant,  dans  les  combinaisons  de  m 
lettres  prises  n  à  n,  i  lettres  identiques  à  a,  j  lettres  iden- 
tiques à  b. 

Considérons  une  combinaison  dans  laquelle  a  entre 
^  fois,  b  y  fois,  etc.  ;  supprimons  les  lettres  a  et  ^  de  cette 
combinaison,  nous  trouvons  une  combinaison  de  m — i — / 
lettres  prises  ji — [i — va  n — ^  —  v;  donc  le  nombre  des 
combinaisons  distinctes  où  a  entre  [i  fois  et  Z>  v  fois 
est  (yi~^~l'j,  d'où  l'on  conclut  facilement  le  nombre 
clierché. 

V.  —  FORMULE  DU  BINOME. 

On  appelle /b/7ww/e  du  binôme  celle  qui  fait  connaître 
le  développement  d'une  puissance  quelconque  d'un  bi- 
nôme. Cette  formule  (dans  le  cas  où  l'exposant  de  la  puis- 
sance est  entier  et  positif)  paraît  avoir  été  connue  bien 
avant  Newton,  on  la  trouve  dans  les  Œuvres  de  Pascal.  On 
peut  consulter  à  ce  sujet  :  i^  l'article  Binôme  dans  le  Dic- 
tionnaire des  Mathématiques  de  Montferrier  ;  2"  un  article 
de  M.  O.  ïerquem,  inséré  dans  ses  Nouvelles  Annales, 
t.  VI  ;  3°  enfin,  V Histoire  des  Mathématiques  de  Montucla. 
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Voici  comment  on  peut  arriver  à  cette  formule  à  l'aide  de 
l'analyse  combinatoire. 

Multiplions  entre  eux  les  binômes 

(  .r  H-  <2  )  (  .r  H-  /;  )  (  X  4-  c  ) .  .  .  (  x  -|-  /  j . 

Pour  faire  un  produit  de  deux  polynômes,  on  multiplie 
chaque  terme  du  multiplicande  par  chaque  terme  du  mul- 
tiplicateur; en  d'autres  termes,  le  produit  de  deux  poly- 
nômes est  la  somme  des  produits  obtenus  en  prenant  pour 
facteurs  un  terme  dans  chaque  polynôme  de  toutes  les  ma- 
nières possibles. 

Le  produit  de  trois  polynômes  est  égal  à  la  somme 
des  produits  obtenus  en  prenant  pour  facteurs  un  terme 
dans  chaque  polynôme  de  toutes  les  manières  possibles,  et 
ainsi  de  suite  (t.  T,  p.  24). 

Gela  posé,  le  produit  que  nous  cherchons  est  égal  à  la 
somme  des  produits  obtenus  en  prenant  pour  facteurs  un 
terme  dans  chacun  des  binômes  (x-{-«),  (x-i-Z>),  .  .  .  de 
toutes  les  manières  possibles.  Prenons  d'abord  x  dans 
chacun  des  ??i  binômes  en  question,  nous  formons  le 
terme  x"^;  prenons  ensuite  x  dans  m  —  i  binômes  et  le 
second  terme  dans  le  m'^™°  binôme  restant;  faisons  cette 
opération  de  toutes  les  manières  possibles,  la  somme  des 
termes  ainsi  obtenus  sera  x"^~^  [a  -h  Ij-\-  .  .  •  -i-/),  que  l'on 
peut  désigner  par  la  notation  abrégée 

déjà  employée  (I"  Partie,  p.  63,  66).- 'En  général,  si 
nous  prenons  x  dans  j?i  —  7i  binômes,  il  faudra  prendre 
les  seconds  termes  dans  chacun  des  n  binômes  restants; 
en  répétant  cette  opération  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles et  en  ajoutant  les  résultats,  on  trouve 


CHAPITRE    PREMIER.  9 

y  aZ^c.  .  ./'désignant,  pour  abréger,  la  somme  des  pro- 
duits obtenus  en  prenant  pour  facteurs  n  des  m  lettres 
a,  Z>,  c, .  .  . ,  Z  de  toutes  les  manières  possibles.  ^  ^^^  *  *  •/ 

représente  donc  la  somme  des  combinaisons  des  m  lettres 
a,b,.  .  .,  /'prises  72  à  tz  sous  forme  de  produits.  Si  donc  on 
vient  à  supposer  a—h~c=...—i,  le  terme  que  nous 
venons  de  calculer  se  réduit  à 

Cn  ^r7i—Ti.,n 

Enfin,  pour  achever  la  formation  du  produit  que  nous 
cherclions,  nous  prendrons  les  seconds  termes  des  bi- 
nômes, et  nous  aurons  le  terme  abc.  -  ./;  nous  pourrons 
donc  écrire 

/    (.r  H-  rz)  (.r-h  h).  .  .(.r-f-  /) 

Nous  aurons  plus  loin  occasion  de  faire  usage  de  cette 
formule  ;  si  l'on  y  fait  a=:  b  =  c  ~  .  .  .  ~  ly  il  vient 


[x-^ay"  =  .x' 


C".rt".r'«-^ 


Cette  formule  peut  encore  s'écrire,  en  remplaçant  G'^^  par 
sa  valeur 


[t.]  ' 

\  .i.'6.  .  .n 

Nous  ferons,  au  sujet  de  cette  formule,  plusieurs  re- 
marques importantes. 

1°  Deux  coefficients  également  éloignés  des  extrêmes 
dans  le  développement  de  [x  -h  a)"'so7it  égaux. 


^\BH/\ 
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En  efl'et,  en  changeant  j:  en  ^^  et  a  en  x,  les  coefficients 
des  termes  ne  changent  pas  ;  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (2)  ne  change  pas  non  plus.  On  a  alors,  en  Identi- 
fiant les  deux  développements  de  [x  -\- a)"'  que  l'on  ob- 
tient ainsi,  c'est-à-dire  en  égalant  les  coefficients  des  tnêmes 
puissances  de  x,  le  théorème  qu'il  s'agissait  d'établir;  il 
conduit  à  la  formule 

fil    nni—ii 

que  l'on  peut  vérifier  directement.  Elle  revient,  en  effet,  à 
la  suivante  : 

m{m  —  \].  .  .{m  —  n  -^  ]]  _  m{m  —  1] .  .  .{ n  -\- i) 
1-2.3. ../z  ~~  ~7T^^3T7T{m^^^nY  ' 

Si  l'on  réduit  les  deux  membres  de  cette  égalité  au 
même  dénominateur,  les  numérateurs  deviennent  é^aux 
à  1 .  2 . 3 .  .  .  /z . 

2"  Si  l'on  "fait  a  z=:  x  =  i ,  on  a 

2-  =  1 4-  c/,  +  C2, 4- . . .  -I-  c;;,  -^ . . .  -t-  c;;;. 

3"  Si  l'on  fait<7=  —  j?  =  —  i,  on  a 

o  =  I  -  c^,  -I-  c;),  - . .  .±c;;,  =F . . .  d=c. 

4°  Si,  dans  la  formule  (2),  on  met  le  terme  général  sous 
la  forme 


(3; 


ni  [m  —  // )  ! 


,m—n  ^n 


i\  désignant  d'une  manière  générale  le  produit  1.2.3.../, 
si  l'on  change  ensuite  a  en  a-\-b,  le  terme  général  du 
développement  de  [x -i- a -\- b)"'^  sera  donné  parle  terme 
général  du  développement  de  l'expression   (3)  dans   la- 
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quelle  on  aura  changé  a  en  a -^  h]  il  sera  donc 


ml  (m  —  n]l 


ni  [m  —  n]l\^m  —  n  —  a  ]  !  a  ! 


<2*è'"-"-°-.r'* 


ml 


ni  [m  —  n  —  a  )  !  a  ! 


^a  ^rn—n—a.  ^n 


En  changeant  ensuite  b  en  b  -h  c,  on  obtient  de  la 
même  façon  le  terme  général  du  développement  de 
(x  -{-a-hb  -h  c)"^,  et,  en  continuant  ainsi,  on  trouve, 
comme  t.  I,  p.  6y, 

^  '         -^«!a!5!...Al 

formule  dans  laquelle  on  a  toujours 

a  H-  jS  -f-   .  .  .    -f-  ).  -f-  72  :=  772  ; 

les  entiers  a,p,...  pouvant  être  nuls,  on  y  supposera  a'^ 
égal  à  i ,  et  o  !  égal  à  i . 


VI.   —  DU  TRIANGLE  ARITHMÉTIQUE, 

Considérons  les  coefficients  des  puissances  successives 
du  binôme;  écrivons  sur  une  première  ligne  les  coeffi- 
cients de  la  première  puissance,  c'est-à-dire   i  et  i  ;  sur 
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une  seconde  ligne  écrivons  les  coefficients  de  la  seconde 
puissance,  c'est-à-dire   i,  2,   i,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte 
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que  les  coenicients  des  termes  de  même  rang  se  corres- 
pondent dans  une  même  colonne  verticale.  Le  Tableau  que 
nous  formons  ainsi  porte  le  nom  de  triangle  arithmé- 
tique; les  propriétés  de  ce  triangle  ont  été  développées 
avec  beaucoup  de  soin  par  Pascal  dans  son  Traité  du 
triangle  arithmétique;  toutefois   il  ne  dispose  pas   son 


I      1 
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I        2 
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lO 
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10 
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triangle  tout  à  fait  de  la  même  façon  que  nous.  Si  nous 
concevons  que,  dans  le  triangle  dont  nous  avons  parlé  en 
premier  lieu,  on  fasse  glisser  chaque  colonne  verticale 
de  manière  à  amener  toutes  les  unités  qui  sont  en  tête 
sur  une  même  ligne  horizontale,  on  aura  le  triangle  de 
Pascal.  Les  nombres  qui  sont  inscrits  dans  la  (/z-hi)'^"'® 
colonne  verticale  du  triangle  portent  le  nom  de  nombres 
figurés  du  Ji'^""^  ordre;  les  nombres  du  premier  ordre, 
ou  I,  2,  3,  4, ... ,  portent  aussi  le  nom  de  nombres  natu- 
rels, les  nombres  du  second  ordre  celui  de  nombres 
triangulaires ,  les  nombres  du  troisième  ordre  celui  de 
pjramidaux,  les  nombres  du  quatrième  ordre  celui  de 
triangu  lo-tri  angulaires . 

Théouiîme  L  —  Le  i^^^^  nombre  figuré  de  l'ordre  n  a 
pour  expression 

i{i-h   l).   .   .(/4-/2  —  l)  f/7   -l_   tW/;  +   2]..  .(,-,   _^/  _  ,) 

_j i 'ou  ^  ' 


I  -2.3.  .  .«  1  .2.3.  .  .(/  —  1) 

En  effet,  les  nombres  figurés  de  l'ordre  n  sont  les  nombres 
de  combinaisons   /i  à  n;  le  premier  est  relatif  à  /i  oljjcts, 
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le  second  k  ji-{-  i,.  .  . ,  le  i'^"*®  k  n -\- i  —  i ,  en  sorte  que 
le  j;'^°'°  nombre  figuré  de  l'ordre  n  est  C"^^_^,  ou,  d'après 
un  corollaire  (p.  lo),  CJ~'^_,,  c'est-à-dire 

{i  -^  n  —  i]  [  i  -h  n  ~  Q.) . .  .î  {n  -\-  i  —  i]  {n  -{-  f  —  9.) . . .(  n  -]- 1) 

ou — : 5 


I  .2.3.  .  ./^  1.1.6..  .[i —  I 

expressions  identiques  avec  celles  que  nous  avions  an- 
noncées. 

Théorème  II.  —  U/i  nombre  figuré  est  égal  au  nombre 
écjit  immédiatement  au-dessus  de  lui  dans  le  triangle 
arithmétique,  augmenté  du  nombre  placé  à  la  gauche  de 
ce  dernier. 

En  d'autres  termes, 

Cette  formule  se  vérifie  très-facilement  en  remplaçant 
les  symboles  C^+;-,  C"^^_,,  G^7/-/  P^^  leurs  valeurs.  Voici 
comment  on  peut  l'établir  directement.  Considérons  la 
formule 

démontrée  pages  8  et  9;   multiplions  ses  deux  membres 

par(x-i-a),  nous  aurons 

or,  en  identifiant  cette  formule  avec  celle  que  l'on  obtient 
en  appliquant  directement  la  formule  du  binôme  à  l'ex- 
pression (x  -+-  «)"+^,  on  trouve 

C.     Q.    F.    D. 

Théorème  III.    —  //  resuite   du   théorème  précédent 
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cjuiin  nombre  figuré  quelconque  est  égal  à  la  somme  des 
nombres  figurés  de  l'ordre  précédent,  placés  immédiate- 
ment au-dessus  de  lui  dans  le  triangle  arithmétique. 

Ainsi,  l'on  a 


i{i  -\r-  \].  .  .[l-{-  n  —  i) 1 .2.3  ...  («  —  1 

I  .  2  .  3  .  .  .  /i  1 . 2 . 3  . . .  (  //  —  I 


2.3.4, 


+ 


/(/-4-  1).  .  .(/•  H-/^  —  2) 

1.2.3.  .   .[fl—  I  ) 


Le  triangle  arithmétique  dont  nous  venons  de  parler  est 
un  cas  particulier  d'un  triangle  beaucoup  plus  général,  que 
Pascal  appelle  aussi  triangle  arithmétique  et  que  nous 
allons  apprendre  à  former. 

Dans  une  première  colonne  verticale  écrivons  le  nom- 
bre «;  dans  une  seconde  colonne  contiguë  écrivons  les 
nombres  a,  a-\-b^o.a-\-b^...^  obtenus  en  ajoutant  au 
nombre  b  les  produits  de  a  par  les  nombres  figurés  du  pre- 
mier ordre;  dans  une  troisième  colonne  écrivons  les  pro- 
duits des  nombres  du  second  ordre  par  a  augmentés  des 
produits  des  nombres  du  premier  ordre  par  b,  et  ainsi  de 
suite;  nous  formerons  le  Tableau  ci-contre. 


b 

a 

2  a 

3^ 

4  Cl 

5a 


a  ->r  "?.  b 
3  «  +  3  /; 
6  rt  -1-  4  ^ 

\o  a  -\-  5  b 


a  H- 

ôb 

^a  -\- 

6  b,' 

on  -f- 

10  h 

b 

a 
5  a 


4* 

10  b 


Les  propriétés  connues  des  nombres  figurés  montrent  ; 
1°  qu'«/2  nombre  inscrit  dans  le  Tableau  précédent  est 
égal  à  celui  qui  est  placé  au-dessus  de  lui  augmenté  de 
celui  qui  est  à  gauche  de  ce  dernier;  2°  (\\iun  nombre 
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quelconque  est  égal  à  la  soniine  de  tous  ceux  qui  sont 
ccj^its  au-dessus  de  lui  dans  la  colonjie  précédente. 

Considérons  la  troisième  colonne  de  notre  dernier  Ta- 
bleau ;  faisons  b  =.  i,  elle  se  composera  de  la  suite 

I,     n -\- 1,     3<7 -f- 3,     6rt  +  4'     io^/-f5,     .... 

Lorsque  a=zi,  on  retrouve  les  nombres  triangulaires; 
lorsque  «  =  2,  on  obtient  les  nombres  carrés,  qui  ne  sont 
autre  chose  que  les  carrés  des  nombres  naturels;  lorsque 
a  =:Z,  on  obtient  ce  que  l'on  appelle  les  nombres  penla- 
gonaux;  lorsque  «  =  4>  ori  obtient  les  nombres  hexago- 
naux, etc.  Voici  maintenant  la  raison  de  ces  dénomina- 
tions. 

Fi[;.  5.  Fi(î.  6.  Vi^.  7. 

^  / 

:::::      'S\IA 

B  C'     *     •    •     •[.  V       /.^— '•'5 

Considérons  \di  fig.  5  :  elle  commence  par  un  point;  au- 
dessous  on  a  placé  deux  points,  puis  trois,  puis  quatre,  etc. 
Si  n  représente  le  nombre  de  points  placés  sur  le  côté  AB, 
le  nombre  total  des  points  contenus  dans  la  figure  sera 

i  -f-  ?.  -f-  3  +  .  .  .  4-  /^, 

somme  des  n  premiers  nombres  naturels,  c'est-à-dire  re- 
présentera le  /i'*""'"  nombre  triangulaire. 

Si  nous  considérons  maintenant  la  Jig.  6,  si  nous  dé- 
signons par  n  le  nombre  de  points  contenus  dans  le 
côté  AB,  il  y  aura  n-  points  en  tout  dans  la  figure;  or,  on 
peut  évaluer  ce  nombre  d'une  autre  manière,  en  obser- 
vant que  l'on  trouve  de  chaque  côté  de  la  diagonale  AC 
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k  points,  fi  désignant  le  [n  —  i^'ème  nombre  triangulaire; 
il  y  a  donc  en  tout 

2.  A-  -\-  n  z=:  n  (^  n  —  i  )  -]-  n  =:  n^ 

points  dans  la  figure,   c'est-à-dire  un  nombre  de  points 
marqué  par  le  /i'^™®  nombre  carré. 

Si  nous  considérons  la  fîg.  y  et  si  le  côté  AB  contient 
n  points,  nous  voyons  que  la  figure  totale  contiendra,  en 
désignant  par  /r  le  [n  —  i)'®™^ nombre  triangulaire,  3A"  -h  /z 
points,  et  ainsi  de  suite. 

VII.  —    SOMME  DES  PUISSANCES  SEMBLABLES  DES  TERMES 
D'UNE  PROGRESSION  ARITHMETIQUE. 

Considérons  la  progression  arithmétique  (*) 

Soit  h  la  raison;   nous  aurons,  en  désignant  par  n  un  en- 
tier quelconque, 


««+i  =  ;m2-^ //)"+!  r=««+i  + 


^,^,),^^n^[!!±±u'r„ 


\n-\-im 


«;«Vi=("/.+^0''-"*=":::'-^('^+O«:L/^+--77^-<r^'^^+-.- 


(*)  La  théorie  des  nombres  polyp.onaux  et  des  progressions  arithmétiques 
existe  dans  les  œuvres  de  Diophante,  Archimède  a  frfit  connaître  la  somma 
des  carrés  des  n  premiers  nombres  entiers,  il  l'a  appliquée  à  la  recherche 
de  l'aire  de  la  parabole;  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  entiers  a  étd 
donnée  par  Brahmegupta,  au  vu*  siècle;  la  somme  des  quatrièmes  puis- 
sances a  été  donnée  par  Djamchîd  ben  Mas'oud  ben  Mahmoud,  médecin 
arabe  du  xvi"  siècle;  Fermât  a  donné  le  premier  une  méthode  générale  pouf 
la  sommation  des  puissances  semblables  des  termes  d'une  progression  arith- 
métique. 
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Ajoutons  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient,  en  sup- 
primant des  termes  communs  de  part  et  d'autre. 


n  4-1 1  « 


1=1  i  =  I 

d'où  l'on  tire 


,n+\  „ra+l 


773 


«("_^/,^2"" 


Cette  formule  permet  de  calculer  la  somme  des  puis- 
sances 7i'^™«*  des  termes  d'une  progression  arithmétique 
lorsque  l'on  connaît  la  somme  des  puissances  i,  2,  3,..., 
n  —  I . 

Proposons-nous  par  exemple  de  trouver  la  somme  des 
carrés  des /?  premiers  nombres.  Il  faudra,  dans  la  formule 
précédente,  faire  A  =  i  et  /z  =  2  ;  il  viendra  alors 


i=j 


^•2^(iP  +  0'-^     /^(p  +  i)  _p_^ 


2-3 

j=:r 

ou  bien,  réductions  faites, 

i  =  p 


La  même  formule  (1)  donne  ensuite,  pour  «  =3, 
i=P 

1 

3.2  />(/?  +  i)       3.2.1 

L.  --    Algèbre,  II. 


^  (/-^  +  0'-t  _  3  /.(/.  + r)(2/.-i-i) 
426" 


2.3  2  2.3.4^' 
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c'est-à-dire,  réductions  faites, 


2-^  =  pi±A] 


VIII.   —  APPLICATION  DES  THÉORIES  PRÉCÉDENTES 
A  LA  SOMMATION  DES  PILES  DE  BOULETS. 

Dans  les  arsenaux,  les  projectiles  emmagasinés  sont 
aujourd'hui  de  deux  espèces  ;  les  uns  sont  destinés  aux 
pièces  lisses  et  sont  sphériques;  les  autres  sont  destinés 
aux  pièces  rayées  et  ont  une  forme  cylindro-conique. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  sommation  des 
piles  de  projectiles  cylindro-coniques  ;  ces  piles  sont  for- 
mées d'une  première  rangée  de  projectiles  se  touchant 
tout  le  long  d'une  génératrice  cylindrique.  Soit  n  le 
nombre  des  projectiles  placés  dans  cette  rangée;  au-dessus 
et  entre  les  intervalles  laissés  par  les  projectiles  de  la 
première  rangée,  on  place  une  seconde  rangée  de  Ji  —  i 
projectiles;  au-dessus  de  cette  rangée,  on  en  place  une 
troisième  composée  de  n  —  2,  et  ainsi  de  suite.  On  forme 
ainsi  une  espèce  de  triangle  dans  lequel  le  nombre  des 
projectiles    employés    est    évidemment    le    7i'^™®    nombre 

triangulaire,  ou  — -^  pour  donner  plus  de  solidité  à 

la  pile,  on  place  plusieurs  rangées  verticales,  semblables 
à  celle  dont  nous  venons  de  donner  la  description,  les 
unes  contre  les  autres.  En  désignant  par  p  le  nombre  de 
ces  rangées,  le  nombre  total  des  boulets  sera 

nln-\-i) 
P-^ -' 


Donc,  pow   a\^oij'  Le  nombre  des  projectiles  oblongs 
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contenus  dans  une  pile,  comptez  le  nombre  des  boulets 
contenus  en  long  et  en  large  à  la  partie  inférieure  de  la 
pile;  si  n  désigne  le  nombre  contenu  dans  le  sens  du 
diamètre  et  p  le  nombre  contenu  dans  le  sens  de  la  lon- 

gueur  des  projectiles^  p  —^ représentera  le  nombre  1 

total  des  projectiles  contenus  dans  la  pile. 

Les  boulets  sphériques  sont  rangés  le  plus  souvent  sous 
forme  de  piles  rectangulaires  ;  les  piles  carrées  ou  qua- 
dr angulaires  sont  moins  fréquemment  usitées.  Enfin  on 
n'emploie  que  rarement  les  piles  triangulaires,  et  seule- 
ment pour  un  petit  nombre  de  projectiles,  à  cause  de 
l'espace  qu'elles  exigent. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  pile  triangulaire.  Soit  n 
le  nombre  des  boulets  contenus  dans  le  côté  du  triangle 
équilatéral  qui  forme  la  base  de  la  pile  ;  cette  base  con- 
tient évidemment  un   nombre   total  de   boulets   égal   au 

,^ième  nombre  triangulaire,  ou  -^ ^boulets;  au-dessus 

de  cette  base  ou  première  rangée,  on  en  a  placé  une  se- 
conde, en  ayant  soin  de  mettre  les  nouveaux  boulets  entre 
les  interstices  laissés  par  les  premiers.  Le  côté  de  cette 
seconde  rangée  ne  contient  que  n  —  i  boulets;  par  con- 
séquent, la  rangée  elle-même  contient  un  nombre  de  bou- 
lets représenté  par  le  [n  —  i)*^"^^  nombre  triangulaire,  et 
ainsi  de  suite.  Il  y  aura  donc  en  tout  dans  la  pile  un  nombre 
de  boulets  égal  à  la  somme  des  n  premiers  nombres  trian- 
gulaires, c'est-à-dire  égal  au  /i*^"'^  nombre  pyramidal  (de 
là  le  nom  de  nombres  pyramidaux  donné  aux  nombres  du 
troisième  ordre). 

Donc,  si  n  désigne  le  nombre  des  boulets  contenus  dans 
le  côté  d'une  pile  triangulaire, 

n[n  -\-\)[n  -{-i) 

1.2.3 
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représentera  le  nombre  total  des  boulets  contenus  dans 
la  pile. 

Considérons  maintenant  une  pile  quadrangulaire.  Dans 
cette  pile,  la  base  est  formée  de  boulets  tangents,  les 
points  de  contact  ayant  lieu  aux  extrémités  des  diamètres 
rectangulaires;  la  forme  générale  de  cette  base  est  un 
carré,  en  sorte  que,  si  n  désigne  le  nombre  des  boulets 
contenus  dans  le  côté,  7i^  représentera  le  nombre  total  des 
boulets  contenus  dans  la  base.  Au-dessus  de  la  base  se 
trouve  une  rangée  de  [n  —  i)^  boulets,  et  ainsi  de  suite, 
en  sorte  que  le  nombre  total  des  boulets  contenus  dans 
la  pile  est  la  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres,  ou 

/^f/^-^-0(2/^-^-I) 


Ainsi  donc,  n  désignajit  le  nombre  des  boulets  con- 
tenus dans  le  côté  d'une  pile  quadrangulaire^ 

/^  (  /z  +  I  )  (  p.  /z  -I-  I  ) 


représentera  le  nombre  total  des  boulets  contenus  dans 
cette  pile. 

Considérons  enfin  une  pile  rectangulaire;  sa  base  est 
construite  de  la  mcme  manière  que  celle  de  la  pile  qua- 
drangulaire. Soient  n  et  i^  les  nombres  de  boulets  contenus 
dans  les  côtés  de  la  base;  au-dessus  de  la  base,  on  place 
une  rangée  rectangulaire  ayant  7^  —  i  et  7i' — i  boulets  de 
côté,  et  ainsi  de  suite^  Posons  lï  =.  n-\-  p\  le  nombre  total 
des  boulets  de  la  pile  sera 

/2  (/z -f-p  )  +  ( /z  —  I  )(/?  — I -I- /?)+... +  1  + /;, 

c'est-à-dire 

/Z--f-(«—  l)^-^-.  ..-^22-{-I-i-  f/2-f-(/2  —  l)   -f-,  ..+  2  +  1]/?, 
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OU  bien 

«(/2 -f- i)  (2/2 -{- i)        n{n-{-i) 


c'est-à-dire 


ou  bien 


6  2 

«(«  +  l)   (3/?  -{-  2«  +  I 


n[n-h  i)  [3n'  —  /?  +  i ' 
6  ' 


p. 


On  aurait  pu  arriver  à  ce  résultat  en  observant  que  la  pile 
pouvait  se  décomposer  en  une  pile  quadrangulaire  ayant 
n  boulets  de  côté  et  en  une  autre  pile  analogue  aux  piles 
de  projectiles  oblongs,  mais  inclinée,  et  ayant/?  et  n  bou- 
lets de  côté. 

Donc,  n  et  n'  désignant  le  nombre  des  boulets  con- 
tenus dans  le  petit  et  le  grajid  côté  d'une  pile  rectangu- 
laire, le  nombre  total  des  boulets  contenus  dans  la  pile 
sera 

n{n  -\-  \)(?>n' —  «  H-  i) 

6 

Si  dans  cette  formule  on  fait  n'=n,  on  retrouve  la  for- 
mule qui  convient  aux  piles  quadrangulaires. 


NOTES  ET  EXERCICES. 

1.  Dans  les  problèmes  relatifs  à  l'analyse  combinatoire,  on  est  sou- 
vent amené  à  évaluer  le  produit  i  .i.Z. .  .n  —  n\\  quand//  est  grand, 
le  calcul  de  ce  produit  est  presque  impraticable.  Voici  une  formule 
(dont  nous  ne  proposons  pas  la  démonstration)  que  l'on  donne  dans 
les  Traités  de  Calcul  intégral  et  qui  permet  de  calculer  rapidement  n  !  : 

log//!  =  //(log//~  0,4342945)  H- 0,3990899 -f--log//~ -i- 

2     °        6// 
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(les  logarithmes  ont  pour  base  lo).  L'erreur  commise  par  l'emploi  de 
cette  formule  est  moindre  que 


IQ//^ 


Il  ne  faut  pas  oublier  que  C'^  --=  ~^^.  A,"  =  '^,v,:=„i 

Ejcemple.  —  De  combien  de  manières  loo  personnes  peuvent-elles 
se  ranger  à  table?  De  loo!  manières.  On  a  logioo!  =  167,97  i3i.  Le 
nombre  cherché  a  donc   i58  chiffres;  les  premiers  sont  93698. 

2.  De  combien  de  manières  peut-on  écrire  les  unes  à  la  suite  des 
autres  a  lettres  «  et  (3  lettres  b  ? 


3.  De  combien  de  manières  peut-on  écrire  les  unes  à  la  suite  des 
autres  a  lettres  a,  (3  lettres  /;,  ...,).  lettres  /? 

4.  Le  nombre  de  manières  dont  on  peut  amener  le  point  N  avec 
y.  dés  à  jouer  est  le  coefficient  de  x^  dans  le  développement  du  poly- 
nôme (.r  -h  X-  H-  .r3  -f-  x'*  -h  .rS  -f-  x^ y. 

5.  Trouver  le  plus  grand  terme  du  développement  de  [n  -\-  h)"K 

En  appelant  ^^^  a'^b^  ce  terme  et  en  écrivant  qu'il  est  plus  grand 
que  celui  qui  le  précède  et  celui  qui  le  suit,  on  trouve 


d'où  l'on  tire 


a  <  ^ .—  <  a  H-  I . 

a  -h  h 


Donc  a  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans  — —' 

a  -h  ù 

6.  De  ce  que  le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets  pris  n  a  n 
^  mini  —  I )...(/;/  —  /2  H-  I ) 
est ^-^ on  peut  conclure  que  le  produit  de 
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n  entiers  consécutifs  est  divisible  par  i  .2.3. . .«.  Par  des  considéra- 
tions analogues,  prouver  que,  si  a  -h  (3  -+-  y  -h  ...  -h  >  =  m,  le  pro- 
duit i  .2.3. .  .m  est  divisible  par 

1.2.3. ..ax  1.2.3. ..(;x...  X  i.2.3...)>. 
7,  On  a,  quels  que  soient  .r,  a,i,  . . . ,  j:„, 

/         N„  l-^  — .37i)(.r  —  .rg)...  (.r  —  x^)  x        a:(a:  — .ri) 

l~i)" ^.  ^  ^ -z =  I 


x{x  —  x^][x  —  .ro)  . .  .  {x  —  Xn-\) 
J7i./;2-r3.  ...r„ 

8.  En  appelant  C^,  non  plus  le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets 

f?  a  n,  mais  la  fraction — r ^  ou  w  peut  être 

'  I .2.3. . .n  ^ 

quelconque,  entier  ou  fractionnaire  ou  même  négatif  et  incommensu- 
rable, on  a 

9.  Démontrer  la  formule 

(jr-f-rt)"^  =  x"^-+--a[x^bY^-^-\ ^ —a[a  —ib)[x-A-ib)"^-^ 

+  '"'"' -;'>'';-"'«(«-3&)M.rH-3è^-3+.... 

(Abel.) 

iO.  On  appelle  factorielle  un  produit  de  facteurs  en  progression 
arithmétique.  On  pose,  d'après  Vandermonde, 


[^/^  /']«  —  a[a  ^  r)[a  -\-  ir)  .  .  .  [a  -^-  n  —  i  r). 

Kramp  remplaçait  le  signe  [<'/,  r]«  par  a^^"-  Cela  posé,  on  demande 
de  prouver  que 


[<7,  o]«  =  ««,     [/7,  r]'^  =  [ff,  /-]«-'■  [rt  -h  /?  —  />,  r]', 
A«  =[m-,^-|-I,I]^     P„=:[i,iJ«, 

H-... -H  C^;,[^, /•]'«-«  [/;,/■]«  +  .... 
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Cette  dernière  formule  est  connue  sous  le  nom  de  binôme  de  Fander- 
monde  ou  des  jactorielles. 

11.  On  a 

i.2.3...«  =  //«  — CA(«  — O'^-h  C2(«  — 2 )«  —  ... ±C«-'i«. 
42.  Si  //>  f,on  a 

0=  //'  — C;,(^?  —  l)'-+-C7,(«  —2)'—...  rirC/'J-^  l' 

13.  Combien  y  a-t-il  de  termes  dans  un  polynôme  de  degré  ml 

(Un  de    degré   o,  -  du  degré   i,  — ■  du   degré  2,  etc.;   en 

(/?  -f- 1  )(«-+-  2  )...(/?  -t-  /;?  )         , ,  .         ^  ,  ,       ,  -,  1    X 

tout  ^ — TT- ^ '  n  désignant  le  nombre  des  variables). 

14.  Avec  des  dames  à  jouer  on  forme  une  pile  comme  il  suit  :  à  la 
partie  inférieure  on  forme  une  sorte  d'hexagone  régulier  en  plaçant 
n  dames  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite  ;  contre  cette  rangée  on 
place  une  seconde  rangée  contenant  n  -h  1  dames,  puis  une  troisième  en 
contenant  //  -^  2,  . . . ,  puis  une  n'^'^'"  rangée,  en  contenant  /z  -f-  /?  —  i  ; 
après  quoi  on  place  une  [n  -h  i  )'^™^  rangée  contenant  une  dame  de  moins, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  placé  une  dernière  rangée 
de  n  dames.  Par-dessus  cette  figure  on  en  place  une  autre  formée  de 
la  môme  façon,  mais  contenant  n  —  \  dames  seulement  sur  son  côté, 
et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  la  pile  contienne  une  dame  à  sa  supé- 
rieure, sept  immédiatement  au-dessous,  puis  dix-neuf,  etc.  Prouver 
que  le  nombre  total  des  dames  de  la  pile  est  n^. 

15.  On  peut  toujours  trouver  pour  A,  B,  C,  ...  des  nombres  rendant 
identiques  les  formules 

«2—  A//(//  -H  i)-i-  B(/?  — 1)«, 

«3=  p^n[n-^'i\[n  -+-  2)  h-  B'(/^  —  i)//(//4-  1)  +  C'(/z  —  i){n  —  i)«, 

En  conclure  les  valeurs  de  S/?^,  1/^3,  etc. 

16.  On  peut  toujours  déterminer  des  nombres  A,  B,  C,  . . .  tels  quo 
l'on  ait  identiquement 

n[n-\-\)  .,  n[n-^\)...{n^i  —  \) 

ni  =  A  +-  B/i  -\-  C  -^ H -^  K  -^ 7- ■ -• 

1.2  I . 2 . . . ^ 
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En  profiter  pour  calculer  2  «^ 

17.  On  a 

v/^^  <  1 .2.3. . . /?  <  f  ^^-^y» 

18.  L'expression 

in^ .  1 . 2 . 3 .  .  .  w  m^ 

x[x -^i)[x -i-  '1).  .  .[X-+- m)  ^^'l^+m"^ 

étudiée  avec  soin  par  Gauss,  se  réduit,  pour  x  entier,  à 

1 . 2 .  3 . . .  (  .r  —  I  ) 
quand  on  y  suppose  m  =  co , 

19.  Combien  peut-on  mener  de  diagonales  à  un  polygone  de  n  côtés  ? 

20.  Étant  donnés  n  points,  on  les  joint  deux  à  deux  de  toutes  les 
manières  possibles  :  en  combien  de  points  les  droites  ainsi  menées  se 
rencontrent-elles  ? 

21.  Étant  donnés  rt  points,  par  tous  ces  points  pris  trois  à  trois  on 
fait  passer  des  cercles  :  en  combien  de  points  tous  ces  cercles  se 
rencontrent-ils? 

22.  On  appelle  probabil/té  d'un  événement  le  rapport  du  nombre 
de  cas  favorables  à  l'arrivée  de  l'événement  au  nombre  total  des  cas 
possibles  et  également  possibles  qui  peuvent  se  présenter  quand  on 
attend  l'arrivée  de  l'événement. 

Ainsi  la  probabilité  d'amener  le  point  6  avec  un  dé  est  -  >  parce 

que  six  cas  peuvent  se  présenter  quand  un  dé  est  jeté  sur  un  tapis  et 
qu'un  seul  de  ces  cas  est  favorable  à  l'arrivée  du  point  6.  Cela  posé, 
on  propose  de  résoudre  les  questions  suivantes  : 

23.  Calculer  la  probabilité  d'amener  le  point  i5  avec  3  dés. 

24.  On  prend  m  billets  dans  une  loterie  de  N  lots  :  quelle  est  la  pro- 
babilité de  gagner  //  lots? 
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'  '  N(N  — i)...(N  — /2-f-i)* 

25.  Une  urne  contient  quatre-vingt-dix  numéros,  on  en  tire  cinq  au 
sort,  on  désigne  un,  deux,  trois,  quatre  ou  cinq  numéros  à  l'avance  : 
quelle  est  la  probabilité  de  deviner  juste  dans  chaque  hypothèse 

Rép.  : 
La  probabilité  pour  que  i  des  numéros  désignés  sorte  est  — 


2 

8ÔÏ 


1748 

I 


5iio38 
I 
43949^68 


26.  L'expression 
x"^  —  I       jr'«  —  I  .r  "'-*  —  T       x'^  —  I   jr'"-i  -  - 1  x'"^-^  — 


I  — 


X  —  ï  X  ~\        .r2  —  5  X  —  \        .r2  —  I         x^  —  i 

est  nulle  si  m  est  impair;  au  contraire,  elle  est  égale  à 

(i  —  x)(i  —  .r3).  ..(i  —  j:/«-i) 
si  m  est  pair.  (  Gauss.  ) 

27.  Soit  T„  le  «'•^"'^  nombre  triangulaire  ;  le  n'^""^  nombre  carré  sera 
T«-i  H-  T„,  le  /z''""""  nombre  pentagonal  sera  2T„_i+  T„,  le  «^'^'"^  nombre 
hexagonal  3T„_,-4-T„,  .... 
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CHAPITRE  II. 

NOTIONS  GÉNÉRALES, 


I.  —  INTRODUCTION. 

Nous  allons  maintenant  aborder  cette  partie  de  l'Algèbre 
appelée  Analyse  algébrique  par  Gauchy,  introduction  à 
V Analyse  infinitésimale  par  Euler.  L'Analyse  algébrique  a 
pour  but  de  préparer  l'esprit  à  l'étude  des  branches  élevées 
de  l'Analyse,  en  ajoutant  des  conceptions  plus  philoso- 
phiques aux  spéculations  de  l'Algèbre  élémentaire. 

Dans  l'Analyse  algébrique,  les  quantités  que  l'on  con- 
sidère sont  systématiquement  variables;  l'emploi  des 
lettres  devient  donc  tout  à  fait  indispensable  pour  les 
représenter.  Les  théorèmes  sur  les  limites,  la  notion  de 
l'infini  et  de  l'infiniment  petit  reviennent  à  chaque  instant 
et  constituent  le  véritable  fondement  de  la  science  que 
nous  allons  étudier. 

Quelques  auteurs  ont  défini  les  mots  de  constante  et 
variable;  nous  ne  pensons  pas  pouvoir  substituer  à  ces 
mots  des  idées  plus  claires  que  celles  que  l'on  y  attache 
immédiatement  (*). 


(*)  «  Quantitas  constans  est  qiiantitas  determinata,  perpétue  eumdem 
valorem  servans....  Quantitas  variabilis  est  quantitas  indeterminata.  qua 
omnes  omnino  valores  déterminâtes  in  se  complectitur.  » 

EuLEB,  liitrodiicdo  in  analjsin  infinitorum.) 
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Lorsque  deux  quantités  dépendent  l'une  de  l'autre  de 
telle  sorte  que,  l'une  d'elles  variant,  l'autre  varie  aussi,  et 
que,  l'une  d'elles  restant  constante,  l'autre  reste  constante 
aussi,  on  dit  qu'elles  sont  fonctions  l'une  de  l'autre. 

Les  fonctions  d'une  quantité  x  se  désignent  par  les 
notations/(x),  F(x),  .  .  . ,  cp (x),  .  .  . ,  F(.r),  F^  (x),  .... 
Si  j  est  une  fonction  o(x)  de  x,  x  sera  une  fonction  ^{j) 
de  j;  les  deux  fonctions  9(x)  et  (|>(x)  sont  dites  ins^erses 
l'une  de  l'autre. 

On  dit  qu'une  quantité  /  est  fonction  de  plusieurs 
autres  lorsque,  celles-ci  restant  constantes,  à  l'exception 
d'une  seule  x  d'entre  elles, /et  x  sont  fonctions  l'une  de 
l'autre;  on  représente  les  fonctions  de  plusieurs  quantités 
parles  notations /(x,j,  z,  ..  -),  ^[oc,  j),^{x,  j,  z) 

«  ....  Le  mol  fonction  a  été  employé  par  les  premiers 
analystes  pour  désigner  en  général  les  puissances  d'une 
même  quantité;  depuis,  on  a  étendu  la  signification  de  ce 
mot  à  toute  quantité  formée  d'une  manière  quelconque 
d'une  autre  quantité.  Leibnitz  et  les  Bernoulli  l'ont  em- 
ployé  les    premiers   dans   cette   acception  générale » 

(Lagraivge,  Equations  numériques.) 


II.    —  RAPPEL  DE  ÛUELQUES  DÉFINITIONS  ET  THÉORÈMES 
FONDAMENTAUX. 

On  appelle  limite  d'une  quantité  variable  une  quantité 
fixe  dont  elle  approche  indéfiniment,  de  manière  à  pou- 
voir en  difi^érer  d'aussi  peu  que  l'on  veut.' 

La  limite  d'une  somme  ou  d'un  pr^oduit  de  plusieurs 
quantités  variables  en  jvombre  limité  est  égale  à  la 
somme  ou  au  produit  des  limites  de  ces  quantités. 

La  limite  d'une  différence  ou  d' un  quotient  de  deux 
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variables  est  égale  à  la  différeiice  ou  au  quotient  des 
limites  de  ces  variables. 

Ces  théorèmes  s'étendent  encore  au  cas  où  quelques-unes 
des  variables  seraient  remplacées  par  des  constantes, 
pourvu  que  l'on  considère  ces  constantes  comme  étant  à 
elles-mêmes  leurs  propres  limites. 

On  dit  qu'une  quantité  variable  est  infinie  lorsqu'elle 
peut  croître  en  valeur  absolue  au  delà  de  toute  limite. 

On  appelle  valeur  d'une  fonction  pour  une  valeur 
infinie  de  sa  variable  la  limite  vers  laquelle  tend  cette 
fonction  lorsque  cette  variable  croît  indéfiniment;  ainsi  on 

dira  que  -  est  égal  à  zéro  pour  x  =  oo  . 

On  appelle  quantité  infiniment  petite  une  quantité 
variable  qui  a  pour  limite  zéro  ;  ainsi  on  pourra  dire  que 

-  est  infiniment  petit  pour  x  infini.  Toutefois,  il  ne  faut 

pas  confondre  ou  assimiler  le  zéro  à  l'infiniment  petit;  le 
zéro  est  constant,  l'infiniment  petit  est  variable  ;  il  peut 
donc  passer  par  des  valeurs  très-considérables  avant  d'at- 
teindre sa  limite  zéro. 


III.   —  DE  LA  CONTINUITE. 

On  dit  qu'une  quantité  varie  d^ une  manière  continue 
entre  deux  limites  a  et  b  lorsqu'elle  ne  peut  passer  entre 
ces  limites  d'une  valeur  à  une  autre  sans  passer  par  toutes 
les  valeurs  intermédiaires. 

On  dit  qu'une  fonction  f{x)  de  x  est  continue  pour 
x^=a^  quand  e  étant  une  quantité  donnée  quelconque, 
aussi  petite  que  l'on  voudra,  il  existe  une  quantité  finie  h 
telle  que,  quel  que  soit  9  comjDris  entre  — i  et  -{- 1 , 
I**  f[a-\-^h)  reste  fini  et  bien  déterminé;  2"  on  ait 
f[a  +  0  A)  — /(<^)  <C  £5  en  valeur  absolue. 
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On  dit  qu'une  fonction /(^)  est  continue  à  partir  de  a 
ou  (à  droite  de  a)  quand  z  étant  donné  arbitrairement,  il 
existe  une  quantité  positive  h  telle  que,  quel  que  soit  9 
compris  entre  o  et  i,  même  pour  9  =  o,  \^ f(^a-\-^h)  est 
bien  déterminé  et  fini,  2°/(a  +  OA)— /(a)<£  en  valeur 
absolue. 

La  fonction /(^)  serait  dite  continue,  jusqu'à  a  ou  à 
gauche  de  a,  si  les  mêmes  choses  avaient  lieu  en  suppo- 
sant 9  compris  entre  o  et  —  i . 

Enfin  une  fonction  est  continue  entre  les  limites  a  alh 
quand  elle  est  continue  à  partir  de  a  jusqu'à  h,  et  quand 
elle  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  h. 

On  peut  dire  d'une  manière  abrégée  qiie/(^)  est  con- 
tinue pour  ^  =  a,  quand  à  un  accroissement  infiniment 
petit  quelconque  de  a  correspond  un  accroissement  infi- 
niment petit  de /(a). 

Théorîsme  I.  —  Si  une  fonction  f{x)  est  continue 
pour  toutes  les  valeurs  de  sa  variable  comprises  entre 
deux  limites  a  et  è,  elle  passera  par  tous  les  états  de 
valeur  compris  entre  f  {a)  et  f{b). 

En  effet,  subdivisons  l'intervalle  compris  entre  a  et  6 
en  n  parties  égales  à  A,,  et,  |ji  désignant  une  quantité 
donnée  comprise  entre /(a)  eif{b),  cherchons  dans  la 
suite /(a), /(a -I- A),  .  .  . , /(« +7i  —  i  A)  deux  termes 
consécutifs  /(c,)  et  /{Ci-\-  ht)  comprenant  [ji,  si  aucun 
d'eux  n'est  égal  à  |i..  Subdivisons  encore  l'intervalle  com- 
pris entre  Ct  et  Ci  +  A,  en  n  autres  égaux  à  h^;  cherchons 
dans  la  suite  /(c,),  /{c^-^-h^),  ...,  /{c.^n  —  ih^) 
deux  termes  consécutifs  /{c^)  et  /(C2  +  A2)  compre- 
nant p.,  si  aucun  d'eux  n'est  égal  à  {jl,  et  ainsi  de  suite;  les  1 
nombres  Ci,  C2,  C3,  ...  vont  en  croissant  et  les  nombres  | 
Cj  +  A, ,  C2  +  ^2,  .  •  .  en  décroissant.  Mais  c< ,  C2,  ...  sont 
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tous  moindres  que  6  ;  Ci  +  /^i ,  C2  -f-  ^2?  •  •  •  sont  plus  grands 
que  a  :  donc  les  uns  et  les  autres  ont  une  limite;  cette 
limite  est  évidemment  la  même  pour  a  et  Ci-\-hi^  car  hi 
tend  vers  zéro  avec  i.  J'appelle  c  cette  limite  commune; 
je  dis  que  l'on  a  précisément  f(^c)=  [ji.  En  effet,  il  est 
toujours  possible  de  déterminer  la  quantité  positive  H  de 
telle  sorte  que,  pour  A  <C  H  en  valeur  absolue,  on  ait 
/(c  -\-  h)  — /(c)<C^j  mais  on  peut  toujours  prendre  i  assez 
grand  pour  que  Ci  et  c/  +  hi  diffèrent  de  leur  limite  c  d'une 
quantité  moindre  que  H,  et  alors/(c/)  — /{c)  sera  moindre 
que  £,  /(ci  -f-  hi)  — /(c)  également.  Donc  [jl,  qui  est  com- 
pris entre /(  Ci -H  hi)  et/(c/),  différera  a  fortiori  de  /(c) 
d'une  quantité  inférieure  à  s;  donc  enfin y(c)=:  [jl. 

c.  Q.  F.  D. 

Théorème  II.  —  Si  une  fonction  f{x)  ne  peut  pas 
passer  de  la  valeur  f  [a.)  à  la  valeur  f{^)  sans  passer 
par  toutes  les  valeurs  intermédiaires  quand  x  varie 
d'une  manière  continue  entre  a  et  j3,  a  et  ^  désignant 
deux  nombres  quelconques  compris  entre  a  et  b,  si  de 
plus  entre  (xet  ^  la  fonction  f  (^x)  ne  passe  qu^un  nombre 
fini  de  fois  par  la  mêmevaleuri^)  et  possède  pour  chaque 
valeur  de  x  une  valeur  finie  et  déterminée^  elle  est  con- 
tinue pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b. 

En  effet,  soit  c  une  valeur  comprise  entre  a  et  6;  don- 
nons à  X  une  valeur  k  voisine  de  c  et  un  peu  plus  grande 
que  c.  Quand  x  variera  entre  c  et  A",  f{x)  variera  entre 

(*)  Cette  condition,  que  l'on  ne  mentionne  pas  ordinairement,  est  ce- 
pendant nécessaire  :  ainsi  une  fonction  égale  à  sin  —  pour  toutes  les  va- 

X 

leurs  de  x  différentes  de  zéro  et  égale  à  zéro  pour  x  =:  0  n'est  pas  conti- 
nue pour  X  =■  o;  elle  satisfait  cependant  aux  autres  conditions  de  l'énoncé, 

et  il  est  clair  que /(A)  — /(o)  o\xf{h)  =  sin  j-  ne  tend  pas  vers  zéro  avec  A, 
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des  limites  qui  pourront  être  l'une  supérieure  et  l'autre 
inférieure  à  f{c).  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  l'une 
d'elles  supérieure  à/(c)  et  égale  à/(c)  +  to;  si  l'on  pose 

(I)  /(c  +  II)_/(c)  =  £     ou    /(c)-f-II=/(c)4-e, 

on  trouvera  toujours  pour  H  une  valeur  satisfaisant  à  cette 
équation  si  £  est  très  petit,  parce  que  f{x),  passant  par  la 
valeur  f{c)  et  par  la  valeur/(c)  +  co,  doit  passer  par  la 
valeur  intermédiaire /(c)  +  £•  De  plus,  il  n'j  a  par  hypo- 
thèse, entre  c  et  k,  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  de  H 
satisfaisant  à  l'équation  (i).  Si  donc  nous  prenons  H  égal 
à  la  plus  petite  solution  de  (i),  pour  toute  valeur  de  h 
moindre  que  H,  on  aura 

/(C-+-/0— /(c)<s     ou    /(c-t-/0</(c)-f-È, 

sans  quoi,  /(c-j-h)  pouvant  devenir  plus  grand  que 
/(c)  4-  £,  il  passerait  entre  c  et  c  +  H  par  la  valeur/(c)  +  s, 
et  H  ne  serait  pas  la  plus  petite  racine  de  (i). 

Si/(^)  variait  entre  deux  limites  dont  l'une  soit  infé- 
rieure à  /(c),  on  prouverait  de  même  qu'il  existe  une  quan- 
tité H'  telle  que  pour  /i'<  H'  on  aurait 

/(0-/(c  +  A')<£. 

On  verrait  enfin  d'une  façon  analogue  qu'il  existe  une 
quantité  H,  telle  que  toute  valeur  négative  h  moindre  en 
valeur  absolue  que  H<  satisfasse  aux  inégalités  précé- 
dentes. La  fonction/  est  donc  continue  pour  x  =  c  com- 
pris entre  a  et  b.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  II.  —  La  somme,  la  dijfférence,  le  produit, 
le  quotient  de  plusieurs  fonctions  continues  sont  encore 
des  fonctions  continues. 

En  effet,  prenons,  par  exemple,  le  produit  de  plusieurs 
fonctions  continues/,  (^)/2(^).  .  .fn{x),  changeons  :r  en 
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X  -^  h  :  le  produit  devient 

/i  (■^'  -+-  1^  ]Â  [oc -^  h) .  .  .  f,,[x -^  h] 

lorsque  l'on  fait  tendre  /t  vers  zéro;  /",  (.rH-A),/i  [x-hh),  ... 
tendent  vers  les  limites  fi  {x),  /2(^),  ....  Or  la  limite 
du  produit 

est  égale  au  produit  des  limites  de  ses  facteurs  :  donc 
/i  (x-h  h)f:>{x  -f-  //,)..  .  a  pour  limite  /<  (x)/2(x),  .  .  . 
et  par  conséquent  peut  en  différer  d'aussi  peu  que  l'on 
veut;  donc  fx{x)f^_[x).  .  .  représente  une  fonction  con- 
tinue. 

Il  faut  bien  remarquer  que,  sif[x)  n'était  pas  continue 
pour  la  valeur  a  de  sa  variable, /"( a -j- A)  n'aurait  pas 
pour  limitey(a),  ce  qui  peut  arriver  de  deux  manières  : 
i"  la  fonction/(x)  passe  brusquement  d'une  valeur  à  une 
autre  lorsque  x  ne  varie  pas  sensiblement;  ces  cas  sont 
très-rares  :  nous  en  verrons  plus  loin  des  exemples  ;  i^  la 
fonction  f{x)  existe  pour  x  =:  a-\-  h,  mais  n'existe  plus 
pour  x  =  a;  alors,  y  (a)  n'existant  pas,  /{<?.  -\- h)  n'a  pas 

de  limite.  Par  exemple,  la  fonction  -n'existe  pas  pour  x=o; 

elle  est  discontinue  pour  x  =  o  ;  la  fonction  y/i  —  x  est 
discontinue  pour  x  =  i ,  etc. 

Rp:marque.  —  Un  quotient  de  deux  fonctions  continues 
cesse  d'être  continu  lorsque  le  diviseur  passe  par  zéro.  En 
effet,  alors  le  raisonnement  exposé  plus  haut  tombe  en 
défaut,  car  le  quotient  des  limites  de  deux  quantités  dont 
le  diviseur  est  nul  n'existe  plus. 

Théorème  III.  —  Si  u  rrr.  f(^x)  est  une  Jonction  con- 
tinue de  X  pour  x  =  a  et  si  y  est  une  fonction  continue 
de  u  pour  u  =  / [a),  y  sera  une  Jonction  continue  de  x 
pour  X  =  a. 

L.   —  algèbre,   II.  3 
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En  effet,  à  un  accroissement  infiniment  petit  de  x  cor- 
respond un  accroissement  infiniment  petit  de  u,  à  un 
accroissement  infiniment  petit  de  a  correspond  un  ac- 
croissement infiniment  petit  de  7  :  donc,  en  définitive,  à 
un  accroissement  infiniment  petit  de  x  correspond  un 
accroissement  infiniment  petit  de j^;  donc  >  est  fonction 
continue  de  x. 

Théorème  IV.  —  Si  J\u,  \^)  est  Jonction  continue  de  u 
et  de  w,  et  si  u  et  v>  sont  fonctions  contijiues  de  x,  f(u,u) 
sera  fonction  continue  de  x. 

Mais,  pour  que  ce  théorème  soit  vrai,  il  ne  suffit  pas 
que/(zi,  ^)  soit  continu  pour  des  valeurs  déterminées  de  u 
et  v^  il  faut  ç^nef^u,  ^)  soit  continu  pour  toutes  les  valeurs 
de  u  comprises  entre  deux  limites  fixes  <7-}-£,  a  —  z'  et 
de  (^  comprises  entre  deux  autres  limites  b -\-  e^  et  h  — s',, 
simultanément,  £,  e',  £,,  î.\  désignant  des  nombres  finis.  A 
ce  prix  seulement, /(a -Ha,  i^H-j^) — f[u,  k^)  tendra  vers 
zéro  quand  les  accroissements  a  et  (3  de  u  et  v  produits 
par  l'accroissement  très  petit  de  x  tendront  vers  zéro.  Kn 
effet,  cette  différence  peut  s'écrire 

f{u^u,  ,.-i-/5)— /(«-i-  a,  (.)-}-/(«-4-a,r) —/(&,«') 
et  les  deux  différences  dont  elle  se  compose  ont  pour  limite 
zéro  poLir  a  =  o  et  [3  =  o. 

Une  somme  ou  un  produit  composé  d'un  nombre  illi- 
mité de  fonctions  continues  peut  fort  bien  cesser  d'être 
continu.  Nous  verrons  plus  loin  des  exemples  de  ce  fait. 

Si  l'on  diy=^f{x)^on  en  conclut ;r=:  cp{(^);  les  fonctions 
f{x)  et  'f  (^)  sont  alors  dites  inverses  l'une  de  l'autre;  or- 
dinairement une  fonction  et  son  inverse  sont  continues  en 
même  temps. 

IV.  —  SUR  LA  VARIATION  DES  FONCTIONS. 

Une  fonction  f{x)  de  x  est  croissante  pour  x  =^  a 
quand  il  existe  une  quantité  positive  h  telle  que,  9  étant 
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compris  entre  o  et  i ,  on  ait 

/•(a  +  6A)-/(a)>o, 


^'^  (/(a-OA)-/(a)<o, 

quel  que  soit  d'ailleurs  Q.  Si  la  première  égalité  seule  est 
satisfaite,  la  fonction  est  croissante  à  partir  de  a;  si  la 
seconde  seule  est  satisfaite,  elle  est  croissante  jusqu'à  a. 

Les  définitions  précédentes  subsistent  en  remplaçant  le 
mot  croissante  par  décroissante^  pourvu  que  dans  les  for- 
mules (i)  on  remplace  le  signe  >>  par  <;  et  <!  par  >>. 

Il  est  important  de  remarquer  que,  d'après  nos  défini- 
tions, une  fonction  peutfortbien  être  continue  pour  ^=1:  a, 
sans  être  ni  croissante  ni  décroissante;  il  existe  de  nom- 
breux exemples  de  pareilles  fonctions. 

On  dit  qu'une  fonction  f{x)  de  x  passe  par  un  maxi- 
mum pour  X  =  a  quand  il  existe  une  quantité  h,  telle  que, 
quel  que  soit  0  compris  entre  —  i  et  -[-  i ,  on  ait 

au  contraire,  elle  passerait  par  un  minimum  pour  x  =  a 
si  l'on  avait  f(x  -\-  ^h)^f(a).  On  peut  dire  que  le  ca- 
ractère commun  au  maximum  et  au  minimum  est  que 
f(a-\-^h) — /(^)  conserve  le  même  signe  quand  ô  varie 
de  —  I  à  +  I . 

Une  fonction  de  plusieurs  variables  x,  y,  z,  à  savoir 
/(.r,  j-,  s),  passe  par  un  maximum  pour  x  =  a^  y  =  6, 
z=  c  quand  il  existe  des  quantités  /?,  A%  /  telles  que  Q, 
X,  [X  variant  entre  —  i  et  -1-  i  ;  on  a  toujours 

/(a-h6A.  b  -{-Ik,  c  -\-  \il)  <^f{a,  h^  c); 

si  l'on  avait,  au  contraire, 

f{a-\-^h,  b -\-\k,  c^  \j.l)>f{a,  b,  c), 

oh  dirait  que  la  fonction  passe  par  un  minimum  pour 
X  =  a^  y  =  b^  z-  =  c. 
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Théorème.  —  Toute  fonction  f{x)  continue  quand  x 
varie  entre  a  et  h  qui  s^ annule  pour  x  ^=  a  et  x  =^b  et 
qui  ne  reste  pas  constante  passe  par  un  maximum  ou 
un  minimum  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

Il  paraît  que  cette  proposition  n'est  pas  évidente; 
voici  comment  on  peut  convaincre  les  esprits  difficiles  : 
/(x),  étant  continu,  ne  peut  devenir  infini  entre  les 
limites  <2  et  6  de  sa  variable  :  il  j  aura  donc  une  valeur  M 
suffisamment  grande  en  valeur  absolue  qu'il  ne  pourra 
dépasser;  mais  (dit-on)  il  ne  pourra  peut-être  pas  l'at- 
teindre, bien  qu'il  puisse  en  approcher  autant  que  l'on 
voudra;  il  reste  donc  à  prouver  que  pour  une  valeur  c 
de  X  on  aura/(c)  =  M,  c  étant  compris  entre  a  et  b.  Or 
f{x)^  pouvant  s'approcher  de  M  tant  que  l'on  voudra,  tend 
vers  la  limite  M  pour  une  valeur  de  x  que  nous  pouvons 
appeler  c;  formons /(c),  si  Ton  n'a  pas/(c)  =  M,  il  exis- 
tera entre /(c)  et  M  une  difi'érencefinie  A;  mais,/(^)  étant 
continu,  il  existe  une  quantité  h  telle  que 

Valabs[/(cH-6/i)-/(c)J<^, 

Q  étant  compris  entre  o  et  i;  mais,  quand  9A  est  suffisam- 
ment petit,  par  hypothèse,  f{c  -+-  0  A)  diffère  de  M  d'aussi 
peu  que  l'on  veut;  donc  on  peut  prendre 

Valabs[/{c-}-0/O  — IM]<  ^, 
et  alors  on  aurait 

Valabs[/(c)  — M]<  A, 
ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse /(c)  —  M  =  A.   On  a 
donc  bien y(c)  =  M.  c.  q.  f.  d. 

GoROLLAiiiE.  —  Si  f[x)  est  coutinu  et  non  constant 
entre  les  limites  a  et  b  de  x  et  si  Von  a  f{a)=^f{b), 
f{x)  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum  pour 
une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 
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CHAPITRE  III. 

DE  LA  FONCTION  SIINIPLE  ALGÉBRIQUE,  DE  LA  FONCTION 
EXPONENTIELLE  ET  DES  LOGARITHMES. 


I.    —  PRÉLIMINAIRES. 

Lemme  I.  —  Les  puissances  successives  des  nombres 
plus  grands  que  i  vont  en  croissant  et  peuvent  dépasser 
toute  limite. 

Lemme  IL  —  Les  puissances  successives  des  nombres 
moindres  que  i  vont  en  diminuant  et  ont  zéro  pour 
limite. 

Lemme  IIL  —  L^es  racines  successives  des  nombres 
plus  grands  que  i  vont  en  diminuant  et  ont  l'unité  pour 
limite. 

Lemme  IV.  —  L^es  racines  successives  d'un  nombre 
moindre  que  i  vont  en  croissant  et  ont  l'unité  pour  limite. 

Il  était  indispensable  de  rappeler  ces  propositions,  déjà 
établies  page  200  (P'^  Partie). 

II.   —  DE  L'EXPOSANT  FRACTIONNAIHE. 

Désignons  par  a  un  nombre  positif:  si  nous  observons 
que  Ton  a 

m 
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toutes  les  fois  que  m  est  divisible  par  n,  nous  serons  con- 

m 

duits  naturellement  à  représenter  par  le  symbole  a"'  l'ex- 
pression y/rt'",  lors  même  que  le  nombre  m  ne  sera  plus 
divisible  par  n.  Mais,  pour  que  cette  notation  soit  Jogique, 
il  est  nécessaire  que  les  règles  de  l'exposant  entier  s'ap- 
pliquent encore  à  l'exposant  fractionnaire;  c'est  ce  qui  a 
lieu.  En  effet, 


w        p 


On  a  donc,  pour  toutes  les  valeurs  positives  et  commen- 
surables  de  a, 

on  en  conclut 
et,  en  général, 

On  a  aussi,  pour  toutes  les  valeurs  positives  et  rationnelles 

de  a,  (3,  y,  .,., 

car 

On  a  encore 

En  effet, 

/    U1\E        a  ■  — — 

i}>  p  T:  y  P 

C.   Q.  F.   D. 
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Enfin  on  vérifie  aisément  que 

[abY=a'^b'',      [a  :  hy  =  a'^  \  h"- 

III.  —  DE  L'EXPOSANT  INCOMMENSURABLE. 
Lemme  I.  —  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  le  nombre  a 
plus   grand    que  l'unité;  alors,  -  désignant  un  nombre 
comrnensurable,  on  aura 

m 
a"  >  1  . 

m 

En  effet,  a"  est  égal  à  Ç/a"^;  or,  a^"-  est  plus  grand  que  i  : 
donc  '^/a'"-  sera  aussi  plus  grand  que  i  (p.  35).  Au  contraire, 
si  a  était  moindre  que  i,  on  aurait 

m 

a"  <i. 
m 

Lemme  IL  —  a"  croît  avec  —  si  a  est  plus  graiid  que  i  ; 
//  décroît  dans  le  cas  contraire. 
En  effet, 

rn     tjii  m  UlL 

m      m' 

Si  donc  a  est  plus  grand  que  i,a"     "'  sera  plus  grand  que 

m 

rt"  ;  il  serait  évidemment  plus  petit  dans  le  cas  contraire, 
ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé. 

Lemme  IIL  —  Si  le  nombre  commensurable  —  a  pour 

m 

limite  zéro,  a'^  aura  pour  limite  l'unité. 

En  effet,  les  racines  croissantes  de  a  ont  pour   limite 
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r  uni  té  (p.  37)  :  donc  il  existera  toujours  une  racine,  la 
jj^ieme  p^^  excmplc,  qui  sera  telle  que 

i  +  8>a!^->  1  —  5, 
S  étant  une  quantité  aussi  petite  que  Ton  voudra,  et,  pour 
toutes  les  valeurs  de  -  inférieures  à  -,  on  aura  a  fortiori 

m 

H-8>a«  >T  — 8; 
m 

ceci  revient  à  dire  que  a"  a  pour  limite  l'unité. 

Ces  préliminaires  une  fois  posés,  nous  pouvons  définir 
l'exposant  incommensurable  comme  il  suit. 

<^    .  mm'     m" 

Soient  -,  -  ,  - ,, ,  . . .  une  série  de  fractions  ayant  pour 

limite  le  nombre  incommensurables  ;  la  limite  vers  laquelle 

tendent  les  quantités  a' ,  a"' ,  ...  est  ce  que  nous  appel- 
lerons a^.  Cette  limite  existe,  car,  si  l'on  suppose  «>i 

m    m'  .  f       ^ 

et  —'  ;7'    ••  croissants,  a    ,  a    ,    .  .  .   seront  des  nombres 

croissants  inférieurs  ka\  9  désignant  un  nombre  commen- 

surable  supérieur  à  x;  ils  auront  donc  une  limite  X.  Sup- 

m     m' 
posons  maintenant  que  -  ,  —  ?  •••  tendent  vers  jc  d'une 

manière  quelconque  :  on  peut  toujours  prendre-  moindre 
que  X,  mais  assez  voisin  de  x  pour  que 

'1 

d  désignant  un  nombre  aussi  petit  que  l'on  voudra;  mais 

1  .772  ..,  .  p 

quel  que  soit  —,  pourvu  qu  il  soit  assez  voisin  de  -  et  par 
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conséquent  de  x,  on  pourra  toujours  poser,  en  vertu  du 
lemme  précédent, 


val.  abs.  ^  a'^  —  «"    )  <[ 


m 

val.  abs.  \\  —  «"    )  <C  (5*, 


c'est-à-dire 


ce  qui  prouve  que  a"  a  pour  limite  X,  de  quelque  manière 
que  —  tende  vers  x.  Nous  avons  supposé  <2  ^  i  ;  en  sup- 
posant a<^\,  le  raisonnement  se  fait  identiquement  de 
la  même  façon. 

II  va  sans  dire  que  les  règles  de  l'exposant  entier  s'ap- 
pliquent à  l'exposant   incommensurable;   en   effet,   on  a 

m  p 

a^  a^  z=z  Km  a  "  lim  a^ , 

—  et  -  étant  les  iractions  qui  ont  pour  limites  x  et  z.  On 
n  q  ^  r 

tire  de  là 

or,  lima''    ^  est  ce  que  nous  avons  appelé  a^"'"^,  car  x  -\-  z 

est  la  limite  de h -;  donc 

n        q 

a^  a"  z=.  a^"^^ . 

De  cette  égalité  on  peut  déduire,  comme  au  paragraphe 
précédent,  toutes  les  propriétés  des  exponentielles. 


IV.   —  DE  L'EXPOSANT  NÉGATIF  ET  NUL. 
Si  l'on  observe  que  pour  m^/z  on  a 
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on  est  conduit  à  poser  dans   lous  les  cas,  comme  défi- 
nilion, 

a"'-""  —  n'"  :  a'', 

et  en  particulier,  si  m  =  n, 

Or  on  a,  dans  le  cas  où  m  <^  n, 

I 


on  est  donc  conduit  à  écrire 


f'"-"  =  -7^» 


ou  enfin 


Les  règles  de  l'exposant  négatif  sont  les   mêmes  que 
celles  de  l'exposant  positif.  En  effet,  on  a 

a-"-  X  «^  =  fi'''  :  «""  =  n^-"", 

n-'^  X  «"^  =  I  :   (//»«?)  —  I  :  r;<^+?  =r  a-"^-?; 

donc,  quel  que  soit  a  et  quel  que  soit  /3, 
On  en  conclut,  comme  à  la  page  36, 

Enfin,  je  dis  que  l'on  a 
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En  effet,  si  a  est  négatif  et  égal  à  —  a',  on  a 
Si  ^'  est  négatif  et  égal  à  — /b',  on  a 

Si  a  et  (3  sont  tous  deux  négatifs   et  égaux  à  —  a,  — jS', 
on  a 


r  :  — 

a" 


G.     Q.     F.    D. 

On  verrait  facilement  que 

Si  l'on  considère  x  comme  variable  et  si  m  désigne  un 
nombre  constant,  x'"  est  ce  que  l'on  appelle  la  fonction 
simple  algébrique.  Toutefois,  Abel  et  quelques  autres  géo- 
mètres ne  regardent  la  fonction  x^  comme  algébrique 
qu'autant  que  l'exposant  m  est  commensurable  [^oi>  Abel, 
Sur  les  fonctions  algébriques  des  différents  ordres 
[OEuvres   complètes)]. 

«  ....  La  position  d'une  grandeur  à  la  suite  d'une  autre 
suffit  pour  exprimer  leur  produit;  si  ces  grandeurs  sont 
les  mêmes,  ce  produit  est  le  carré  ou  la  seconde  puissance 
de  cette  grandeur.  Mais,  au  lieu  de  l'écrire  deux  fois, 
Descartes  imagina  de  ne  l'écrire  qu'une  fois  (*),  en  lui 
donnant  le  nombre  2  pour  exposant,  et  il  exprima  les 
puissances  successives  en  augmentant  successivement  cet 
exposant  d'une  unité.   Cette  notation,   en  ne  la  considé- 


(*)  Etienne  de  Laroche  avait  eu  avant  Descartes  l'idée  des  exposants,  jnais 
si  Descartes  n'a  pas  inventé  les  exposants  il  en  a  vulgarisé  l'usage. 
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rant  que  comme  une  manière  abrégée  de  représenter  ces 
puissances,  semble  peu  de  chose;  mais  tel  est  l'avantage 
d'une  langue  bien  faite,  que  ses  notations  les  plus  simples 
sont  devenues  souvent  la  source  des  théories  les  plus  pro- 
fondes, et  c'est  ce  qui  a  eu  lieu  pour  les  exposants  de 
Descartes.  Wallis,  qui  s'est  attaché  spécialement  à  suivre 
le  fil  de  l'induction  et  de  l'analogie,  a  été  conduit  par  ce 
moyen  à  exprimer  les  puissances  radicales  par  des  expo- 
sants fractionnaires —  Wallis  supposa  généralement  que 


l'exposant exprime  l'unité  divisée  par  la  racine  tz'^™® 

de  la  grandeur  élevée  à  la  puissance  m.  Ce  fut  dans  son 
Ouvrage  intitulé  Arithmetica  infinitorum  que  Wallis  ex- 
posa  ces   remarques »    (Laplace,    Théorie   analytique 

des  prohahilités,  V^  Partie,  Livre  I.) 

V.  —  DE  LA  FONCTION  EXPONENTIELLE. 

Lorsque  a  désigne  un  nombre  positif  constant  et  x  un 
exposant  variable,  la  fonction  a^  est  ce  que  l'on  appelle 

la  Jonction    exponentielle   simple.    « L'extension    la 

plus  importante  que  cette  notation  (celle  des  exposants) 
ait  reçue  est  celle  des  exposants  variables,  ce  qui  con- 
stitue le  Calcul  exponentiel,  l'une  des  branches  les  plus 
fécondes  de  l'Analyse  moderne.  Leibnitz  a  indiqué  le  pre- 
mier, dans  les  Actes  de  Leipsick  pour  1682,  les  transcen- 
dantes à  exposants  variables »  (Laplace,  Théorie  ana- 
lytique des  probabilités,  P®  Partie,  Livre  IL) 

VL   —  CONTINUITÉ  LE  LA  FONCTION  ALGÉBRIQUE 
ET  DE  LA  FONCTION  EXPONENTIELLE. 

Théoi\è:me  L  —  La.  fonction  j;*,  dans  laquelle  a  désigne 
un  exposant  constant  quelconque,  est  croissante  et  continue 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  sa  variable. 
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Faisons  varier  x  entre  les  limites  aetb;  x*  prendra  des 
valeurs  comprises  entre  a"-  el  b"".  En  effet,  x"  croît  avec  x 
si  a  est  positif;  il  décroît  dans  le  cas  contraire.  Pour  le  dé- 
montrer, il  suffit  d'observer  que,  si  par  exemple  a  est  po- 
sitif et  si  l'on  pouvait  avoir 


on  en  déduirait 


ou 


(.r-f-  /<)"<J-% 


L  <^i 


1-4--       <i, 


€6  qui  est  impossible,  puisque  les  puissances  entières  et 
les  racines  d'un  nombre  plus  grand  que  i  sont  plus  grandes 
que  I. 

En  second  lieu,   si  {jl  est  compris  entre  a"*  et  è*,  il  est 

facile  de  voir  que  x*  passera  par  la  valeur  /x.  En  effet,  il 

I 
suffit  pour  cela  de  faire  x^^i";  donc  x"  ne  peut  passer 
d'une  valeur  à  une  autre  sans  passer  par  toutes  les  valeurs 
intermédiaires;  il  ne  passe  d'ailleurs  qu'une  fois  par  la 
même  valeur  p  ;  x'*  est  donc  une  fonction  continue  pour 
les  valeurs  positives  de  x. 

Quand  on  donne  à  x  des  valeurs  négatives,  la  conti- 
nuité peut  être  interrompue;  il  J  a  plus,    la  fonction  x* 

T  2 

est  alors  mal  définie,  car  ( — 8)^  et  ( — 8)'',  dans  les- 
quelles l'exposant  est  le  même,  représentent  respective- 
ment ^ —  8  ou  —  2  et 


Il  est  impossible  de   se  faire  une  idée  de  la  valeur  d'une 
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expression  telle  que  {  —  i)^l   Enfin,  si  le  nombre  a  est 
nne  fraction  telle  que  ^,  ^'  •  •  •  ^  x«  n'existe  pas. 

Théorème  II.  —  La  fonction  a^,  dans  laquelle  a  est 
constajit  et  x  variable,  croît  avec  x  si  a  est  plus  grand 
que  I  ;  elle  décroît  dans  le  cas  contraire;  de  plus,  elle 
est  continue. 

En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  «>i;  pour 
démontrer  que  a^  croît  avec  x,  il  suffit  d'établir  que  l'on  a 

a"''^a'^      j)()ur     /n^n. 
Si  772  et  n  sont  commensurables  et  de  la  forme  777  = -, 
"  =  7  P'  1>  '■>  *  désignant  des  nombres  entiers,  on  a 


(«) 
Mais 


t         -IL       {    JLVp 
:  a'I  ~  a"l  z=\a^'l )     , 

-  Ll       (    I.Y1 


->;    «"    ''^p>'q' 


Or  a'^f  est  plus  grand  que  i,  puisque  a>i;  doue 

ou,  en  vertu  des  formules  (i), 

a"'  >  <7". 

Supposons  maintenant  l'une  des  quantités  m  ou  n  in 
commensurable;  soit  /  un  nombre  commensurable  com 
pris  entre  77^i  et  77,  de  telle  sorte  que 
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Faisons  tendre  /vers  m,  par  exemple,  en  le  faisant  croître 
et  passer  par  des  valeurs  commensurables  ;  a^  ira  en  crois- 
sant, et  la  limite  de  a^  est  ce  que  nous  avons  appelé  a"'^  ; 
cette  limite  est  le  plus  petit  des  nombres  auxquels  a^  reste 
inférieur;  donc,  que  m  soit  commensurable  ou  non,  on  a 
toujours 

a'  <:.a"^. 

On  verrait  de  même  que 
donc 

G.    Q.    F.    D. 

Donnons  maintenant  à  x  un  accroissement  infiniment 
petit  h\  a^  prendra  l'accroissement 


Il  est  facile  de  prouver  que  cet  accroissement  est  infini- 
ment petit.  En  effet,  on  a 

/-  =  a''^''  —  a^  =  a^  (  «/'  _  i  ) . 

Mais  a^  a  pour  limite  l'unité  quand  h  tend  vers  zéro.  Cette 
proposition  a  été  établie  pour  les  valeurs  commensurables 
de  h  (p.  35);  mais,  comme  a^  décroît  avec  /i,  il  en  résulte 
que  la  limite  de  a^  est  encore  l'unité  pour  les  valeurs  in- 
commensurables de  A,  ce  qui  revient  à  dire  que  h  a  pour 
limite  zéro;  donc  a^  est  une  fonction  continue. 

G.    Q.    F.    D. 

Nous  avons  supposé  «^i;  la  démonstration  se  fait  de 
la  même  façon  dans  le  cas  contraire  :  il  est  bien  entendu, 
du  reste,  que  a  est  censé  positif,  la  fonction  a^  n'ayant  été 
définie  que  dans  ce  cas. 
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VII.  —  SUR  LA  PROPRIÉTÉ  FONDAMENTALE  DE   L'EXPONENTIELLE. 

Si  Ton  pose  a-=^=  o(a:),  on  aura 

(i)  rf(.v)f{y)=ci>[,x-\-y]; 

réciproquement,  il  est  facile  de  prouver  que  toute  fonc- 
tion 9(x)  continue  satisfaisant  à  cette  formule  est  de  la 
forme  a^. 

En  effet,  si   l'on  muUiplie  par  (f{z)  les  deux  membres 
de  (i),  on  a 

y(.r)çp(j)çp(z)=r^(x+j)y(z)=r^^(.r-4-j-f-2). 

En  multipliant  par  cf  (?)  les  deux  membres  de  cette  nouvelle 
formule,  on  aurait 

^[x)f[x)'^{z)f[t)  =  tp[.T-hy  -h  z  -\-t], 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  m  étant  entier,  on  trouvera 

(2)  ^(.r)'«=y(A«x), 

en  faisant  x  =j  =  z  =  .  .  . .  Je  dis  que  cette  formule  a  lieu 
pour  les  valeurs  fractionnaires  de  m  ;  on  a,  en  effet,  en 
supposant  p  et  q  entiers, 


d'où 

/.t\ 


et,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  p,  en  vertu 
de  la  règle  (2), 


f)  =  H4 
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Si  la  fonction  9  est  continue,  la  formule  (2),  qui  a  lieu 
pour  les  valeurs  fractionnaires  de  m,  aura  encore  lieu  pou' 
les  valeurs  incommensurables  de  cette  lettre. 

'Si  dans  (i)  on  fait  j^  =  — x,  on  a 

çp(.r)^^(  — .r)  =  y(o), 

et,  en  faisant  x  =  o, 

d'où  l'on  conclut,  ''f  (x)  n'étant  pas  toujours  nul,  cp(o)  =  i 
et  (p( — x)  ==—, — 75  et  par  suite,  en  élevant  à  la  puissance 

^  ^  ^  ^l  r  j  '-  *■ 

positive  m  y 

La  formule  (i)  est  donc  générale.  On  en  conclut 

(j)  (  j?  ]  '"  =:  ^  [  W  .r  )  =z  •o[mY, 

et  par  suite 

quels  que  soient  m  et  x;  donc  '^[ocY  est  une  constante  a, 
et,  par  suite,  ^[x)  =^  n^.  c.   q.  r.  d. 

VIII.  —  DES  LOGARITHMES. 

La  fonction  x^  reproduit  une  fonction  algébrique  quand 
on  en  prend  l'inverse  ;  la  fonction  inverse  de  a-^  est  ce  que 
Ton  appelle  le  logarithme  de  x  pris  dans  la  base  a  :  on  la 
désigne  par  le  symbole 

Lorsque  a  =  10,  on  écrit  simplement 

logx. 
L.  —  Algèbre^   II.  4 
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Ainsi  le  logarithme  d'un  nombre  peut  se  définir  :  l'expo- 
sant de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  un  nombre 
constant  appelé  base  pour  reproduire  le  nombre  proposé. 

Théorème  I.  —  Tout  nombre  positif  a  un  logarithme; 
les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logarithmes. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  x  un  nombre  positif  et  si 
l'on  pose 

(i)  ny=.r, 

y  sera  ce  que  nous  avons  appelé  le  logarithme  de  x.  Or, 
si  nous  faisons  varier  j^  d'une  manière  continue  depuis 
—  oo  jusqu'à  -I- co  ,  «/  variera  d'une  manière  continue 
(p.  44)  entre  zéro  et  4- co  ;  donc  il  passera  par  la  va- 
leur x;  donc  le  nombre  x  a  un  logarithme.  De  plus,  on 
voit  qu'il  n'en  aura  qu'un  seul. 

Si  l'on  avait  supposé  x  négatif,  on  n'aurait  pas  pu  satis- 
faire à  l'équation  (i),  puisque  «r  est  toujours  positif;  donc 
les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logarithmes. 

Remarques.  —  On  a  toujours 

loga  I  =  o,  car     a'^  =  \, 

logaO  =  —  co      pour  rt!  ^  I ,      car  alors  «"="  =  o, 

loga  o  =  -*-  co      pour  rt  <C  I ,     car  alors  a-^"^  =  o, 


Théorème  TI.  —  Le  logarithme  est  une  fonction  qui 
croît  avec  sa  ^variable  lorsque  la  base  est  plus  grande 
que  I  ;  elle  décroît  lorsque  sa  variable  croît,  dans  le  cas 
contraire. 

Théorème  III.  —  Le  logarithme  d^un  produit  est  égal 
à  la  somme  des  logarithmes  de  ses  facteurs. 
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En  effet,,  si  l'on  pose 

(l)         Ji  — log«.ri,      r2  =  \oga^^,      ...,     j„  =  log^.r„, 
on  a,  par  définition, 

donc 
c'est-à-dire 

OU  bien 

C.     O.     F.     D. 

Des  formules  (2)  on  tire  x<  :  X2  =  ay~y\;  j^  ■— j,^  est 
donc  le  logarithme  de  x^  :  x^.  Donc  : 

Théoriïme  IV.  —  Le  logarithme  d'un  quotient  est  égal 
à  la  différence  des  logarithmes  du  diMende  et  du  di- 
viseur. 

On  a  également  x^  =  a^r,.  Donc  mj^  ou  7?2log^<  est  le 
logarithme  de  x'\'  ;  donc  enfin  : 

Théorème  V.  —  Le  logarithme  d'une  puissance  quel- 
conque de  X  est  égal  au  logarithme  de  x  multiplié  par 
V exposant  de  cette  puissance. 

Théorème  VI.  —  Soit  (^[x)  une  fonction  continue  dex; 
si  l'on  a  ^ 

la  fonction  (^[x)  sera  un  logarithme  de  x. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  la  démonstra- 
tion [voir  p.  46). 
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IX.  —  CONCORDANCE  DE  LA  DÉFINITION  NÉPÉRIENNE  DES  LOGi\- 
RITHMES  AVEC  LA  DÉFINITION  NOUVELLE. 

Neper  définissait,  comme  l'on  a  vu,  les  logarithmes  an 
moyen  des  deux  progressions 

I,    q,    q-,     .  .  .,    ry«,     .  .., 
G,    r,     2/,    ,  .  .,    nr,    .... 

nr  était,  d'après  lui,  le  logarithme  de  7";  cette  définition 
s'accorde  avec  celle  que  nous  avons  donnée  dans  ce  Cha- 
pitre. En  effet,  on  a 

Tzr,  logarithme  de  </«  d'après  Neper,  est  donc  bien  l'expo- 
sant de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  le  nombre 

I  I 

constant  q"^  pour  avoir  q^ ,  Du  reste,  <y''  a  bien  pour  loga- 
rithme I  :  c'est  la  base. 

Réciproquement,  si  nous  considérons  des  nombres  en 
progression  géométrique  a,  ol- ^  ^^,  .  .  . ,  leurs  logarithmes 
dans  la  base  a  quelconque  seront  loga,  aloga,  31oga,..., 
c'est-à-dire  seront  en  progression  arithmétique. 

Z.   —  DU  MODULE  D'UN  SYSTÈME  DE  LOGARITHMES. 

Il  est  souvent  utile  de  savoir  passer  d'un  système  de 
logarithmes  à  un  autre.  Ainsi,  par  exemple,  les  premiers 
logarithmes  calculés  par  les  soins  de  Neper  n'avaient  pas 
pour  base  10.  Pour  les  calculer  dans  la  nouvelle  base,  il 
suffit  de  les  multiplier  par  un  nombre  constant  :  c'est  ce 
que  nous  allons  établir. 

Soient  X  le  logarithme  de  N  dans  la  base  a^l  yXç.  loga- 
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ritlime  du  même  nombre  dans  la  base  h  ;  on  aura 

en  prenant  les  logarithmes  des  deux  nombres  dans  la  base  h^ 
on  a 

ou  bien 

(i)  logAN  =  loi,^«N.log^,rt. 

De  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Le  logarithme  d'un  nombre  pris  dans 
le  nouveau  système  s' obtient  en  multipliant  le  logarithme 
de  ce  nombre  dans  V ancien  système  par  le  logarithme  de 
V ancienne  base  dans  le  nouveau  système. 

Si  l'on  fait  N  =  Z>  dans  la  formule  (i),  on  a 


I  =:log^^.log^rt       OU        logô' 

donc  : 


l"ga  ^ 


Théorème  II.  —  Le  logarithme  de  V ancienne  base  dans 
le  nouveau  système  et  celui  de  la  nouvelle  base  dans 
V ancien  système  sont  inverses  V un  de  l'autre. 

Le  nombre  constant  log^a  ou  i:loga^  est  ce  que  l'on 
appelle  le  module  qui  sert  à  passer  du  système  dont  la 
base  est  b  au  système  dont  la  base  est  a. 

Lorsque  Neper  eut  inventé  les  logarithmes,  il  ne  tarda 
pas  à  s'apercevoir  que,  si  a  représente  un  nombre  très- 
petit  et  si  (3  est  le  logarithme  de  H-  a,  le  logarithme 
de  I  H-  2a,  qui  diffère  fort  peu  de  i  -f-  2a  H-  a-=  (i  -f-  a)^, 
différera  fort  peu  de  2j3;  de  même,  3|3,  logarithme  de 
(i-Ha)%  différera  fort  peu  du  logarithme  de  i  +  S^...; 
donc  les  nombres  très-voisins  de  l'unité  croissent  propor- 
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lionnellement  à  leurs  logarithmes.  La  limite  du  rapport  " 

pour  a==  o  était  ce  que  Neper  appelait  le  module  d'un  sys- 
tème de  logarithmes.  Neper  crut  faire  Thypothèse  la  plus 
simple  en  posant 

lim^=,. 

a 

11  obtint  alors  un  système  de  logarithmes  que  l'on  a  ap- 
pelés naturels,  Jiépériens  on  hyperboliques.  Effective  m  en  l, 
les  logarithmes  népériens  sont  ceux  que  l'on  rencontre  le 
plus  fréquemment  en  Analyse.  Proposons-nous  de  calculer 
la  base. 

La  base  est  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  i;  or,  i-{-  a 

ayant  pour  logarithme  P,  (i -f- a  )^    aura   pour    logarithme 

P  '  A  P 

'-ou  I  ;  SI  donc  nous  supposons  -  =  i,  on  aura,  en  appe- 
lant e  la  base  des  logarithmes  naturels, 

en=  !im(i -t- «)^      pour     «  r=  o     et     lim -^i:  i, 

a 

ou 

1    a  I 

er=:liin(i  +  aj^'^zzz  lim(i  -f-  aj". 

Nous  calculerons  plus  loin  la  limite  de  l'expression  (  i  -+-  a)". 
Elle  est  égale  à  2,71828182845904;").... 

Cherchons  maintenant  le  module  qui  sert  à  passer  des 
logarithmes  naturels  aux  logarithmes  pris  dans  la  base  a. 
Ce  module  sera  illog^rt.  Soit /3  le  logarithme  de  i -h  a 
dans  la  base  a;  on  aura 

a  =z  \im[i -\- oiY     pour     a=:0, 
OU  bien 


log,rt!=:lim     |log,(i-|-a)    , 
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Or,  pour  a  très-petit,  on  a  log^i  +  «)  =  «,  ou,  pour  être 
plus  rigoureux,  log(i  + a)  est  un  nombre  qui,  divisé  par  a, 
donne  i  pour  quotient  lorsque  l'on  passe  aux  limites  et 
que  l'on  fait  a  =  o;  on  en  conclut 

log^a  est  donc  ce  que  Neper  appelait  le  modale.  Aujour- 

d'hui  c'est  loga<?  ou  lim  -  que  l'on  appelle  le  module  d'un 

système  de  logarithmes;  c'est,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu,  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  les  logarithmes 
naturels  pour  avoir  ceux  du  système  dont  la  base  est  a. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Supposons  que  la  somme  a  soit  placée  au  taux  r.  Au  bout  du 
temps  0  très-petit,  qui  sera,  si  l'on  veut,  -  d'année,  elle  deviendra 

^;  j  i_,_  'L  V  si  on  la  retire  alors  pour  la  replacer  au  même  taux,  elle 

deviendra,  après  un  nouvel  intervalle  de  temps  -  ->  égale  à  «  (  i  -+-  -  j  ; 

au  bout  du  temps  3  9  elle  deviendra  rH  i-f- )  5  •••j  au  bout  du  temps 


r 

m  n  n 

t  —  mQ  =  —  elle    deviendra  «(n--)      =  a     fn j 


n 


Or, 


pour  a  =  o,  (i-r-  a)»  tend  vers  la  limite  e  —  2,7182845...  (nous  l'avons 
admis,  sauf  à  le  démontrer  rigoureusement  plus  loin).  On  a  donc  pour 
la  valeur  acquise  par  le  capital  a  placé  pendant  le  temps  ;,  quand  on 
suppose  n  indéfiniment  croissant,  acJK  On  pose  c^=[\-A-i)  ou 
/•=  log(i  -+-/)  ;  en  appelant  alors  A  la  valeur  du  capital  a  au  bout  du 
temps  ^  on  a 

A  =  «Cl-^0' 
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C'est  la  formule  dont  les  financiers  font  usage.  Cette  autre, 

où  n  est  entier  et  où  t  =  n  n-y,  n'est  pas  usitée  dans  les  affaires.  /  est 
dit  le  taux  instantané. 

2.  Résoudre  les  équations 


f>X  _|_   (.-X 


3.  Trouver  des  fonctions  ^,  y,  ^  continues  telles  que  l'on  ait 

(p(x)  +  çp(7):=(p(.rr), 

/.(•^■)-^x(j)  =  z{.-/^-f-j), 

4.  Lorsque  a  est  positif  et  moindre  que  i,  l'expression  ««"""  tend 
vers  une  racine  de  l'équation  a^  =  .r.  (Eîsenstkin). 

5.  Dans  un  système  de  logarithmes,  dont  la  base  est  entière,  il  n'v 
a  que  les  puissances  commensurables  de  la  base  qui  ont  des  logarithmes 
commensurables. 

6.  On  a  construit  des  Tables  qui,  étant  donné  logx,  font  connaître 
log(n-  j:-)  et  log(i  —  x)  ;  à  l'aide  de  ces  Tables,  on  calcule  facilement 
Iog{û  -f-  ^  ),  connaissant  log<7  et  log  /;,  ainsi  : 

l0g{«±^)  =  JOg^H-log  fl±-Vj 

ces  Tables  portent  le  nom  de  Tables  de  Cnuss      _  _ 
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CHAPITRE  IV. 

DES  IMAGINAIRES. 


I.   —  PRELIMINAIRES. 

Lorsque  l'on  cherche  à  résoudre  une  équation  du  second 
degré,  telle  que 

(l)  ./-  —  2a,r  H-  a--h  ,62^=  o, 

et  qui  n'a  pas  de  racines,  on  est  conduit,  en  appliquant  la 
iormule  générale,  à  un  résultat  impossible. 


et  en  l'écrivant  ainsi 

(2)  xz=v.±:^s^^~i, 

on  arrive  à  ce  résultat  singulier  que,  si  l'on  remplace  dans 
la  formule  (i)  x  par  sa  valeur  (2),  en  traitant  le  signe 
absurde  \J — i  comme  une  lettre  dont  on  remplacerait  le 
carré  par  —  1,  cette  équation  (i)  se  trouve  satisfaite;  en 
effet,  on  a 

1=  a^  dz  o.ap  y/— 7 -h  p-^v/^y'  —  ?-«^ 
ZjZ-^apy'-TT-}-  «2_^  5^ 

Si  l'on  efface  les  termes  qui  se  détruisent  dans  le  second 
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membre  et  si  l'on  remplace  {\/~~i)-  par  —  r,  on  trouve 
bien  zéro. 

L'introduction  du  signe  y^^  dans  les  calculs  a  souvent 
conduit  à  la  découverte  de  résultats  nouveaux  et  impor- 
tants, reconnus  exacts  a  posteriori;  les  géomètres  se  sont 
alors  crus  autorisés  à  faire  usage  de  ce   signe  v'— ^,  en  le 

traitant  comme  une  quantité  dont  le  carré  serait i .  Mais 

on  sent  tout  ce  qu'une  pareille  convention  a  de  contraire 
à  l'esprit  de  rigorisme  qui  caractérise  les  sciences  mathé- 
matiques, et  l'on  a  dû  chercher  si  l'emploi  du  signe  y^^ 
devait  Jiécessairement  ou  seulement  accidentellement  con- 
duire à  des  résultats  exacts.  Dans  le  premier  cas,  il  y  a 
toute  une  théorie  nouvelle  à  édifier;  dans  le  second,  il 
faut  renoncer  à  classer  dans  le  domaine  des  faits  acquis 
ceux  que  l'emploi  du  signe  en  question  aura  fait  apparaître. 

II.   —  EXPLICATION  D'UN  PARADOXE. 

Reprenons  l'équation  (i)  du  paragraphe  précédent. 

OU 

11  est  clair  que  l'on  ne  peut  y  satisfaire  si  j3  n'est  pas  nul; 
mais,  au  problème  impossible  qui  consisterait  à  résoudre 
l'équation  (i),  essayons  de  substituer  un  autre  problème 
qui  n'en  diffère  pas  beaucoup  et  qui  soit  p<jur  ainsi  dire  la 
rectification  de  son  énoncé  (c'est  ainsi  que  l'on  agit  pour 
l'interprétation  des  solutions  négatives  des  problèmes). 
On  a  vu  que  a  +  p  ^ — i ,  mis  à  la  place  de  x,  satisfaisait  à 
l'équation  quand  on  remplaçait  (y/ — 1)2  par — i,  en  trai- 
tant y/ — 1  comme  une  quantité  ordinaire.  Au  lieu  de  rem- 
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placer  x  par  a  -4-  (3  ^ —  i ,  remplaçons-le  par  a  -f-  /3î,  i  dé- 
signant une  indéterminée;  on  aura 

Le  premier  membre  de  (i)  devient,  comme  l'on  voit,  divi- 
sible par  I  -f-  i^,  en  sorte  que,  si  i  -h  i^  pouvait  s'annuler 
pour  une  certaine  valeur  de  i,  cette  valeur  de  i  fournirait 
pour  X  =  a -h  (3  i  une  valeur  satisfaisante  l'équation  (i). 
Cette  remarque  nous  permet  de  rectifier  comme  il  suit  le 
problème  qui  consiste  à  résoudre  l'équation  (i)  : 

Etant  donné  le  polynôme  x-  -f-  •).  ax  -f-  a-  -+-  /S^,  trouver 
une  expression  de  la  forme  a-i-bi  qui,  substituée  à  la 
place  de  x  rende  ce  polynôme  divisible  par  i-  -|-  i  ow,  ce 
qui  retient  au  même,  égal  à  zéro,  à  un  multiple  de  i-  -i-  i 
près. 

On  trouve  alors,  comme  nous  l'avons  vu,  la  solution 
a  H-  |S/.  Mais  négliger  i^  -f-  i  dans  les  calculs,  c'est  regarder 
I-  comme  égal  à — i  :  on  voit  ici  le  germe  d'un  nouveau 
genre  de  calcul,  qu'il  importe  de  régulariser. 

III.   —   DES  QUANTITÉS  IMAGINAIRES. 

Désignons  par  i  une  variable  susceptible  de  passer  par 
tous  les  états  de  valeur  entre  —  00  et  -f-  00  .  Tout  polynôme 
entier  en  i  est  ce  que  nous  appellerons  une  imaginaire. 
Nous  conviendrons  de  regarder  deux  imaginaires  comme 
égales  entre  elles  quand  elles  ne  différeront  que  par  un  mul- 
tiple de  i-  + 1  ou  quand  les  restes  de  leur  division  par  i--}- 1 
seront  effectivement  égaux;  cette  convention  n'aura  rien 
d'absurde  si  l'on  sous- entend  toujours  dans  l'un  des 
membres  de  l'égalité  un  multiple  de  /--f-  i  ;  et  dans  l'éga- 
lité 

A  =  B  +  multiple  de  [l^  -\-  i), 


6o 


TRAITE   D  ALGEBRE. 


on  peut  sans  inconvénient  effacer  ces  mots  multiple  de 
(i--\-i),  s'il  est  bien  convenu,  une  fois  pour  toutes,  qu'ils 
devraient  y  être  écrits,  ou  que  dans  le  langage  ils  doivent 
être  sous-entendus. 

D'après  cela,  toute  quantité  imaginaire  pçut  être  ra- 
menée à  la  forme  a  -f-  bi,  a  et  b  désignant  deux  quan- 
tités indépendantes  de  i. 

En  effet,  dire  qu'une  imaginaire  est  égale  à  a  +  bi,  c'est 
une  manière  abrégée  de  dire  qu'elle  est  égale  ka-\-bi 
augmenté  d'un  multiple  de  i- -^  i.  Or  soit  P  l'imaginaire 
en  question  ;  en  la  divisant  par  i--\-\,  on  obtient  un  reste 
du  premier  degré.  Appelons-le  a  +  bi,  on  aura  rigoureuse- 
ment, en  appelant  Q  le  quotient, 

P=Q(z2-hi)-|-«  ^hi. 

Donc,  en  négligeant  ou  en  sous-entendant  un  multiple  de 

V  z=.  a  -{-  bi.  c.    o.    F.    I). 

Les  quantités  indépendantes  de  i  s'appellent  quantités 
réelles. 

Une  quantité  imaginaire  quelconque  se  ramenant  à  la 
forme  a  -h  bi  en  la  remplaçant  par  le  reste  de  sa  division 
par  1*2 -h  1,  il  importe  de  montrer  comment  on  peut  trouver 
le  reste  de  la  division  àef[i)  par  /-H-  i . 

Pour  trouver  le  reste  de  la  division  d'un  polynôme  par 
1*2 -f-i,  il  suffit  d'y  remplacer  i^  par  —  i ,  i^  par  — i, 
i*  paj-  I,  i^  par  i,  ...^  en  général  i"*"^  par  i,  i'"'+<  par  /, 
t^"+2  par —  ï  et  r'"'"^"»  par  — i  [c'est-à-dire  d'y  regarder  i 
comme  une  quantité  dont  le  carré  serait  —  i). 

En  effet,  soity(i)  un  polynôme  en  i.  En  appelant  9(1-) 
l'ensemble  des  termes  de  degré  pair  et  i^[i-)  l'ensemble 


CHAPITRE    IV.  6l 

des  termes  de  degré  impair,  on  aura  rigoureusement 

{,)  /U]  =  r^(/-]  +  l^U^). 

Mais,  le  reste  de  la  division  de  ^[x)  par  x  -\-  i  s'obtenant 
en  remplaçant,  dans  g)(x),  j;  par  —  i ,  on  a,  quelque  soitx, 

^(^)  =  Q(x)(.r+i)+^(-i), 

Q  désignant  un  polynôme  entier  en  x.  Cette  formule  ayant 
lieu  quel  que  soit  x,  on  peut  y  faire  a:  =  i-,  et  l'on  a 

on  aurait  de  même 

et,  en  vertu  de  (i), 

/('■)  =  (Q  +  Q'0('^  +  0  +  7{-i!  +  ''M-i)- 

Le  reste  de  la  division  de  f[i)  =  (^(^i-)  -|-ii|;(i-)  par  i--i-  i 
est  donc  ©( — i)  +  i^( — 1)5  on  l'obtient  bien  en  rempla- 
çant i^  par —  idans/(i).  c.   q.  f.   d. 

IV.  —  DES   QUATRE  OPÉRATIONS. 

D'après  nos  conventions  : 

i"   Toute  égalité  de  la  foj^me 

f  I  )  a  -\-  bi  :=  c  ^  dl, 

oii  a,  b^c,  d  sont  réels,  entraînera^  puisque  i  est  arbitraire 
(c'est-à-dire  puisque  cette  égalité  doit  avoir  lieu  quel  que 
soit  z), 

(2)  a^=  c^     b  z=:dy 
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en  sorte  que  la  formule  (  i  )  sera  une  manière  abrégée  d'écrire 
les  deux  formules  (2)  (*). 

2"  Le  produit  de  deux  imaginaires  a  4-  hi,  c  -\-  di  sera 

(3)  ac  ~  hd  -+-  i (  hc  +  ad], 

car,  rigoureusement,  i\  eslac~i-  bdi'  -\-  i{hc  -^-ad);  ei^^n 
remplaçant  i^  par  —  i ,  ce  qui  revient  à  négliger  un  mul- 
tiple de  1-4-1,  on  trouve  bien  l'expression  (3). 

'^'^  Le  produit  de  plusieurs  imaginaires  est  indépendant 
de  l'ordre  des  facteurs;  lasomme  de  plusieurs  imaginaires 
est  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  on  écrit  les  par- 
ties, etc. 

4*^  Pour  quun  produit  de  plusieurs  imaginaires  soit 
nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l'une  de  ces  imaginaires  soit 
nulle. 

Le  sens  de  ce  théorème  est  celui-ci  :  Pour  que  le  pro- 
duit de  plusieurs  quantités  telles  que  a -\-  bi,  c -\-  di,  .  .  ,  ^ 
en  nombre  n,  soit  multiple  de  i''-{-i,  il  faut  que  l'une 
d'elles  soit  nulle.  Supposons  que  l'on  ait 

[a-^bi]{c-i-dl)...={i^^i]X^ 

X  désignant  un  polynôme  entier  en  i.  Le  premier  membre  de 
cette  formule  est  de  degré  n  en  i;  le  second  doit  être  du 
même  degré  :  donc  X  est  de  degré  n  —  2.  Or  le  premier 

membre  s'annule  pour  i  = —'1,  _f ,  .  . .,  en  tout  pour 


(*)  II  faut  bien  remarquer  que  cette  conclusion  est^vraie  lors  même  que 
la  formule  (i)  est  une  manière  abrégée  d'écrire 

a  -f-  (^/  r=  c-  -f-  di  H-  multiple  de  (i'-f-  i), 

en  sorte  que  cette  formule  exi[;e  que  le  multiple  de  /*-|-i  soit  nul  aussi- 
en  effet  quand  deux  polynômes  sont  égaux,  les  restes  de  leur  division  a-^bi 
etc-hdi  par  i'-hi  ou  par  un  diviseur  quelconque  sont  c(;aux  (t.  I,  p,  5o, 
ligne  20.) 
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n  valeurs  de  î.  Mais,  i-  -h  i  ne  s'annulant  jamais,  il  faut  que 

X  s'annule  pour  les  jî  valeurs  de  i,  — --■> •>  ••••  Or  il 

'-  a  ci 

est  de  degré  7i  —  2  :  donc  il  est  identiquement  nul;  donc 
enfin  on  a  li goure usemejit 

[a  -h  bi)(c  -i-di).  .  .=0, 

qui  exige  que  l'un  des  facteurs  a  -f-  hi,  c  -h  di,  ...  soit  nul. 

Théorème.  —  //  existe  toujouj^s  une  imaginaire  qui, 
multipliée  par  une  imaginaire  donnée,  appelée  diviseur, 
reproduit  une  autre  imaginaire  donnée,  appelée  divi- 
dende (à  un  multiple  de  i-  -f-  i  près). 

En  effet,  soit  a  -f-  hi  le  dividende,  c  -\-  di  le  diviseur;  si 
l'on  pose 

a  -\-  hi  z=  (c  -1-  di]  [x  H- j/), 

on  en  conclut 

a  -\-  hi  z=z  ex  —  df  -f-  /  ( dx  -\-  cj), 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

a  =  ex  —  r(r,      h  =  dx  -\-  cy. 

Ces  deux  équations  donnent  pour  x  et  pour  j)^  les  valeurs 
finies  et  bien  déterminées 

ac  -h  bd  bc  —  ad 


Si  6*2-1-^/2  ggj^  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  si  c  et  c?  ne 
sont  pas  nuls  à  la  lois,  en  d'autres  termes  si  le  diviseur  c  4-  di 
n'est  pas  nul.  On  a  donc 

ac  -\-  bd  -\-  i  (bc  —  ad] 

X  H-  if  r=; '-— -0 

c^-i-d^ 
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Ce  résultat,  qui  est  ce  que  l'on  appelle  le  quotient  de  rz  -{-  hi 
par  c  -f-  (H,  peut  s'obtenir,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier, 
en  effectuant  les  opérations  dans  l'expression 

(a-^  hi]{c  —  di) 
[c  4-  dL)(c  —  (il)' 

Théorème.  —  Le  quotient  de  deux  imaginaires  D  et  d  ne 
change  pas  quand  on  multiplie  le  di^'idende  et  le  diviseur 
par  une  même  quantité  réelle  ou  imaginaire. 

En  effet,  en  appelant  q  le  quotient,  on  9 

Ji  =  dq- 

en  multipliant  par  m,  on  a 

\ymz=dmq. 
Donc  q  est  le  quotient  de  D/7z  par  dm. 

Si  nous  convenons  de  représenter  par  -  le  quotient 
de  D  par  J,  on  voit  que  l'on  aura 

fi  H-  In (a  ^  bi)[c  —  di)  ar.  -\-  hd  -\-  i[hc  —  ad] 


c  -f-  di        [c  -^  dL)[c  —  di ]  c^  +  d^ 


comme  tout  à  l'heure. 

Nous  appellerons  racine  carrée  à''une  imaginaire  a  -\-  bi 
Texpression  imaginaire  x  -h  i  )  ,  qui,  élevée  au  carré,  repro- 
duit a  -+-  bi  (à  un  multiple  de  i'^  -|-  i  près).  Bornons-nous 
pour  le  moment  à  chercher  la  racine  carrée  de  — i,  nous 
réservant  de  revenir  plus  loin  sur  le  cas  géfuéral.  En  appe- 
lant X  -j-  ij  cette  racine,  si  elle  existe,  on  aura 

[x-\-iyY=-l 

(à  la  rigueur,  on  devrait  écrire  dans  le  second  membre  un 
multiple  de  t'-H-i,  ce  qui  ne  présente  rien  d'absurde  a 
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priori).  L'égalité  précédente  revient  à 

x^  —  j2  _|_  2  ixy  =z  —  I , 
ce  qui  exige  que  l'on  ait  (p.  59,  ligne  18)  rigoureusement 

x^  —  J^  =  —  1 ,      i.rj-  =  o. 

Il  faut  donc  que  xouj  soit  nul;  or  on  ne  peut  pas  sup- 
poser j)^  nul,  car  on  aurait  x-  =  —  1 ,  équation  absurde  ; 
on  doit  donc  prendre  x=o,  et  l'on  a  alors  j'=zi  ou 
'>':==  dz  I .  Ainsi  la  racine  cherchée  x  -i-  iy  a  deux  valeurs 
dz  i  ;  cela  justifie  les  formules 

/=V^—  I,       —  /—  —  y/—  I, 

et  dorénavant  i  sera  toujours  remplacé  par  le  signe  ^/ —  i . 
Toute  imaginaire  a  -f-  bl  pourra  donc  s'écrire  a-[-  b  \] —  j . 
Quelques  géomètres  ne  font  pas  usage  du  signe  \] — i  el, 
conservent  la  lettre  i  dans  les  calculs. 
En  résumé  : 

1°  y —  I  représente  une  quantité  qui  peut  recevoir  toutes 
les  "valeurs  possibles  entre  —  go  ei  -f-  00  dans  toutes  les 
égalités  dans  lesquelles  il  se  trouve  écrit,  et  2°  dans  ces 
égalités  il  faut  toujours  sous-entendre  que  l'on  a  écrit  dans 

l'un  des  membres  un  multiple  de  (  \j —  i)  -  H-  i .  Ce  multiple 
peut  d'ailleurs  être  nul. 

V.   —  DU  MODULE  ET  DE  L'AR&UMENT. 

Toute  quantité  imaginaire  x  -\-j  y/ —  1  peut  être  mise 
sous  la  forme  suivante  : 


(i)      ^-^j^—izzzsjx^-^r 


jv/— t 


/  ^.2 


;> 


V'^-    4-J^        ^x--^y  , 
L.   —  Algèbre,   II,  5 
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Si  l'on  remarque  alors  que  la  somme  des  carrés  des  quan- 

.T:  Y 

lités  -—=='>  — —  est  égale  à  Tunité,  on  pourra  poser 


Mx'-{-J^      Sl-r^-hj 


Si  Ton  pose,  en  outre, 


cosO,      • — =  sinO, 


Tégalité  (i)  pourra  s'écrire 

.r  -f- j  ^/ —  I  ■=  r  (cosO  -\-  \^ —  r  sinO). 

La  quantité  /'  est  ce  que  l'on  appelle  le  module  de  l'ex- 
pression X  -^J"  sj —  1  ;  l'angle  9  est  son  aj^gument. 

On  convient  de  prendre  le  module  toujours  positif; 
quant  à  l'argument,  il  peut  varier  entre  — se  et  H-  co  ,  en 
sorte  que,  cet  argument  n'étant  absolument  donné  que  par 
son  sinus  et  son  cosinus,  sa  valeur  se  trouve  indéterminée 
et  comprise  dans  la  formule 

Ô|  désignant  le  plus  petit  argument  positif  répondant  à 
l'imaginaire  en  question,  et  A  pouvant  prendre  toutes  les 
valeurs  entières  comprises  entre  —  oo   et  H-  co  . 

Deux  imaginaires  qui  ont  le  même  module  et  qui  ne 
diffèrent  que  par  le  signe  de  leur  argument,  en  d'autres 
termes  deux  imaginaires  de  la  forme 

sont  dites  conjuguées  (*).  Une  imaginaire  dont  le  module 


{*)  Le  produit  de  deux  imaginaires  conjuguées  x  -i-j  \j—i  et  j:  —  ysj—i 
est  éjîal  à  a:'-4-jr%  c'est-à-dire  au  carré  de  leur  module  commun. 
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est  Tunité  est  ce  que  l'on  appelle  une  expression  réduite; 
la  forme  la  plus  générale  des  expressions  réduites  est 

COS0  -f-  v'—  I  sinô. 

Traçons  dans  un  plan  deux  droites  rectangulaires  JcOx', 
yOy  {Jig'  8)  ;  donnons-leur  le  nom  d'axe  des  x  et  à'axe 

des  r. 

Fig.  8. 


Gela  posé,  considérons  l'imaginaire 


Prenons  sur  x'x,  à  partir  du  point  O,  une  longueur  OM 
égale  en  valeur  absolue  àx,  dans  le  sens  Ox  si  x  est  posi- 
tif, dans  le  sens  Ox'  s'il  est  négatif;  prenons  de  même  ON 
égal  à  la  valeur  absolue  de  j  et  dans  le  sens  Oj  si 
y  est  positif,  dans  le  sens  Oj'  si  y  est  négatif.  Con- 
struisons enfin  un  rectangle  sur  ON  et  OM  ;  le  sommet  A 
de  ce  rectangle  sera  déterminé  toutes  les  fois  que  l'on  se 
donnera  x  et  y,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  x  +  j  sj —  i. 
Réciproquement,  à  tout  point  A  du  plan  correspondra 
une  imaginaire  déterminée,  et  une  seule,  dont  la  partie 
réelle  sera  l'x  du  point  A  et  dont  le  coefficient  de  y' —  i 
sera  Vj. 

En  sorte  que  nous  confondrons  souvent  dans  le  langage 
les    expressions  point   et  quantité  imaginaire.   Si  nous 
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menons  la  diagonale  OA,  nous  aurons 


OA 

= 

V-' 

.^-l-J^ 

CCS  MO  A 

= 

.r 

V'.: 

^'-hr' 

smMOA 



j'_ 

et,  par  conséquent,  OA  est  le  module  de  x  -f-j-  »/ — i, 
l'angle  MOA  en  est  l'argument,  cet  angle  MOA  devant 
être  compté  depuis  la  droite  OM  jusqu'à  la  droite  OA 
dans  le  sens  inverse  du  mouvement  des  aiguilles  d'une 
montre.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  généraliser  les 
formules  précédentes;  il  faudrait,  pour  les  établir  en 
toute  rigueur,  supposer  successivement  le  point  M  dans 
chacun  des  angles  xOy,  jOx',  Jc'Oj',  j'Ox,  et  dis- 
cuter les  signes  de  x  et  de  j.  Nous  laissons  au  lecteur  le 
soin  de  compléter  cette  démonstration. 

Voici  un  autre  mode  de  représentation  des  quantités 
imaginaires,  proposé  par  Mourey  dans  un  excellent  Ou- 
vrage publié  sur  cette  théorie. 

A  partir  du  point  O,  que  l'on  appelle  origine  des  ima- 
ginaires, traçons  une  droite  OA  ayant  pour  longueur  le 
module  de  l'imaginaire  x -j- y  \' — i  et  faisant  avec  Ox 
un  angle  égal  à  l'argument  de  cette  imaginaire  ;  la  droite 
OA  représentera  l'imaginaire  x-\-j\^/ — i  aussi  bien  que 
le  point  A. 

Théorème  I.  —  La  somme  de  plusieurs  imaginaires 
est  représentée  par  la  résultante  des  droites  qui  repré- 
sentent les  imaginaires  en  question. 

En  effet,  considérons  les  imaginaires 


TiV 


z^  —  x^-t-y\s  —  i,     z^=.r.^-^y^sl—i. 


CHAPITRE   IV.  69 

leur  somme  est 

Z  =  .ri  H-  x.,  -f-  .r,  -f-  .  .  .  +  (ji  +  J2  H-  .  .  .  )  ^/HT. 

Oro:-!,  Xo,  .  .  .  représentent  les  projections  sur  l'axe  des  x 
des  droites  qui  représentent  respectivement  ^<,  Zo,  z.;^,  ...  ; 
donc  j^i  -h  X2-\-X3-h  .  .  .  représente  la  projection  de  la 
résultante  de  ces  droites  sur  Ox,  j^  -}-  r-2-h  r^i-h 
représente  la  projection  sur  O 7  de  la  résultante  des  mêmes 
droites;  donc  enfin  Z  est  représenté  parla  résultante  des 
droites  qui  représentent  ^j,  ^2?  •  •  •  • 

C.    Q.     F.    D. 

CouoLLAïuE.  — De  là  résulte  immédiatement  que  le  mo- 
dale d'une  somme  est  moindre  que  la  somme  des  modules 
de  ses  parties. 

Théorème  II.  —  i"  Ze  module  d'un  produit  est  égal  au 
produit  des  modules  de  ses  facteurs;  2°  l'argument  d'un 
produit  est  égala  la  somme  des  arguments  de  ses  facteurs. 

En  effet,  considérons  les  imaginaires 

r(cos5-h  v/— isinô)  et  /(cosÇ' -f- y/^irTsin0')  ; 

si  nous  en  faisons  le  produit,  il  vient,  en  intervertissant 
Tordre  des  facteurs, 

rr'{ç^o^Cj^  V''~sin9)(cosô'-f-^/irising')^ 
ou  bien 

rr' [(cos0cosô'  —  smôsinô')-t-  v^^^Isinô  cosô' +  cosô  sinô')  J, 
c'est-à-dire 

/•;''[cos(ô-f-5')-l-^/II7sin(Ç-f-  6')]. 
Mais,  en  multipliant  ce  résultat  par  une  nouvelle  imag-i- 
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naire/'''(cosG''-hV^HTsin6''),  on  trouvera 

rr'  r"  [cos '^ 5  +  Ô'  -4-  G" )  +  V''--^sin(  ô  +  6'  -J-  y'=')] , 

et  ainsi  de  suite,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Théorème  III.  —  Lorsqu'un  produit  de  plusieurs  Jac- 
teurs  est  nul,  l'un  de  ses  Jacteurs  est  forcément  éiral  à 


zéro. 


En  effet,  le  module  d'un  produit  étant  égal  au  produit 
des  modules  de  ses  facteurs,  si  le  produit  est  nul,  son 
module  sera  nul,  et  par  conséquent  le  module  de  l'un  des 
facteurs  au  moins  devra  être  égal  à  zéro.  Mais  une  ima- 
ginaire dont  le  module  est  zéro  est  évidemment  nulle; 
donc,  etc.,  comme  on  l'a  prouvé  plus  haut  (p.  6o). 

C.  Q.   F.  D. 

Théorème  IV.  —  Le  module  d'un  quotient  est  égal  au 
quotient  des  modules  du  diMende  et  du  diviseur.  L'argu- 
ment d'un  quotient  est  égala  la  dijférence  des  arguments 
du  dividende  et  du  diviseur. 

En  effet,  soient  r  [cosO -^  sj^^ sinO)  le  dividende, 
p(cosa)-f-  y— isinw)  le  diviseur;  le  quotient  sera  donné 
par  la  formule 

r  (  cos  0  -f-  ^—  1  sin  Ô  ) 
p(cos&j  -h  \J —  I  siiiw) 

que  l'on  peut  écrire 

r  (cosô  -f-  v^ —  I  sinô)  (cosw  —  v^-r"  sinw) 
P  (cosw  +  y/ — I  sinrx))(cosw — y/— i  sinw) 

c'est-à-dire 

-  [cos(Ç— w)  -4-\l~  1  ûi\[Q  —  w)]> 

oe  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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Remarque.  —  Le  quotient  de  i  par  une  expression 
réduite  est  l'imaginaire  conjuguée  de  cette  expression 
réduite  ;  on  a,  en  effet, 


_____ —  __  (jQgjj  —  y/ —  i  sinw. 

cosw  -4-  V —  I  smw 


VI.  —  THÉORIE  DES  RADICAUX  ALGÉBRiaUES. 

Jusqu'ici,  nous  avons  pu  remarquer  une  analogie  com- 
plète entre  le  calcul  des  imaginaires  et  le  calcul  des  quan- 
tités réelles;  cette  analogie  cesse  dès  que  l'on  essaye  de 
généraliser  la  notion  de  radical  ou  d'exposant,  ainsi  que 
nous  allons  le  constater. 

Si  nous  représentons  par  le  symbole 

(j:  -h  r  V™  î/'^ 

et  si  nous  appelons  puissance  n'^^^  de  x  -i-f  \^ —  1  le  pro- 
duit de  n  facteurs  égaux  à  cette  imaginaire,  nous  aurons, 
en  vertu  du  théorème  II  (p.  67), 

[r(cos5  -f-  v"^sin9)]"  =  r"(cos«9  H-  y—  i  s'mnQ). 

Si  l'on  suppose  en  particulier  /•  =  i ,  on  obtient  la  formule 
suivante, 

(cos9  -h  v' —  '  sinô)'^  =  cosnO  ~\-  y' —  i  sin/zô, 

restée  célèbre  sous  le  nom  de  formule  de  Moivre,  du  nom 
du  géomètre  français  qui  l'a  découverte  (  ^  ). 


(*)  Que  signifie  au  fond  la  formule  de  Moivre?  En  toute  rigueur,  il  fau- 
drait écrire 

(cos0  H-  i  &mO /"  —  {cosmO  -t-  i  sinine)  =  multiple  de  (''-+- 1); 

ainsi   elle  signifie  que  (cos0 -+•  i  sin^)'"— (costoô -t- i  sinmô)  est  divisible 
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On  appelle  racine  n^^'^^  d'une  imaginaire  A  une  quanlité 
qui,  élevée  à  la  puissance  n,  reproduit  A. 

Théorème  I.  —  Toute  imaginaire  a  n  l'acines  n'^"^^\ 

En  effet,  considérons  l'imaginaire 

r(cos0  -\-  y/—  »  sine); 

désignons  par  j'  [cosQ-h  \' — i  sinô)  sa  racine  zi*^"®;  nous 
aurons,  par  définition, 

[r{cosO  H-  v/^^isinô)]"  =  R.(cos0-f-  v'—  isin©), 
c'est-à-dire,  en  vertu  de  la  formule  de  Moivre, 

r^{œsnO  -h  v^ —  i  s'mnQ)  =  R(cos0  -+-  s^'—  i  sine). 
Cette  égalité  se  décompose  en  deux  autres  : 
r'^cosnS  =  Rcos0, 


^*'  (  r"smn6  =  Rsin0; 

si  l'on  élève  au  carré  ces  deux  égalités  et  si  l'on  ajoute,  on 
trouve 


par  i*-hi  :  ce  que  l'on  prouverait  directement  par  les  procédés  ordinaires 
de  l'Algèbre,  en  écrivant  i  au  lieu  de  \J—i  et  en  rétablissant  partout  le 
multiple  de  i*-\-  i  dans  les  formules  du  texte  où  il  a  été  omis. 

Si  l'on  réduit  le  premier  membre  de  la  formule  de  Moivre  à  la  forme 
a  -(-  b\f^\  en  faisant  usage  de  la  formule  du  binôme,  a  devra  être  égal  à 
coswô  et  è  à  sinmô;  on  trouve  ainsi  f 

cosmd  =  cos'"5 ^ ^cos""'0  sin»i9-4-..., 

I  .2 

sin  m  0  =  -  cos'"-'  ôsinO ^ ^-^^ '■  cos'»-^  0  sin'  0 -h . . .  ; 

mais  l'étude  de  ces  formules  trouvera  sa  place  dans  la  Trigonométrie  et 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 
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et,  en  observant  que  r  doit  être  un  nombre  essentiellemeiiL 
positif  ou  nul, 

(1)  7^—V.     ou     r=7ïî; 

les  formules  (i)  donnent  alors 

cos«<9  =r  COS0,     sin/20  =  sinO, 

et  par  suite 

«0=0  4- 2/- 77, 

h  désignant  un  entier  quelconque,  c'est-à-dire 

0  -t-  -2  /•  TT 


Si  Ton  désigne  alors,  avec  Caucby,  par  le  symbole  y  ((A)) 
la  racine  zz'^™®  de  l'imaginaire  A,  on  voit  que  la  racine  n'^"^^ 
de  R  (cos0-|-y/ — I  sin  0)  aura  n  valeurs  données  par  la 
formule 

iv((R(cos0  4-  si—  I  sin0))) 
n.-l           0-H2/-7T            I .      0-^2/"^ 
=z  J  R    cos h  V—  I  sm I  > 


formule  dans  laquelle  il  suffira  de  faire  k  successivement 
égal  à  o,  1 ,  2,  3,  . . . ,  72  —  I .  En  effet,  si  l'on  fait  k  égal  à 
fil^j^j  désignant  un  entier  compris  entre  o  et  n  —  i 
inclusivement,  et  i  désignant  un  entier  quelconque  positif 
ou  négatif,  on  obtient,  pour  la  racine  /z'®"®  de 

Il(cos0  +  V—  isino), 

une  valeur  dont  l'argument  ne  diffère  de —  que  d'un 

multiple  entier  de  la  circonférence,  c'est-à-dire  une  valeur 
déjà  comprise  parmi  celles  que  l'on  obtient  en  faisant  A" 
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égal  à  o,  I,  2,  3,  .  .  .,  71  — I  dans  la  formule  (3);  donc 
enfin  la  racine  /z^^»^  d'une  imaginaire  a  n  valeurs,  comme 
nous  l'avions  annoncé. 

Au  surplus,  il  est  facile  de  voir  que  ces  n  valeurs  sont 
toutes  différentes,  car  les  arcs  compris  dans  les  formules 


0       0-f-27r       0-f-477  0 


n 


diffèrent  de  moins  d'une  circonférence;  deux  quelconques 
d'entre  eux  ne  sauraient  donc  avoir  à  la  fois  même  sinus 
et  même  cosinus. 

Remarque  I.    —  Si,  dans  la  formule   (3),   on  suppose 
0  =  0,  on  trouve 

(4)  v/irRf)  -  ;?R  (cos  ^!I  H-  v/~  sin  ^)  . 

Remarque  II.  —  La  formule  (3)  peut  encore  s'écrire 

V  ((  R  (  cos 0  +  sj^^i  sin  0  ))) 

Or,  en  vertu  de  la  formule  (4),  dans  laquelle  on  peut  sup- 

■T)  2  /c  TT  , .        2  /i  TT      ,  ,     . 

poser  Jti  =r^  I,  cos h  v —  ^  sm désigne  une  quel- 
conque des  racines  tz''"'''  de  l'unité  ;  0  peut  être  censé 
représenter  l'un  quelconque  des  arguments  de 

R(cos0  h-  y—  I  sin©) 

La  formule  précédente  nous  montre  donc  que  les  ji  ra- 
cines Tz'^™^'  d'une  imaginaire  quelconque  peuvent  s'obtenir 
en  multipliant  l'une  quelconque  d'entre  elles  successive- 
ment par  chacune  des  racines  zz''''"®*  de  l'unité. 

Dorénavant,  lorsque  nous  ne  spécifierons  pas  la  valeur 
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d'une  racine  z?'^""®,  nous  la  représenterons  par  le  sym- 
bole y/ ((  )j  ;  au  contraire,  lorsqu'il  sera  question  d'une 
valeur  bien  déterminée  de  cette  racine,  par  exemple  lors- 
qu'il s'agira  de  celle  qui  a  le  plus  petit  argument  positif, 
nous  ferons  usage  du  signe  y/     sans  doubles  parenthèses. 

VII.   —  CALCUL  DES  RADICAUX  ALGÉBRIQUES, 

Théorème  I.  —  Si  Von  multiplie  chacune  des  valeurs 

Je  i/((  A))  par  chacune  des  valeurs  <ie  y/((B)),  o«  reproduit 
chacune  des  valeurs  de  (^/((AB)). 

En  effet,  soit 

A  =  ri  (cos9,  -h  \J—  I  sin^i), 
B  =  r^i^cosQ^  ->r  \' —  ).  sinôg); 


en  aura 

1 


;yP))  =  <(cos?i±^H-,/ 


2/1 77  .     Ê)i  +  2/i:i7r' 

I  sm 1  •> 


n 


L-f-2/\-,7r  , .      Ô9  -f-2/f,7r 


et  par  suite 

01  +  ^^-^l[k^^h^]iz 


V((A))xy((B))=.^•^[c 


j  ^^— sin'-i:tll±li^L±^J, 

formules  dans  lesquelles  k\  et  /:2,  et  par  suite  k^  4-^-2, 
désignent  des  entiers  tout  à  fait  quelconques.  D'un  autre 
côté,  on  a 

AB  =  rir2[cos(9i  H-  9,)+  \i~^i^m[^^  -f-  ôg)], 
y  ^  Al]  ))  =  Tj  r  J  cos h  v/—  I  sm '^ — —      , 
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i  désignant  un  entier  quelconque.  De  la  comparaison  de 
cette  formule  avec  la  précédente  on  déduit 


^((A))Xv/i(B))  =  v/{(AB)).        c.  Q.  F.  D.     • 

Si  l'on  voulait  supprimer  les  doubles  parenthèses,  on  le 
pourrait;  mais  il  faudrait  choisir  convenablement  les 
valeurs  des  radicaux. 

Théorîîme  II.  —  Si   l'on   divise   chacune  des  valeurs 


rfeY((A))  par  chacune  des  valeui^s  de  y((B)),  on  obtient 
n  résultats  différents  qui  sont  les  n  valeurs  de  y/((  A  :  B)). 

Théorème  III.  —  Si  l'on  élèi^e  à  la  puissance  tu  les  va- 
leurs de  y  ((A)),  on  obtient  les  valeurs  de  y  ((A'»)). 

Théouème  IV.  —  Si  l'on  extrait  les  racines  m}^«^^^  des 


n  valeurs  de  y  ((A)),  on  obtient  les  valeurs  de  "^y  ((A)). 
Remarque.  —  Quand  on  a  un  radical  de  la  forme 


il  faut  éviter  de  le  simplifier  et  d'écrire 


'"Vp^  =  y((A)); 

en  effet,  le  premier  membre  de  cette  formule  a  mn  valeurs, 
le  second  n'en  a  que  tz;  quand  on  n'agit  pas  avec  précau- 
tion dans  le  calcul  des  radicaux  imaginaires,  on  s'expose 
souvent  à  tomber  dans  de  grossières  erreurs;  il  ne  faut  pas 
en  accuser  l'emploi  des  symboles  imaginaires,  dont  le  cal- 
cul n'est  pas  tout  à  fait  soumis  aux  mêmes  règles  que  celui 
des  quantités  réelles.  Ainsi,  par  exemple,  on  raisonnerait 
mal  en  écrivant 

(i)        ^^^^  X  V  ^=^  =  y[-i)[-i)  =  H=  2, 
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puis 

(2)  î  -^  X  ^'=^  =  (  ?/^  )^  =  -  2, 

d'où  l'on  déduirait 

2=  —  2. 

En  effet,  dans  la  formule  (i),  (  =^désigne  une  valeur 
particulière  de  ^;((— a)),  v/(  — ^K"-^  désigne  une  valeur 
particulière  de  (1(47);  on  ne  peut,  sans  examen,  égaler 
ces  deux  valeurs  ;  et  en  efiel,  on  a 

V'((""  ^))  —  V^vcosTT  +  \/—  i  sinvr) 

=z  v'i    cos  (  -  +  ^Tf  j  H-  V^—  I  sin  (  ^  +  '''^^  ) 
OU  

Prenons  les  radicaux  avec  le  signe  -h  ;  on  voit  que  l'on 
n'aura  pas 

mais  bien 


V 


2  X  V  —  -^  =:  v/2  X  s/—  I  X  v/2  X  v/—  «  =  — 


Si  l'on  prend  les  radicaux  avec  le  signe  — ,  on  arrive 
encore  au  même  résultat.  Donc  la  formule  (i)  est  tou- 
jours fausse  si  y —  2  y  représente  toujours  la  même  valeur 

VIII.   —  SUR  LES  ÉQUATIONS  EN  GÉNÉRAL. 

Les  règles  de  la  multiplication  et  de  la  division  algébri- 
ques s'appliquent  évidemment  aux  quantités  imaginaires 
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comme   aux  quantités  réelles;  il  en  est  de  même   de  la 
formule  du  binôme. 

On  peut  former  des  équations  à  l'aide  de  quantités 
réelles  et  imaginaires,  et  chercher  s'il  n'existe  pas  des 
quantités  imaginaires  satisfaisant  à  ces  équations;  les 
principes  fondamentaux  que  nous  avons  démontrés  sur  la 
résolution  des  équations,  dans  la  première  Partie  de  cet 
Ouvrage,  sont  encore  applicables  aux  cas  où  l'on  considé- 
rerait des  égalités  entre  quantités  imaginaires  ;  ces  principes 
ne  dépendent  absolument  que  des  quatre  premières  opé- 
rations de  l'Algèbre,  reconnues  applicables  aux  quantités 
imaginaires.  Ainsi,  il  n'y  a  rien  à  ajouter  à  la  théorie  des 
équations  du  premier  degré  et  à  la  théorie  des  détermi- 
nants. Il  n'en  est  pas  de  même  des  équations  du  second 
degré  où  interviennent  des  questions  sur  les  radicaux; 
il  y  a  donc  lieu  d'examiner  de  nouveau  la  théorie  des 
équations  du  second  degré  :  c'est  ce  que  nous  allons 
faire. 

IS.   —  SUR  LES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ. 

Nous  conviendrons  de  ne  pas  écrire  l'indice  d'un  radi- 
cal lorsque  cet  indice  sera  2. 

Cela  posé,  cherchons  la  racine  carrée  de  a  -{-  b  y^ —  j  ; 
désignons  cette  racine  par  a:  -\-j  sj —  1 ,  nous  aurons 

ou  bien 

^2  _  y2  ^  Q^jcj  sJ—  \z=  a  -{-  h  \l—  I . 

Cette  équation  équivaut  aux  deux  suivantes  : 

(1)  a.^-j-^  =  a, 

(2)  2.rj=^>; 
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la  dernière  peut  s'écrire,  en  la  généralisant  un  peu, 

X 


(3)  _.^2^2^_ 


A  l'inspection  des  équations  (i)  et  (3),  on  reconnaît  im- 
médiatement que  x^  et  — j'^  sont  racines  de  l'équation 
en  a 

h' 
ir  —  au  —  —-  -s=z  o, 

4 
d'où  l'on  déduit 

u  = î 

1 

c'est-à-dire,  en  observant  que  j"^  doit  être  positif, 


y^  =  ^{\J^^''-^^''  —  ^. 


On  déduit  de  là 


x=±ii/^[a-h-\/a'-^ù^ 


V'J^^ 


-^  b^  —a 


L'équation  (2)  montre  avec  quels  signes  on  doit  prendrez: 
et  y\  si,  par  exemple,  b  est  positif,  on  prendra  x  ei  y  àe 
même  signe,  en  sorte  que  l'on  aura 
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si  b  est  négatif,  on  aura,  au  conlraire, 


s/\ 


}.[^la^^lA—a)\l— 
Si  l'on  fait  Z>  =  o,  on  trouve  :  en  supposant  a  >  o, 


en  supposant  a  <<  o, 


v((^0)=±v/-.w- 

ou,  en  explicitant  les  signes, 


V/((-«^))=:dz«v/-I. 

Une  équation  du  second  degré  a  toujours  deux  racines 
lorsque  l'on  admet  pour  l'inconnue  des  valeurs  imaginaires  : 
voici  comment  il  faut  entendre  cette  proposition.  Considé- 
rons l'équation 

x^  -\-  px  -\-  cy  =  o . 

Supposons  -r  —  <y  <  o  ;  on  peut  se  proposer  de  chercher 

s'il  existe  pour  x  des  valeurs  de  la  forme  a  -|-  |3  sj —  i  véri- 
fiant cette  équation,  c'est-à-dire  en  sous-entendant  dans  le 
second  membre  un  multiple  de  (y/ — i)-4-i.  On  trouve 
alors  successivement 


1 

I 


^^v/^-'^ 
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Z.  —  DES  FONCTIONS  DE  VARIABLES  IMAGINAIRES. 

Tout  polynôme  entier  en  z  ^:=  x -\- j  \l — i  est  ce  que 
Ton  appelle  une  fonction  entière  de  z. 

Soity  (a,  z)  une  fonction  entière  de  u  el  z'^  toute  expres- 
sion de  la  forme  X-f-y^ — 1  Y  qui,  mise  à  la  place  de  u 
dans  l'équation 

f[u,z]  —  o, 

y  satisfait,  est  ce  que  l'on  appelle  une  fonction  algébrique 
de  z,  mais  il  faut  encore  pour  cela  que  X  et  Y  soient  des 
fonctions  de  x  el  j  (*). 

En  général,  toute  expression  qui  peut  être  ramenée  à  la 
forme  X  H- Y  y/ —  i  ou  qui  est  définie  par  cette  forme,  XetY 
désignant  des  fonctions  de  x  ctj,  est  ce  que  l'on  appelle 
une  fonction  de  x  -{-  y/ — ly.  Toutes  les  fonctions  qui  ne 
sont  pas  algébriques  sont  transcendantes. 

Une  fonction  X-h  Yy/ — i  de  .r+ry/ —  i  est  co/itinue 
lorsqu'à  un  accroissement  infiniment  petit  quelconque 
de  JO-\-j\/ — I  correspond  un  accroissement  infiniment 
petit  de  X  +  Yy/ — i,et  nous  appelons  ici  accroissement 
d'une  quantité  la  différence  entre  deux  valeurs  de  cette 
quantité. 

Pour  qu'une  fonction  X-{-Yy/ — i  dex-f-jy/ — i  soit 
continue,  il  faut  et  il  suffit  évidemment  que  X  et  Y  soient 
des  fonctions  continues  de  x  et  de  j^;  il  faut  et  il  suffit 
aussi  que  son  module  et  son  argument  soient  des  fonctions 
continues  du  module  et  de  l'argument  de  sa  variable.  Ces 


(*)  PuisELX,  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques  {Journal  de  Liouville, 
t.  XV);  Briot  et  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  sont  peut-être  les  premiers 
qui  aient  adoptée  cette  définition,  aujourd'hui  admise  par  tous  les  savants. 
L.  —  Algèbre,  II.  G 
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propositions  deviennent  évidentes  si  l'on  représente  les 
imaginaires  à  l'aide  de  points,  comme  il  a  été  expliqué 
plus  haut. 

XL   —  DÉFINITION  DE  LA  FONCTION  EXPONENTIELLE. 

Nous  avons  défini  le  symbole 

[r{cosO -{- v/— TsinO)]^, 

pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  .r,  comme 
étant  le  produit  de  x  facteurs  égaux  à  r(cos0  -}-  y  —  i  5in9); 
nous  en  avons  déduit  la  formule 

[r  (cos'9  4-  v^ —  I  sin  OyJ'^r^:  r^(cos0.r  +  sj —  i  sinô.r). 

Nous  pouvons  maintenant  nous  servir  de  cette  formule 
pour  définir  le  symbole  [/'(cos0 -h  v^^— i  sinô)]"^  lorsque 
X  sera  fractionnaire,  incommensurable  ou  négatif.  Ainsi 
/-^(cosôx  4-  sj —  I  sin0x)  est  ce  que  nous  appellerons  do- 
rénavant la  x''^^^  puissance  de  /(cosô  H-  \j —  i  sinS). 

La  puissance  x'^"^  de  /'(cosô-j-y/ — i  sinô)  n'a  qu'une 
seule  valeur  lorsque  x  est  entier;  mais  il  n'en  est  pas 
de  même  dans  les  autres  cas.  En  efl'et,  l'expression 
r(cos0-|-  sj —  I  sin0)  ne  change  pas  quand  on  remplace  9 
par  Û-i-  2A7r,  A  désignant  un  entier  quelconque;  ainsi  les 
valeurs  de  [/-(cosÔ -|-\/ — isin^)]^  seront  données  par  la 
formule 

[rfcosO  +  Z-^siriO)]"^ 

—  7'^[c()s(0.r  ^ihTzx)-\-\j~  I  sin(0.r  -\-  ihizx^. 

Si  X  est  incommensurable,  les  arcs  compris  dans  la  for- 
mule o  .. 

^X  -\-  ihTiX 
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UTiront  pour  sinus  et  cosinus  une  infinité  de  nombres  diffé- 
rents, en  sorte  que  la  puissance  o:'^"'^  d'une  quantité  ima- 
ginaire a  en  général  une  infinité  de  valeurs. 

Le   lecteur  se    demandera   sans   doute    pourquoi   nous 


n'avons     pas    défini    la     puissance    fractionnaire     -    de 

q 


oiinaiie 
r(cos(?-j-y/ — I  sinô)  à  l'aide  de  la  formule 

p_ 

(i)      [r(cos5  +  v/^^sinô)]^  — V^[r(cosO  +  v/^7sinÉ))]^', 

pourquoi  enfin  nous  n'avons  pas  suivi  dans  la  définition 
des  puissances  de  quantités  imaginaires  la  même  marche 
que  dans  la  définition  des  puissances  de  quantités  posi- 
tives. La  raison  en  est  simple  :  d'après  notre  définition, 
[/'  (cos0  -f-  sj —  I  sin0)]"^  est  une  quantité  qui  possède  plu- 
sieurs valeurs,  il  est  vrai,  mais  dont  le  nombre  des  valeurs 
ne  change  qu'avec  la  valeur  et  non  avec  la  forme  dex; 
ainsi  nous  avons 

3  fi. 

{2)      [r(cosÔ  -f-  sj—  I  sin0)]^=:  [r(cos0  -h  y—  isinO)]"=  .... 

Au  contraire,  en  partant  de  l'équation  (i)  pour  définir  les 
puissances  fractionnaires,  on  voit  que 

[r(cosG  4-v/—  isine)]'^ 

aurait  q  valeurs,  et  par  conséquent  varierait  avec  la  forme 

de  la  fraction    5  en  sorte  que,  par  exemple,  la  formule  (2) 

serait  inexacte.  De  la  définition  que  nous  venons  de 
donner  résulte  la  généralisation  de  la  formule  de  Moivre, 
à  savoir 

(COSO  H-  sj—  I  Sin0)"^=:  COSÔJC  -f-  y/ —  I  ûwOx, 

Une  quantité  réelle  étant  assimilable  à  une  imaginaire,' 
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on  voit  qu'une  quantité  réelle  peut  avoir  une   infinité  de 
puissances  x'^'"^^  dont  une  seule  est  toujours  réelle. 

Les  règles  des  exposants  s'appliquent  encore  aux  imagi- 
naires, avec  certaines  restrictions  toutefois  ;  ainsi  on  a 

[r{cosd  -h  /^  sm6)Y[r(cosB  -^  ^'^~i  sinO)]f 

=  ?^  (cos  6  X  -{-  y/ — T sin  B .t)  r^'  (cos  Ox'  -^  sf^  sin  9  ,r') 

=  1-^^^' [cosô [x  -f-  x']  -f-  v^ITTsinô (^  H-  .t']\ 
^  [r(cos0  +  ^,  137 sin  o)]^-^-^'. 

Les  autres  propriétés  des  exposants  se  démontreraient 
d'une  manière  semblable. 

Théorème  L  — La  fonction  a^  est  continue,  loj's  même 
que  l'on  suppose  a  imaginaire. 

Gela  résulte  évidemment  de  la  formule 

[rtcosô  +  v/—  I  sin 9 )]•'■=:  r^(cos5.r  +  ^Z—  isinO.r), 

dans  laquelle  r^,  cosQx  et  ûnBx  sont  des  fonctions  con- 
tinues. Nous  verrons  plus  loin  comment  on  peut  encore 
généraliser  davantage  la  fonction  exponentielle,  en  sup- 
posant sa  variable  imaginaire,  et  nous  verrons  qu'alors 
encore  elle  reste  continue. 

TnÉoni^ME  IL  —  Si  l'on  a  pour  toutes  les  valeuj^s  t  celles 
de  X  et  de  y 

f[x)f{j)  =  f[x-i-r),  .' 

et  si  la  fonction  ^{x)  est  continue^  on  a  nécessairement 
a  désignant  une  quantité  réelle  ou  imaginaire» 
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En  CiFet,  en  répétant  le  raisonnement  de  la  page  4^5  on 
1 
trouve  quecf(x)'^  est  une  constante  réelle  ou  imaginaire  a. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  On  a 

{a-\-  b-k-  c){a-ir-  brx-^  cai.'){a-h  by.'  -^co(.)  ^  (fi-h  b^^  c^—  ^abc^ 
et  a'  désignant  deux  racines  imaginaires  de  x^  —  i  =  o. 

2.  Résoudre  l'équation  [x-hi]""  — x'^  =  \. 

3.  Calculer  et  mettre  sous  la  forme  a-\-  b  \J—  i  les  expressions 

4.  Quelles  sont  les  racines  cubiques  de  y/— T? 

5.  La  théorie  des  imaginaires  remonte  aux  premiers  travaux  des 
modernes  sur  la  théorie  des  équations,  mais  elle  n'a  été  assise  sur 
des  bases  solides  que  dans  ces  derniers  temps,  grâce  aux  recherches 
de  Français,  Argand,  Vallès,  Mourey,  Truel  et  Cauchy.  La  théorie  ex- 
posée dans  le  texte  a  été  ébauchée  par  Cauchy. 

Mourey,  dans  sa  Vraie  théorie,  etc.,  a  présenté  comme  il  suit  la 
théorie  des  imaginaires  : 

Appelons  quantité  imaginaire  une  droite  située  dans  un  pian  sur 
equel  est  tracé  un  axe  fixe  de  direction  donnée.  La  longueur /-de 
cette  droite  sera  ce  que  nous  appellerons  son  module;  l'angle  9  qu'elle 
fait  avec  l'axe  fixe,  compté  comme  on  compte  les  angles  en  Trigono- 
métrie, sera  ce  que  nous  appellerons  son  argument. 

La  droite  en  question  sera  représentée  par  la  notation  r^  et  l'on  con- 
vient de  ne  pas  écrire  l'argument  quand  il  est  nul,  ainsi  «o  =  ci.  La  résul- 
tante de  Ag,  /g,.  /-J,,,  ...  s'appellera  aussi  leur  somme  et  sera  repré- 
sentée par  r^  -+-  rj,  H-  /  J,  ^ La  différence  de  deux  imaginaires  se 

définira  comme  plus  haut.  Le  produit  de  deux  imaginaires  r^  et  Resera, 
par  définition,  l'imaginaire  ayant  pour  module  rR  et  pour  argument 
O-f-0.  Ce  produit  existe  et  est  bien  défini.  Le  carré  de  r^  sera  r'^  . 
D'après  cela,  on  voit  que  i^ a  pour  carré  i^  =  o  —  i  ou  —  i.  Ainsi  l'on 
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peut  dire  que  la  droite  i^ou  —  i  est  le  carré  de  i,,  que  l'on  peut 

alors  représenter  par  y/— ^-  Toute  droite  pouvant  être  considérée 
comme  la  résultante  de  deux  autres,  l'une,  «ou  «-/o,  parallèle  à  l'axe 
fixe,  et  l'autre,  b^=^  1^.1^=  b\/'^,  perpendiculaire  à  cet  axe;  elle 

2  7. 

pourra  être  représentée  par  un  symbole  tel  que 
a  -h  b\/—  I ,  etc. 

Hamilton  {Lectures  on  rjuaiernicms)  a  essayé  d'étendre  ces  notions 
à  la  Géométrie  de  l'espace.  M.  Despeyrous  [Mémoires  de  V Académie 
de  Toulouse)  a  fait  une  tentative  du  même  genre.  Les  imaginaires  de 
M.  Despeyrous  sont  jusqu'ici  la  généralisation  la  plus  naturelle  des 
imaginaires  de  Mourey  ;  les  quaternions  d'Hamilton  sont  soumis  à  des 
règles  bizarres:  ainsi  le  produit  de  deux  quaternions  peut  changer 
avec  l'ordre  des  facteurs. 

6.  Une  droite  étant  déterminée  par  ses  deux  extrémités,  on  pro- 
pose de  trouver  son  milieu  en  faisant  usage  d'un  compas,  mais  sans  se 
servir  de  la  règle.  (Mascheroni.) 

Les  propriétés  de  l'hexagone  régulier  et  la  théorie  de  Mourey  per- 
mettent de  donner  un  grand  nombre  de  solutions  de  ce  problème. 
[Foir  Mascheroni,  la  Géométrie  du  compas.  Napoléon  1"  faisait, 
paraît-il,  grand  cas  de  cet  Ouvrage.) 

7.  Consulter  la  théorie  des  équipollences  de  Bellavitis,  traduite  par 
Laisant,  député. 
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CHAPITRE  V. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  SÉRIES 


I.   —  DÉFINITIONS. 

On  appelle  série  une  suite  illimitée  de  termes  qui  se 
forment  et  se  suivent  d'après  une  loi  déterminée.  On 
appelle  encore  les  séries  suites  infinies. 

Une  série  est  dite  convergente  si  la  somme  de  ses  n  pre- 
miers termes  tend  vers  une  limite  déterminée,  lorsque  n 
augmente  indéfiniment,  en  suivant  du  reste  une  loi  quel- 
conque; cette  limite  est  ce  que  l'on  appelle  la  valeur  de 
la  série  ou  la  somme  de  ses  termes  (  ^  ). 

Une  série  qui  n'est  pas  convergente  est  appelée  dis^er- 
gente.  La  série 

dans  laquelle  a,i  désigne  un  nombre  qui  a  pour  limite 
zéro,-  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  est  convergente, 
car  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  est  ocq  —  a,^,  et  cette 
quantité  a  pour  limite  c/q  pour  ji  z=z  00  . 


(*)  Quel  est  l'inventeur  de  la  théorie  des  séries?  C'est  une  question  dif- 
licile  à  trancher;  Archimède  a  sommé  les  progressions  géométriques,  New- 
ton, Wallis,  Leibnitz,  Mercatôr,  Maclaurin,  Stirling,  les  Bernoulli,  Euler, 
Lagrange,  etc.,  ont  sommé  bien  des  séries,  mais  leurs  raisonnements  man- 
quent en  général  de  rigueur;  Abel  et  Cauchy  paraissent  être  les  piem"ers 
qui  aient  raisonné  juste  dans  cette  branche  de  l'Analyse.  (Lire  l'Histoire 
des  Mathématiques  de  Montucla.) 
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Au  contraire,  la  série 


est  divergente,  car  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  est 
alternativement  zéro  et  i;  elle  ne  tend  par  conséquent  pas 
vers  une  limite  déterminée  lorsque  n  croît  d'une  manière 
quelconque. 

On  comprend  difficilement  comment   d'illustres    ana- 
lystes ont  pu  écrire  des  formules  telles  que 


(A)  Hh. 


2 


(Leibinitz,  Lettre  à  Christian  Woljj.  —  Exjler,  Institu- 
tiones  Calculi  dij^erentialis  et  integralis.  Pars  posterior. 
Cap.  I,  etc.). 

Une  série  divergente  ne  saurait  représenter--  En  effet, 

quelle  idée  peut-on  se  faire  d'une  somme  composée  d'un 
nombre  illimité  de  parties?  En  toute  rigueur,  on  n'a  pas 
même  le  droit  d'écrire 

(  I  )         «0  =   (  î'-O  -   «1  )  -t-  («1  —  «2  )  -^  .   .    .  -f-  (  «,^  —  ««+1  )  -f-  .  .  . 

lorsque  a,^  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  lorsque  la  série  est 
convergente.  On  le  fait  cependant,  mais  seulement  en 
vertu  d'une  convention  qui  consiste  à  séparer  une  série 
convergente  de  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  de 
ses  termes  par  le  signe  =.  Ainsi  la  formule  (i)  est  une 
manière  abrégée  d'écrire  ,,' 

«0  =  Hii)  [  (  «„  —  a,  )  -f-  .  .  .  H-  (  K,,  —  «„H_i  )  ]   pour  «  =  x  . 

La  formule  (A)  est  donc  complètement  absurde,  puisque 
la  limite  de  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  n'existe 

pas  :  elle  n'est  donc  pas  égale  à  -• 
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Si  nous  insistons  sur  ce  point,  c'est  que  malheureuse- 
ment on  trouve  dans  d'excellents  auteurs,  parmi  les 
princes  de  la  Science,  des  fautes  analogues  à  celle  dont 
nous  venons  de  parler.  Abel  s'en  plaint  amèrement  dans 
une  de  ses  Lettres  à  Holmboë  (voir  OEuvres  complètes). 

II.   —  THÉORÈMES  SUR  LA  CONVERGENCE. 

Théorème  1.  —  Poiœ  qu'une  série  soit  convergente,  il 
faut  que  ses  termes  diminuent  indéfiniment. 

En  effet,  soit  la  série 

Wy,    M],    W2,    ^^3,     ...,    Ua-,     •••, 

et  en  général  s^  la  somme  des  n  premiers  termes  ;  on  a 

(1)  Sn  +  i  —  SnZ=U„. 

Si  l'on  suppose  la  série  proposée  convergente  et  si  l'on 
désigne  sa  valeur  par  5,  on  aura 

lim.v„+i=5, 
lim;y„=  s; 
donc 

llm5„+i—  \imsn=^lîm{sn+.i  —  s,i]  =  0, 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  l'équation  (i), 
limu,^:^  o. 

Remarque  I.  —  La  démonstration  que  nous  venons 
d'employer,  comme  du  reste  toutes  celles  que  nous  em- 
ploierons dans  l'exposition  de  ces  principes,  est  basée  sur 
le  calcul  des  limites  ;  elle  précise  le  sens  que  nous  devons 
attribuer  à  la  locution  diminuer  indéfiniment.  Quand  nous 
disons  que   Un  doit  diminuer  indéfiniment,  nous  devons 
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entendre  par  là  que  cette  quantité,  réelle  ou  imaginaire, 
doit  avoir  zéro  pour  limite,  rien  de  plus  :  ainsi  u^  peut 
tendre  comme  on  veut  vers  zéro  ;  il  n'est  nullement  néces- 
saire, par  exemple,  que  l'on  ait 

Remarque  II.  —  On  aurait  également  pu  écrire  les  équa- 
tions suivantes, 

lim.v,,,+^  =  ;y, 

d'oîi,  retranchant  la  deuxième  de  la  première, 

lim  {Un  -+-  W„+i  -+-  lln+'î  -+-...  -1-  U,i-\-p-\)  =  O) 

résultat  que  nous  énoncerons  ainsi  : 

Pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  faut  que  la 
somme  des  p  termes  qui  suivent  le  n^^^^  diminue  indéfi- 
niment quand  n  augmente  ijidéjiniment,  quel  que  soit  du 
reste  p. 

Remarque  III.  —  Il  existe  des  séries  dans  lesquelles  m„ 
peut  tendre  vers  zéro  sans  que  la  série  à  laquelle  appar- 
tient ce  terme  soit  convergente;  par  exemple,  considérons 
la  série  suivante,  appelée  série  harmonique  : 

I        I        I        I  II 

234^  «        /i  -f-  I 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  série  est  divergente,  car, 
si  l'on  prend  n  termes  après  le  7z'^"%  la  somme 

I  I  I 

\ --+-...  H 

//  -h  1  /^  -f-  ?.  2/1 

est  plus  grande  que  —  répété  n  fois,  c'est-à-dire  que  -•  Si 
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donc  on  groupe  les  termes  de  la  série  harmonique  ainsi 
qu'il  suit, 


I        /  r        I  \        /  r        I         I        I 


..  +  — )+. 


/^  -t-  I         /z  +  2  2  /^ 


on  voit  que  la  somme  de  ses  in  premiers  termes  est  plus 
grande  que  -  répété  autant  de  fois  que  Ton  veut,  en  pre- 
nant n  suffisamment  grand.  La  somme  de  ces  in  premiers 
termes  croît  donc  au  delà  de  toute  limite  ;  donc  la  série 
est  divergente.  c.  q.  f.  n. 

Il  arrive  souvent  que  l'on  rend  une  série  convergente 
par  un  simple  changement  des  signes  de  quelques-uns  de 
ses  termes.  Ainsi  la  série 


III  ,    I 


2        o        4  //    '    /^  -h  I 

est  convergente.  En  général  : 

Théorème  II.  —  Si  dans  une  série  les  termes  sont,  à 
partir  de  l'un  d' eux,  indéfiniment  décroissants  et  alter- 
nativement positifs  et  négatifs,  cette  série  est  cons^er^ 
gente. 

En  effet,  considérons  la  série 

dans  laquelle  les  termes  sont  indéfiniment  décroissants  et 
alternativement  positifs  et  négatifs  à  partir  de  u^. 

Appelons  en  général  S^  la  somme  des  m  premiers 
termes  de  la  série.  Si   nous  remarquons  que  les  termes 
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vont  constamment  en  diminuant,  les  quantités 


U,,,<a  U, 


seront  toutes  positives,  et,  par  conséquent, 

(  I  )  ^n+l  <C  S/24-3  <C  ^n+6  <C  •  •  •  <^  S/^  +  ,^,_^.l  <^  .  .  ,  . 

Les  quantités  —  U/t+\  +  ii/i+2j  •  •  •  ?  —  iin+ip-i  -\-  Un^ipi  •  •• 
seront  toutes  négatives,  et,  par  suite, 

(  2  )  S..^+2  ^  S„+4  >  S„4.g  ^  .  .  .  ]>  ^n+ip  ^  .  .  .  . 

Or 

^ra+2/7  ^^^  ^/i-i-:p— 1  "+"  ^n+^p' 

Donc  S/i+2;j  est  plus  grand  que  S/^^o/^-i ,  et,  à  cause  de 
la  suite  d'inégalités  (i),  plus  grand  que  S,,^,.  Ainsi  donc 
une  somme  quelconque  comprise  dans  la  suite  S„^2>  S„^4, 
S/24.6, ...  est  plus  grande  que  S/^^.,  ;  il  en  résulte  que  ces 
sommes,  allant  constamment  en  décroissant  et  restant 
supérieures  à  'èn^\j  qui  est  fixe,  ont  une  limite  S.  Or 
on  a 

Faisons  croître  p  indéfiniment  ;  le  premier  membre  de  cette 
équation  a  pour  limite  S,  car  if„+2/,+i  a  pour  limite  zéro; 
donc  ^n-!r2p+\  a  pour  limite  S  également;  donc,  de  quelque 
manière  que  croisse  l'entier  m,  ^rn  a  une  limite,  ce  qui 
revient  à  dire  que  la  série  proposée  est  convergente. 

Corollaire.  —  On  voit  que,  la  valeur  de  la  série  étant 
comprise  entre  S/^  et  S/^^.!,  l'erreur  commise  en  prenant  S/^ 
pour  valeur  de  la  série  est  moindre  en  valeur  absolue  que 

Théorème  III.  —  Quand  une  série  à  termes  positifs  a 
ses  termes  respectivement  plus  petits  que  ceux  d'une  autre 
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série  également  à  tenues  positifs  et  de  plus  convergente, 
la  première  série  est  aussi  convergente. 

Soient,  en  efï'et, 

(  I  )  ^  =  «0  +  "1  +  ^^2  +  •  •  •  -+-  "rt  -+-  •  •  . 

la  série  convergente  donnée  (on  représente  ordinairement 
une  série  convergente  en  séparant  la  somme  d'un  certain 
nombre  de  termes  de  sa  valeur  par  le  signe  =,  on  sup- 
prime le  mot  /i/7z)  et 

la  série  proposée.  Soit  5„  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série  (i),  t,i  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (2);  comme  Vq<^ilq,  v^<^ii^,.  .  .  ^  ^n<iitn-,  on  a  évi- 
demment 

fn  <  •?«  ; 
donc,  a  fortiori. 

Or,  n  croissant,  In  croît,  mais  t,i  reste  constamment  infé- 
rieur à  s\  donc,  en  vertu  d'un  principe  déjà  invoqué,  ta  a 
une  limite;  la  série  (2)  est  convergente. 

c.  Q.  F.  n. 

Théorème  IV.  —  Une  série  à  termes  positifs  et  néga- 
tifs est  convergente  lorsque  la  série  des  valeurs  absolues 
de  ses  termes  est  convergente. 

En  effet,  considérons  à  part  les  séries  des  termes  posi- 
tifs et  des  termes  négatifs  pris  dans  l'ordre  dans  lequel  ils 
se  succèdent  dans  la  série  proposée. 

Soient 

(  I  )  <70  -i-   <^l  +  «•:>-+-.■  -f-   rt!/  -f-  ..  - 
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la  série  des  termes  positifs  el 

celle  des  termes  négatifs  pris  chacun  en  valeur  absolue. 

Soient  Xi  la  somme  des  i  premiers  termes  de  la  série  (1), 
y-/f  la  somme  des  k  premiers  termes  de  la  série  (2),  et  s,i  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  proposée.  Nous 
pouvons  toujours  supposer  que  a^,  a^,.  .  .,  ai  soient  les 
termes  positifs  de  Sn,  et  Z>o,  b^,.  .  .  ,bh  les  termes  négatifs; 
alors  on  a,  en  appelant  6- '„  la  somme  des  Ji  premiers  termes 
de  la  série  proposée  rendus  positifs, 

(3)  4  =  x,-hj/„ 

(4)  ^«  =  -^.— j/.. 

L'équation  (3)  montre  que  s'^  est  plus  grand  que  Xi  et  que 
Yh\  donc,  a  fortiori,  la  limite  de  .v'„,  qui  par  hypothèse 
existe,  est  supérieure  à  Xi  et  ^  jk-  Or  Xi  Qi  jk  sont  des 
nombres  croissant  avec  i  et  k,  mais  constamment  infé- 
rieurs à  la  limite  de  ^'„;  donc  ils  ont  une  limite  chacun; 
donc  les  séries  (i)  et  (2)  sont  convergentes.  L'équation  (4) 
montre  que  s,i  a  une  limite  égale  à  la  différence  des  limites 
de  Xi  Qi  jkj  c'est-à-dire  que  la  série  proposée  est  conver- 
gente et  a  une  valeur  égale  à  la  différence  des  valeurs  des 
séries  de  ses  termes  positifs  et  de  ses  termes  négatifs. 

Théorème  V.  —  Quand  une  série  ne  perd  pas  sa  con- 
vergence lorsque  Von  rend  tous  ses  termes  positifs,  on 
peut,  sans  altérer  sa  valeur,  intervertif-  l'ordre  de  ses 
termes. 

En  effet,  considérons  d'abord  une  série  convergente  à 
termes  positifs  : 

(l)  .V  =  ^<o+  "1-+-  "2  +•  •  •  -+-  "m  +  -  •  •• 
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Intervertissons  Tordre  de  ses  termes,  et  soit 

(a)  ,;^4-,,^-f-..._}-  r,, 

la  nouvelle  série  obtenue  après  ce  changement.  Soient .?',  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (2),  s^  la  somme 
des  m  premiers  termes  de  la  série  proposée  ;  on  pourra  tou- 
jours choisir  m  de  telle  sorte  que  tous  les  termes  de  s'^ 
soient  contenus  dans  les  m  premiers  termes  de  la  série  (i). 
On  aura  alors 

^v'„<.y,,,  et  .v;<]im.v,,,  ou  <.?. 

Nous  voyons  par  là  : 

i*^  Que  la  série  (2)  est  convergente,  puisque  /„  croît 
avec  71  sans  dépasser  s; 

2^  Que  la  valeur  ^'  =  lim^'„  de  la  série  (2)  ne  saurait 
surpasser  s.  Or  on  démontrerait  de  la  même  manière  que 
la  valeur  s  de  la  série  (i)  ne  saurait  surpasser  s';  donc  on 
doit  avoir 

s  =  s', 

donc  la  série  (i)  n'a  pas  changé  de  valeur. 
Supposons  actuellement  la  série 

(ï)  s  =  Uq  -\-  Ui  -h  Hç^-i-.  ,  .-r-  Un  -^-  '  ■  f 

à  termes  quelconques. 
Soient 

( 3 )  «0  +  '^i  +  ^'2  +  •  •  •  ^-  ^/  -+-  • .  • 

la  série  de  ses  termes  positifs  pris  dans  le  même  ordre  que 
dans  la  série  (1), 

(4)  b,-^  bi-h-..    -+-/jf,-f-... 

la  série  de  ses  termes  négatifs  également  pris  dans  l'ordre 
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OÙ  ils  se  trouvent  dans  l'équation  (i).  Supposons  que  la 
série  (i)  conserve  sa  convergence  quand  on  rend  ses 
termes  positifs.  Les  séries  (3)  et  (4)  sont  convergentes, 
et,  si  X  eij  désignent  les  valeurs  respectives  de  ces  séries, 
on  a 

(5)  s  =  .T  —  y, 

Cela  posé,  changeons  l'ordre  des  termes  de  la  série  (i); 
la  série  de  ses  termes  positifs  sera  encore  la  série  (3), 
à  l'ordre  des  termes  près.  Or,  cette  série  est  à  termes  posi- 
tifs; donc  elle  conserve  sa  valeur.  Même  observation 
pour  la  série  des  termes  négatifs  et  pour  la  série  des 
valeurs  absolues  des  termes  de  la  série  (»)•  H  en  résulte, 
d'après  le  théorème  IV,  que  la  valeur  de  la  série  (i)  trans- 
formée est  encore  x  —  r;  donc  la  série  (i)  ne  change  pas 
de  valeur  quand  on  change  l'ordre  de  ses  termes. 

G.   Q.  F.   D. 

Remauque.  —  Toute  cette  démonstration  repose  sur 
l'égalité  (5);  lors  donc  que  x  o\i  y  n'existeront  pas,  c'est- 
à-dire  quand  dans  la  série  proposée  les  termes  positifs  et 
négatifs  ne  formeront  pas  des  séries  convergentes,  la  dé- 
monstration précédente  tombera  en  défaut.  Il  est  facile, 
du  reste,  de  donner  un  exemple  dans  lequel  on  voit  une 
série  changer  de  valeur  quand  on  change  l'ordre  de  ses 
termes. 

Considérons,  par  exemple,  la  série  convergente 


I        I        I        I        I  _,    I 

1        2^3       45'  n 


Remarquons   que    la   série    des   valeurs    absolues   de    ses 
termes  est  identique  avec  la  série  harmonique  qui  est  diver- 


gente. 


Posons 

I        2       d  nn 
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et  considérons  la  série 

-,   j      I      I      I      I      I  f  i  I 

Arrêtons-nous  au  terme  — :  cette  série,  comme  on  voit, 

2/^ 

renferme  les  mêmes  termes  que  la  série  proposée  ;  leur 
ordre  est  différent,  et  l'on  prend  d'abord  deux  termes  posi- 
tifs, puis  un  terme  négatif,  puis  deux  termes  positifs,  puis 
un  terme  négatif,  ...  ;  nous  aurons 

II  1  II 

I        3       *     *       l^Ji  —  3        ^71  —  I        9,  /^ 

-/(«)  + 


2  «  H-  I  2/^  +  3  '  l\ll  —  I 

La  quantité  qui  suit/'(/z),  composée  de  Ji  termes,  est  évi- 
demment plus  errande  que  n  X ■  ou  que •  On  a 

donc 

II  1  I  I        ^  /./         N  I 

-+^  +  ...4-7 ^  +  7 ->f{n)-\ 

I        3  l\n  —  3        \n  —  i        2/^  1 

n 

Si  nous  supposons  que  n  devienne  infini,  le  premier 
membre  de  cette  inégalité  ou  la  valeur  de  la  série  (2)  dif- 
férera de  Y\m.f[n)  ou  de  la  valeur  de  la  série  (i)  de  plus 

de  -7;  donc  évidemment  la  série   (2)  a  une  valeur  toute 

4  ^   ' 

différente  de  celle  de  la  série  (i). 

Jusqu'ici  nous  n'avons  guère  parlé  que  de  séries  à  termes 
réels  ;  mais  on  fait  un  fréquent  usage  en  Analyse  de  séries 
à  termes  imaginaires. 

Une  série  à  termes  imaginaires  peut  se  mettre  sous  la 

L-  —  Algèbre,   II.  7 
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forme 

Celte  série  sera  convergente  si  les  deux  séries 

(3)  «'o  -+-  <^i  +  <^  -f-  .  .  .  -f-  fv,  H-  .  .  . , 

formées   des   parties  réelles   et  des  coefficients   de  ^' — i 
dans  tous  ses  termes,  sont  toutes  deux  convergentes. 

En  effet,  soit  Sn  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (i),  a„  et  t„  les  sommes  des  n  premiers  termes  des 
séries  (2)  et  (3);  on  a 

•^«  =  o"/i  -f-  -^n  sj—  I . 

En  passant  aux  limites  et  en  désignant  par  <7  et  t  les  va- 
leurs des  séries  (2)  et  (3),  on  voit  que 

lim.v,,  — cr  +  Tv/— i; 

donc  la  série  (i)  est  convergente.  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Il  est  clair  que,  si  l'une  des  séries  (2)  et 
(3)  eût  été  divergente,  la  série  (i)  l'eût  été  pareillement. 

Théorème  VI.  —  Dans  une  série  à  ternies  imaginaires, 
si  la  série  des  modules  des  dijjérents  term,es  est  conver- 
gente, cette  série  est  elle-même  convergente  et  V on  peut, 
sans  altérer  sa  convergence,  intervertir  V or^re  des  termes. 

En  effet,  considérons  la  série  (i).  Les  séries  de  ses 
termes  réels  et  des  coefficients  de  y/ —  i  sont  convergentes 
indépendamment  des  signes  de  leurs  termes,  car  ceux-ci 
sont  respectivement  plus  petits  que  ceux  de  la  série  des 
modules  qui  est  à  termes  positifs.  On  peut  donc  changer 
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Tordre  des  termes  de  ces  séries  sans  en  altérer  la  valeur, 
ce  qui  revient  à  dire  que  l'on  peut  changer  l'ordre  des 
termes  de  la  série  proposée  elle-même.  c.  q.  f.  d. 

III.   —  RÈGLES  DE  CONVERGENCE. 

On  connaît  un  grand  nombre  de  règles  permettant  de 
reconnaître  si  une  série  donnée  est  convergente  ;  mais  un 
petit  nombre  de  caractères  suffisent  dans  la  plupart  des 
cas,  et  nous  allons  les  faire  connaître. 

Théorème  I.  —  Toute  progression  géométrique  dont 
la  raison  est  un  nombre  réel  ou  imaginaire  de  module 
moindre  que  i  est  une  servie  convergente. 

En  effet,  une  telle  progression  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

Or,  quel  que  soit  x,  la  somme  des  /z  H-  i  premiers  termes  est 
égale  à 

X"'-^'^  —  I  /         I  iF«+l 

a ou      a 


Si  le  module  de  x  est  moindre  que  i,  ^«+<  tend  vers  zéro, 
et  la  somme  des  n  premiers  termes  tend  vers  la  limite  finie 
^-3^  pour  wr=oo.  La  série  (1)  est  donc  convergente,  et 
l'on  a 

a 

=^n  -\-  ax  -\-  ax'^  +  .  .  .  -f-  «.r"  -j-  .  .  . . 


Si  l'on  remplace  x  par  -,  en  supposant  mod  -  <  i,  on 

a  a.  z  z-  z'^ 

:=  a  -\-  a  — '^  a  —r  -{-  .  .  .  -\-  a h  . 


a  —  s  a  a' 
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et,  en  faisant  «  =  -> 

a 

I           \        z       tP' 

—      1         1         I 

z"- 

—        -1 ^  -r-         -t-  .  . 

a  —  z        a        a-        a^ 

cette  formule,  qui  nous  sera  utile  plus  tard,  a  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  et  de  a  telles  que  modz<^  moda. 

Théorème  II.  —  Si,  dans  une  série  à  termes  positifs 
le  rapport  — ^^  dhin   terme  au  précédent    tend  vers 

Un 

une  limite  inférieure  à  V unité  ou  reste  constamment 
inférieur  à  un  nombre  cl  fixe  moindre  que  i,  cette  série 
est  convergente. 

Observons   tout  d'abord    que,  la   limite   de  -^^    étant 


moindre  que  l'unité,  ~^^  finira,  pour  des  valeurs  suffisam- 

ment  grandes  de  /z,  par  différer  ds  sa  limite  de  moins  que 

cette  limite  ne  diffère  de  l'unité,  et  par  suite  -^^  finira 

par  rester  moindre  qu'un  nombre  a  fixe,  moindre  lui-même 
que  l'unité  ;  ainsi  nous  n'avons  besoin  de  démontrer  le 
théorème  que  pour  le  cas  où  l'on  a,  pour  n  suffisamment 
grand, 


De  là  on  tire 

"«+!<«««, 

et  de  même 

<«W„+1,        ««+3<CaW, 


CHAPITRE   V.  lOI 

On  tire  de  ces  formules 

La   série    considérée    a  donc    ses    termes  respectivement 
moindres  que  les  termes  de  la  progression  géométrique 

dont  la  raison  a  est  moindre  que  i  et  qui,  par  suite,  est 
convergente;  la  série  proposée  elle-même  est  donc  conver- 


CoROLLAiRE.  —  Si  daus  une  série  à  termes  quelconques 
la  limite  du  rapport  d'un  terme  au  précédent  a  un  mo- 
dule moindre  que  l'unité,  ou  si  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  conserve  un  module  moindre  qu'un  nombre 
a  fixe  moindre  que  i,  cette  série  est  convergente. 

Car  la  série  formée  des  modules  de  ses  termes  est  con- 
vergente, en  vertu  du  théorème  précédent  (p.  96). 


"vers    une 


Remarque  I.  —  Si  le  rapport  ^—-   tendait 

limite  supérieure  à  V unité  ou  restait  à  partir  d'un  certain 
terme  supérieur  à  l'unité,  la  série  serait  di^ergejite,  car 
les  termes  iraient  en  augmentant. 

Remarque  IL  —  Si   la   limite  ^^^   était  l'unité,   ^^^ 

n  étant  pas  constamment  supérieur  à  i,  on  ne  pourrait 
plus  rien  affirmer  relativement  à  la  convergence  de  la  série, 
et  il  faudrait  avoir  recours  à  d'autres  caractères  pour 
décider  si  la  série  proposée  est  convergente  ou  divergente. 

Remarque  IIL  —  Il  est  facile  d'évaluer  une  limite  de 
Terreur  commise  quand  pour  calculer  la  valeur  de  la 
série  (i)  on  se  borne  à    faire  la   somme  des  n  premiers 
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termes.  En  effet,  cette  erreur  est 


^rt  +  l   ~t-     ",1+9 


or  Un+i<y^Un,  Un_2<^!x^u,„  ...,  d'après  ce  que  l'on  a 
vu  :  donc  l'erreur  est  moindre  que  la  valeur  de  la  progres- 
sion 

uUn-h  oru,i-f  a^u^-h  ,  ,  . 

OU  que 


I  —  a 


Théorème  III.  —  Si  l'on  a  deux  séries  à  termes  positifs, 
l'une  convergente, 

(l)  <y  =  <7o-+-«i  +  «2+.-.+«„H-«r„+i-j-  ..., 

et  Vautre, 

(î»)  ^o+^iH-...-4-/^„+^„+,-f-..., 

telle  que  le  rapport  d'un  terme  au  précédent,  -^±i,  soit 

constamment  inférieur  au   rapport   correspondant  ^^^^ 
dans  la  première,  cette  dernière  est  convergente. 

En  effet,  la  série  (i)  étant  convergente,  la  suivante  le 
sera  aussi  (  ^  )  : 


(*)  Si  l'on  éprouvait  quelques  doutes  à  cet  égard,  ils  seront  levés  par  le 
théorème  II  du  paragraphe  suivant,  théorème  aui  pourrait  trouver  sa  place 
ici. 
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Cette  série  peut  s'écrire  ainsi  : 

Mais  la  série  (2)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

or  cette  série  a,  en  vertu  de  notre  hypothèse,  ses  termes 
respectivement   moindres  que  ceux  de  la   série  (3),  qui 
€St  convergente;  donc  la  série  (2)  est  elle-même  conver- 
gente, c.  Q.  F.  D. 
Il  est  facile  de  déduire  de  là  le  théorème  précédent. 

Théorème  IV.  —  La  seigle 

III  I  I 

(0        Ti+;'A-^-^Tc  +  - 


est  cons^ergen'e  ou  dwergente  selon  que  k  est  plus  grand 
ou  plus  petit  que  i. 

En  effet,  supposons  d'abord  A"  plus  grand  que  i;  la  série 
précédente  peut  s'écrire,  en  groupant  les  termes  (ce  qui 
n'altère  pas  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série, 
puisqu'elle  a  ses  termes  positifs),  de  la  manière  suivante  : 


I 
+  ^,  + 


k     '     ^k 


(ï) 


I'^  2 


3^  "^  4V  "^  • 


[(?/^+lf  "^   (2'^-+-2)/'-~^*"  ~^(2"+l)^J 


Si  l'on  suppose  A]>i,  le  terme  général  de  la  nouvelle 
série   est  moindre   que    -^  répété    2^    fois,  c'est-à-dire 

moindre  que  -i^^j—^'t  les  termes  de  cette  série  sont  donc 
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moindres  que  ceux  de  la  progression  géométrique  décrois- 
sante 


elle  est  par  conséquent  convergente. 

Si  au  contraire  A"<i,  alors  la  série  {2)  a  ses  termes 
plus  grands  respectivement  que  ceux  de  la  série  harmo- 
nique ;  elle  est  donc  divergente  dans  ce  cas. 

Dans  la  série  (i),  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est 
de  la  forme 


ji  -\-  1 


si  k  est  plus  grand  que  i,  cette  quantité  est  évidemment 
moindre  que j'  Donc  (*)  : 

Théorème  V.  —  Si  dans  une  série  le  rapport  d^ un 
terme  au  précédent,  ayant  pour  limite  V unité,  peut  se 

mettre  sous  la  forme --,  et  si  n^  finit  par  rester  plus 

grand  que  i   ou  tend  vers  une  limite  k  plus  grande 
que  \^  cette  série  sera  convergente. 

Les  règles  de  convergence  que  nous  venons  de  donner 
suffisent  dans  la  plupart  des  cas;  nous  donnerons  dans  les 
exercices  quelques  règles  nouvelles,  en  laissant  au  lecteur 
le  soin  de  les  démontrer.  , 

Applications.  —  1°  Cherchons  si  la  série 

I  +  ^  X  H x^  -h  .  .  .  -f-  — x«-^  -t-  .  .  . 

5  m  «--f-ï 

(*)  Raabe  et  Duhamel  l'ont  trouvé  à  peu  près  en  même  temps. 
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est   convergente.  On  a  ici,  pour  l'expression  du  rapport 
d'un  terme  au  précédent, 


'«  +  l]^-4-  I    /2^—  I 


I 

X'. 


pour  73  =  00  ,  la  limite  de  cette  expression  est  x.  Donc 
la  série  est  convergente  si  moda:<i,  divergente  si 
modx>i;  enfin,  si  modx  =  i,  elle  est  encore  diver- 
gente, parce  que  les  modules  des  termes  ont  pour  limite  i 
et  par  suite  ne  tendent  pas  vers  zéro. 
2^  Cherchons  si  la  série 


1  I 

2  D 


est  convergente.  Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  a 
pour  expression  générale  ,  ^   ,  ^^2_  (^^  _|_  j\'  ^^^*  ^^  hmite 


est  I.  Cette  expression  peut  s'écrire  : 


+ 


En  multipliant  -^-  par  tz,  on  obtient  une  quantité  dont  la 
Hmite  pour  n  —  oo  est  2.  Donc  la  série  est  convergente. 

IV.  —  DES  CALCULS  QUE  L'ON  PEUT  EFFECTUER  SUR  LES  SÉRIES. 

Théorème  I.   —  Si   l'on  considère   les  séries  conuej'- 
gentes 

A  =  «0  +  ^1  +  •  •  •  +  ""  -1-  .  •  . , 

C  =  Co  -h  Ci  -+-  .  .  .  +  c„  4-  .  .  . , 


OF  THK 

I  "OrNIVERSITY 
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la  série  dont  le  terme  général  est 

est  convier gente  et  a  pour  ^valeur  A  dz  B  ziz  C  ziz  .  .  . , 
En  effet,  on  a 


.  n  ___  n  n  n 

'o  ^^0  ^^Q  ^^0 


Si  l'on  suppose  que  7z  augmente  indéfiniment,  on  voit 
que  \^  ïi  a  une  limite  égale  àzlzAzbBzizGziz...,  ce  qui 
démontre  le  théorème  énoncé. 

Théorème  II.  —  Si  la  série 

s  z=  Uq-{-  U^-h  .  .  .~\-  lf.,i  -h  .   .  . 

est  convergente  et  a  pour  valeur  s, 

aUf^  -f-  auy  -f- .  .  .  +  aiifj^  -}-  .  . . 
sera  convergente  et  aura  pour  valew  as. 
En  effet, 

Donc,  si  n  augmente  indéfiniment,  \]^  [au)  a  une  limite 

77 

égale  à  alim^  m  ou  à  as.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  III.  —  Si  la  série 

s  =:--  Uq  +  Z^i  -f-  «2  h-  •  •  •  -+-  "«  H-  .  .  . 

est   coni^ergente  et  a  tous  ses  termes  positifs^  si  de  plus 
«0,  CL^,  ...,  <7.,/,    ...   sont    des   nombres   positifs    qui    ne 
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croissent  pas  au  delà  de  toute  limite, 

a^  u^-\-  a^u^-Sr  a^u^-\-  .  .  .  +  «„  ««  +  .  .  . 

sera  convergente. 

En  effet,  en  désignant  par  A  un  nombre  plus  grand  que 
«,,  <7o,  .  .  .,  a„,  .  .  . ,  cette  série  a  ses  termes  respective- 
ment plus  petits  que  ceux  de  la  série  convergente 

A.v  =  A  Wq  H-  A  /<!  -h  .  .  .  -I-  A  M„  -4-  .  .  . , 

qui  est  aussi  à  termes  positifs.  Abel  a  démontré  que  le 
théorème  précédent  était  encore  vrai  pour  une  série  con- 
vergente quelconque  si  les  nombres  a^,  a^ ,  «2,  .  • .  allaient 
constamment  en  décroissant;  en  effet,  dans  cette  hypo- 
thèse, en  posant 

(i)  n^-h  ih-\-.  .  .-^u^—Sn, 

(2)  ^0^0  + r/'i/Zi-h.     .4-«„/<,,r=r„, 

on  a  les  relations  suivantes, 

"o^^-^O'        U^-=:z  S^         Sq,        •••7        Ufi-=zS,i —  .?«— 1,        •••, 

et  par  conséquent,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (2), 

ce  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

(3)  ^«  =  («0— «1)^0-^(^1  — «2)-yi  +  .  •  •  +  ««-^«. 

Dans  cette  équation,  les  coefficients  de  5o,  ^i,  ...  sont 
tous  positifs,  car  a^,  a^,  ...  vont  en  décroissant;  mais,  si 
9  désigne  une  moyenne  entre  les  quantités  Sq,  .ç,,  .  .  .,  Sn, 
on  aura 
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Or,  n  augmentant  indéfiniment,  0  conserve  une  valeur 
finie;  donc  tn  conserve  une  valeur  finie.  Supposons  alors 
5o,  5i,  .  .  .,  Sn,  ...  positives  (s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on 
augmenterait  convenablement  Uq)\  tn  croît,  en  vertu  de 
l'équation  (3),  avec  tz,  sans  devenir  infini;  il  a  donc  une 
limite;  par  suite,  la  série  (2)  est  convergente. 

C.   Q.  F.  D. 

Théorème  IV.  —  Si  les  séries 

(0  -^  =  '^0  4-  «1  -4-  ?^2  -^-  .  •  •  +  ?^/,  -i-  .  •  . , 

sont  con\^ej'gentes,  la  série  dont  le  terme  général  est 

cr'„  —  «0  ^'n  H-  "1  «'«-1  +  /'2  <'/;-2  H-  ...  -h  «„('o 

est  convergente  et  a  pour  valeur  st  dans  certains  cas  que 
nous  allons  examiner, 

1°  Supposons  d'abord  les  séries  (i)  et  (2)  à  termes  posi- 
tifs: nous  aurons 


(3)  j  A«  S"= S'"  +  "■  ^  '■"  +  "'(""- + "«'+■• 


Considérons  maintenant  le  produit  V    «V    (^.  Le  terme 

de  ce  produit  dans  lequel  la  somme  des  indices  est  la  plus 
élevée  est  im.  Si  donc  im  est  au  plus  ^gal  à  n,  tous  les 

termes  de  >     a  y     ç  se  trouvent  compris  dans  >    w.  On 

a  donc 
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Or,  en  vertu  de  l'égaliLé  (3), 


y"-<y"«i:' 


V. 

0       — '0 


Mais  si  l'on  suppose  que  m  et  n  augmentent  indéfiniment, 
\^  /i  \]  r  et  \^    il  2^   ^  tendront  tous  deux  vers  st.  Alors 

'V  vv,  qui  reste  compris  constamment  entre  ces  deux  pro- 
duits, tendra  aussi  vers  la  limite  st.  Le  théorème  qui  nous 
occupe  est  donc  démontré  pour  le  cas  où  les  séries  (i)  et 
(2)  sont  à  termes  positifs. 

2°  Supposons  que  les  séries  (i)  et  (2)  ne  perdent  pas 
leur  convergence  quand  on  rend  leurs  termes  positifs. 
Considérons  d'abord  les  termes  des   séries  (i)  et  (2)  en 

valeur  absolue.  Tout  ce   qui  dans  l'égalité  (3)  suit  \^  w 

a  pour  limite   zéro ,    car    y,  f'  y,   ^'  c^  z^    w  ont  même 

limite,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir  tout  à  l'heure. 
Il  en  sera  encore  de  même  a  fortioin  quand  on  aura  rendu 
aux  termes  des  séries  (i)  et  (2)  leurs  signes  respectifs.  Par 
conséquent,  si  dans  l'égalité  (3)  nous  supposons  que  n 
augmente  indéfiniment,  il  vient,  en  passant  aux  limites, 


st 


lim  y    tf , 


ce  qui  démontre  que  le  théorème  est  encore  applicable 
dans  le  cas  où  les  séries  ne  perdent  pas  leur  convergence 
quand  on  rend  leurs  termes  positifs. 

3°  Considérons  enfin  le  cas  où  les  séries  (i)  et  (2)  se- 
raient à  termes  imaginaires.  Nous  supposerons  les  séries 
des  modules  de  leurs  termes  convergentes,  et  nous  pose- 
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rons  en  général 


/?„(cosa,,-|-y/— rsina,, 


<'«=  qn{cos^„  -h  y/—  I  sin/3,J. 

Alors,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  pre- 
mier cas,  la  différence 

aura  pour  limite  zéro;  il  en  sera  de  même  a  fortiori  de  la 
quantité 

/?i(cosaiH-v'— isinaJ^„(cosp,,-f-v^~sin,3„) 

4-/>2(cosa2  +  v/— ïsin«2)[î„_i(cosp,,_i  +  v/-7sinp„_J 

+  7„(cos(3„-hv/^sin(3,J] 

~i~ , o      .  o  o 

qui  n'est  autre  chose  que  m,  i^2-4-  «2 (<^,7-) 4- ^^« )-!-....  L'éga- 
lité (3),  en    passant   aux  limites,  fournira    donc    encore 

st=z\  w,  et  le  théorème  est  encore  vrai  dans  ce  dernier 
cas. 

Remarque.  —  Ce  dernier  théorème  et  le  théorème  V 
de  la  page  92  montrent  toute  l'importance  des  séries 
dont  les  modules  des  divers  termes  forment  une  série  con- 
vergente, puisque  l'on  peut  effectuer  sur  ces  séries  des 
calculs  analogues  à  ceux  que  l'on  effectue  sur  des  poly- 
nômes composés  d'un  nombre  limité  de  termes.  On  a 
donné  à  ces  séries  le  nom  de  séries  absolument  conver- 
gentes. 
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THEOREME  D'ABEL. 


Lemme.  —  Si  une  série  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  d'une  même  lettre  x  est  conver- 
gente pour  le  module  R  de  x,  elle  l'est  encore  pour  tout 
module  moindre.  Si  elle  est  divergente  pour  le  module  R 
de  x^  elle  l'est  encore  pour  un  module  plus  grand. 

En  effet,  considérons  la  série 

(l)  «0+  «1^  +  «2-2?-  +  - .  .4- «/j^''  +  .  .  ., 

dans  laquelle  a^,  a^^  .  .  .,  aa  sont  constants;  cette  série 
étant  convergente  pour  un  certain  module  R  de  x^  les 
modules  de  «o,  «jR,  .  .  . ,  a/^R'*  devront  tendre  vers  zéro. 
Si  l'on  considère  alors  la  progression 

iodx  /modo^X" 

H- .  .  .  , 


qui  est  une  série  convergente  quand  le  module  de  x  est 
moindre  que  R,  en  multipliant  ses  termes  par  les  nombres 
mod<2o,  moda<R,  moda^R-,  ...,  mod<2//R",  qui  ne 
croissent  pas  indéfiniment  (p.  io5),  on  obtient  la  série 
convergente 

modao  +  modai^  +  mod  «2^^  +  • 


Là  convergence  de  celte  série  entraîne  celle  de  (i). 

c.    Q.    F.    D. 

Corollaire.  —  Il  résulte  de  là  qu'il  existe  un  module  R 
de  X  tel,  que  pour  tout  module  moindre  la  série  (i)  est 
convergente,  pour  tout  module  plus  grand  elle  est  diver- 
gente; ce  module  s'appelle  le  rayon  de  convergence  de 
la  série.  En  représentant  les  imaginaires  par  des  points, 
conformément  aux  méthodes  de  Cauchy,  on  voit  que  la 


II '2  TRAITE    D  ALGEBRE. 

série  (i)  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  con- 
tenues à  l'intérieur  d'un  cercle  décrit  de  l'origine  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  au  rayon  de  convergence.  Ce 
cercle  est  ce  qu'on  appelle  le  cercle  de  convergence  de 
la  série. 

Une  série 

9o(:r)-h  01(37)  +  ..  .-l-c?„(a7)+.  .., 

dont  les  divers  termes  sont  fonctions  de  x  est  dite  unifor^ 
mentent  convergente  entre  des  limites  données  de  x  (qui 
peut  être  réel  ou  imaginaire)  si  le  module  du  reste 

»/i+l('2^)H-  0^+2(^)  +  ..., 

peut  être  pris  moindre  qu'une  quantité  donnée  £  pour 
une  valeur  convenable  de  n  et  rester  moindre  que  £  pour 
des  valeurs  plus  grandes  de  /?,  quel  que  soit  x  compris 
entre  les  limites  données. 

Théorème.  —  Si  les  fonctions  cpo,  9, ,  .  .  . ,  cp«,  .  .  .  sont 
continues  entre  certaines  limites  données  de  x,  et  si 
entre  ces  limites  la  série 

Y{x)=^q{x)-^  Cp,  (37  )+...+  cp„(.r  )-!-... 

est  uniformément  convergente,  sa  valeur  ¥{x)  est  une 
fonction  continue  de  x  entre  ces  limites. 

En  ellet,  posons 

/«(^)  =?o(^)  +  ..-H-?«(«^), 

R«(^)=  9«+i(^)-+-cp„.^2(^  )  +  •••, 
on  aura 

et  en  appelant  h  un  accroissement  infiniment  petit 

¥{x-{-  h)=fn{x  -\-h)  +  R,,(.r  +  h), 
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d'où 

(  'P{oo-^h)-Y{œ)=Mx  +  h)-Mx) 

Or,  si  l'on  suppose  x  el  x  -\-  h  compris  entre  les  limites 
données,  on  pourra  prendre  n  assez  grand  pour  que 

(2)  moA[K„{œ  ^  h)—Kn{x)]<  -y 

puisque  la  série  estuniformément convergente.  Enfîny;i(^) 
étant  continu,  on  pourra  prendre  h  assez  voisin  de  zéro 
pour  que 

(3)  mod[/„(^  +  /0-A(^)]<  ^; 

les  formules  (i),  (2),  (3)  donnent  alors  en  observant  que  le 
module  d'une  somme  est  moindre  que  la  somme  des  mo- 
dules de  ses  parties^ 

mod[F(a7  +  /i)— F(ip)]<£, 

ce  qui  démontre  la  continuité  de  F(x). 

Théokème  d'Abel.  —  Une  série  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  d'une  même  Lettre, 

«1  +  «1  a?  H- «2  a?^ -1- .  .  . -f  a„  ^«  + . .  . , 

dans  laquelle  aQ^  a^,  .  .  .,  a^^  .  .  .,  sont  indépendants 
de  x^  1°  est  uniformément  convergente  dans  son  cercle 
de  convergence,  2°  sa  valeur  est  donc  une  fonction  con- 
tinue de  X  dans  le  même  cercle. 

En  effet,  soit 

fn{x)  =  «oH-^^l^-h    .  .-4-  a,iX^, 
L.    -  Algèbre,   II.  8 
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soient  p,-  le  module  de  a,-,  r  le  module  de  x,  R  une  quantité 
un  peu  plus  petite  que  le  rayon  de  convergence,  on  aura 

mod  On  {oc)  <  p„+,  r«+-i  +  p„+,  ,-«+2  _+...., 
OU 

modcp„(a7)<  ^  R«+ir«+i+|^^  R«4-i,,«+i  ^    .  ^  ^ 

et  a  fortiori  en  appelant  M  la  plus  grande  des  quan- 
tités ^iW 

»od,„(.)<M[(0-^(0'-%...], 

OÙ  la  quantité  entre  crochets  est  la  valeur  d'une  progres- 
sion géométrique  dont  la  raison  est  moindre  que  un,  sa 

valeur  est  (^^j        7^77'  ^^  P^^^  prendre  n  tel  que  cette 


valeur  soit  moindre  que  ^  et  reste  moindre  que  j^  quand  ti 
croît;  donc  on  peut  rendre  le  reste  ^n{oc)  moindre  que  e 
quel  que  soit  x  compris  dans  le  cercle  de  convergence, 
ce  qui  démontre  le  théorème  d'Abel. 

Remarque  très  importante.  —  Deux  séries  ordonnées 
par  rapport  aux  puissances  de  x  et  qui  représentent  la 
même  fonction  ont  les  mêmes  coefficients;  en  d'autres 
termes,  une  même  fonction  ne  peut  pas,  pour  les  mêmes 
valeurs  de  x,  se  développer  de  deux  manières  en  série, 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 

En  effet,  si  l'on  avait 


on  aurait,  pour  x  ^=0 


«0=  bo', 
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divisant  alors  par  x^  on  obtiendrait  l'égalité 

«1  4-  «2^  -!-  •  •  •  =  6i  H-  6.237  H-  ,  .  . , 

qui  subsiste  même  pour  ^  =  o,  car  les  deux  membres  de 
la  formule  précédente  sont  continus,  en  vertu  du  théorème 
d'Abel;  on  a  donc  a^  =  bi,  et  ainsi  de  suite. 

VI.   —  LIMITE  DE   (  1-+--)       POUR  m  =  co  ^  m  ÉTANT  ENTIER. 

On  a  souvent  besoin,  en  Analyse,  de  connaître  la  limite 

vers  laquelle  tend  li^^m  quand  m  croît  indéfiniment. 

Pour  trouver  cette  limite,  nous  nous  appuierons  sur  le 
lemme  suivant  : 

Lemme,  —  ^i  a,  (3,  .  .  .,  X  sont  des  nombres  positifs 
moindres  que  l'unité  et  tels  que  a4-|3-+-...-h>l<<i,  on 
aura 

(ï  -  ^-)(i  -  13) .  .  .  (i  -  )-)  =  I  -  0  («  -h  |3  +  . .  .  +  X), 
B  désignant  un  nombre  compris  entre  o  et  i. 
En  effet^ 

(l_a)(ï—  ^):=I_  a  —  /3  +  ap, 

d'où 

En  multipliant  par  i  —  y,  on  en  déduit 

{ï-^)(l-P)(l-7)>[l-(«  +  (3)](l-y), 

ou,  en  vertu  du  théorème  contenu  dans  la  formule  (A), 

(,_a)(l-/3)(l-y)>i_(a  +  p  +  y); 
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en  multipliant  par  i  —  â,  on  trouvera  de  même 

(^-«)(^-/3)(i-7)(i-^)>i-(«  +  (3  +  7  +  ^), 
et  ainsi  de  suite.  On  a  donc 

I  >[l  -  a)(l  -  |3)...  (!->)>! -(a  -f-  S +...  +  >), 

et,  si  Q  désigne  un  nombre  convenablement  choisi  entre  o 
et  I,  on  peut  écrire 

(l  -  a)  (l  ~-  (3).  .  .  fi  -  )0  zzr  I  _  e(a -f-  /3  +.  .  . -h  >). 

c.    Q.  r.  D. 
Arrivons  à  la  recherche  de  la  limite  de  (  i-f-  "^  )    .En  sup- 
posant d'abord  que  m  croisse  en  passant  par  des  valeurs 
entières  et  positives,  la  formule  du  binôme  donne  (p.   y) 

(,+f:V"^,  +  f!/fU"'''"-'Y-V+  .. 

m  [m  —  I ) .  .  .  [m  —  p  ■+  i)  f  .x\p 

1.2.3.../^ 

ou  bien 


{>) 


.X- 

9. 


((-:r='--(-i)r 


m  I    \         m 


xP 


I .2.3. . .p 


Supposons  que  m  augmente  au  delà  de  toute  limite  ;  si  l'on 
remplaçait  dans  le  second  membre  de  cette  formule  (i) 
chaque  terme  par  sa  limite,  on  s'exposerait  à  trouver  un 
résultat  inexact,  parce  que  la  limite  d'une  somme  n'est 
égale  à  la  somme  des  limites  de  ses  parties  qu'autant  que 
le  nombre  m  de  ces  parties  est  fini  (t.  I,  p.  1 1  7,  ligne  1 1). 
Quoi  qu'il  en  soit,  je  dis  que  le  second  membre  de  la  for- 
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mule  (i)  a  pour  limite  la  valeur  de  la  série 

(2)  S=  i-j---4--^-f-... 


I  I  .-2  I 


.2.3.  .  .  /? 


qui  esl  convergente,  car  l'expression  générale  du  rapport 

d'un  terme  au  précédent  est  -,  quantité  dont  la  limite  esl 

zéro  pour  n=:  œ  (p.  99). 

Pour  le  démontrer,  observons  qu'en  vertu  du  lemme 
précédent  on  a,  en  désignant  par  ôi,  O2,  ...  des  nombres 
compris  entre  o  et  i , 


('-;!.)  (-^)-(-^-i^)  =  '-v 


2 — 7— — ' 


I  I  2  P  —  ï  P\P  —  0     T       r 

car  la  somme 1 h  •  •  •  -I-  est  ^-^ La  ior- 

m        m  m  im 

mule  (i)  peut  alors  s'écrire 


(-^) 


X  X- 

I  H 1 h.  .  .+ 


1.2  \ .1.Z  .  .  -m 

\  .r2  r 

3) 


I  1.2 


.•2.  .  .(m  —  2 


■J 


Si  l'on  suppose  m  =  00  ,  la  quantité  écrite  sur  la  première 
ligne  du  second  membre  de  cette  formule  tend  vers  la 
valeur  S  de  la  série  (2);  quant  à  la  quantité  écrite   à   la 

suite,  elle  se  compose  de  deux  facteurs,  l'un  —  qui  tend 
'  ^  2m  ^ 

vers  zéro  et  l'autre  dont  le  module  est  inférieur  à  la  valeui 

de  la  série  convergente 

R        R2 

H \ h  .  . 

I         1.2 
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dans  laquelle  R  désigne  le  module  de  x.  Cette  quantité  a 
donc  pour  limite  zéro,  et,  par  suite,  la  formule  (3)  devient, 
pour  m  z=i  oo  , 

(4)     H,n(,  +  ^r=S  =  ,  +  f  +  ^  +  ...+       ■-" 


f^^J  I  1.2  l  .2..  .  ,/t 

Cette  formule  est  démontrée  en  supposant  que  m  tend  vers 
l'infini  en  passant  seulement  par  des  valeurs  entières  et 
positiv.es  ^  nous  allons  prouver  qu'elle  a  encore  lieu  quand  m 
devient  infini  en  passant  par  des  valeurs  quelconques. 

VIL  —  LIMITE  DE  (  I  -f-  -  j     •  ETUDE  DU  CAS  OU  m  EST  QUEL- 
CONÛUE.  DÉVELOPPEMENT  DE  e^,  CALCUL  DE  e. 

Supposons  X  réel  et  m  positif;  soit  7i  un  entier  tel  que 
ïi  <i  m<^  n -\-  i .  On  aura,  en  supposant  d'abord  x  >  o, 

(-j)">(-,S">(-,:, 

ou 

(-r(-:)>(-3">(-.-^ 

Or,  n  et  n  -\-  i  étant  entiers,  (  i  -h  -  )     et  (  i  H — ) 

ont  pour  limite  la  quantité  appelée  S  au  paragraphe  pré- 
cédent quand  m  =  co   ou  w  =  oo  ;  les    facteurs  i-\ —   et 


H 


i  /  \  «-f-i 


14-  - 
m 


I  H ont  évidemment  pour  limite  i .  Donc 

/ï  -h  I  ^ 

qui  est  compris  entre  deux  quantités  ayant  pour  limite  S, 

a  lui-même  pour  limite  S.  La  démonstration  serait  la  même 

si  l'on  avait  x  <^o;  il  faudrait  seulement  changer  le  sens 

des  inégalités  précédentes. 
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Si  m  était  négatif,  en  le  remplaçant  par  —  ./2,  on  aurait 
îilors 

\         mj  \         n)  \n  —  x  )  \         n  —  x) 


QQ       \  n—x 

I 


n  —  X 


(rjQ        \  n-x  ^  ^ 

I  H j         pour  n  —  ^  =  GO,  G  est-a- 
dire  pour  n=zaOj  est  S,  tandis  que  la  limite  de 


n  —  X 


est  I  ^  on  a  donc  encore,  dans  le  cas  où  m  devient  infini 
en  passant  par  des  valeurs  négatives, 

T      /  x\'f^       ^  X        x"^ 

(1)  hm     I  H =  S  =:  H 1 !- 

^  '  \         m)  I        1.2 

Remarques.   —  Si  dans  cette  formule  (i)  nous  faisons 
x-=\^  nous  aurons 

hm  1  I  H =  1  H 1 

m  1        1.2 


1.2.3  •■■  I.2.3.../1 


On  désigne  par  e  le  second  membre  de  cette  formule,  eu 
sorte  que 

Ce  nombre  e  est,  comme  on  l'a  vu,  la  base  des  logarithmes 
népériens  ;  on  peut,  en  posant  m  =  -5  lui  donner  la  forme 


1 


(3)  e  =  lim(i  +  a)% 

que  l'on  a  rencontrée  (p.  32). 
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On  a 

m 
m 

mais   (  '  ~f-  ~  )    '  6ri  vertu  de  (  2  )  ou  de  ( 3  ),  a  pour  limite 
quand  m  ou  —  croît  indéfiniment;  on  a  donc 

lim     1  H =  £?^, 

et  par  suite,  en  vertu  de  (i),  la  formule  de  Leibnitz 

(4)         e-^=H- --h-^ +.  .    -\ %, h.... 

^^'  I  1.2  l      7..6.   .  .71 

Si   dans  cette    formule  on   remplace   x  par   :::log«,  elle 
donnera 


I  + 


I  I  .2 


La  formule  (4)  peut  servir  au  calcul  de  e^.  Supposons 
que  nous  ne  prenions  que  les  n-\-  i  premiers  termes  de 
cette  formule;  l'erreur  commise  sera 

^«+i       r        x  .r^  n 

1.2.    .(/2H-i)L^        /^-i-2        [n-{-i)[n-\-Z)       "'y 
si  X  est  positif,  cetite  erreur  sera  inférieure  à 

r"+i  r  .r  x^  "1 


1.2.3 

ou  à 


.r 


«H-l 


I  .  2  .  3  .  .  .  (  /z  H-  1  )   «  +  I  —  x 

si  l'on  suppose  x  négatif,  le  premier  terme  négligé  dans  la 
série  fera  connaître  une  limite  de  l'erreur  (p.  90). 
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En  appliquant  ces  considérations  au  cas  où  x  =  i,  on 
peut  calculer  le  nombre  e  au  moyen  de  la  formule 


I          I 
e  =  i-\ 1 


I  1.2  I  .  2 .  .  .  /2 

On  a,  par  exemple, 

I .2.3. . . 12  =  47900160; 

donc,   en    s'arrêtant   au   treizième    terme    inclusivement, 
l'erreur  commise  sur  le  calcul  de  e  sera  moindre  que 


40000000    12 

et  l'on  aura  e  avec  huit  chiffres  exacts.  On  a  trouvé 

er=  2,718281828459045. . .. 

Le  nombre  e  est  inconiinensiuable.  En  effet,  si  l'on  pou- 
vait avoir 


(5)        ^  =6=1^ \ h... 


q  I       1.2  1.2.3...^ 

p  et  q  désignant  deux  entiers,  on  en  déduirait,  en  multi- 
pliant par  1.2.3..,^, 

i.2.3...(^— i)/?=:i.2.3...7  +  2.3...7  +  3.4...7  +  ... 

!  I 

+  1-1- 


Or  cette  égalité  est  absurde.  En  effet,  le  premier  membre 
est  entier;  quant  au  second,  il  est  évidemment  fraction- 
naire, car 


q-hi  '^  [q -h  i)]q '-{- 2.)  "*~-'*<^  +  i  "^  (^4-,)2  +♦••' 
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c'est-à-dire 


q-{-\ 


OU  bien 

<'- 

La  formule  (5)  est  donc  absurde,  et  le  nombre  e  incom- 
mensurable. Ç^     Q     f,     jj 


VIII.  -  LIMITE  DE   L^'^'-^^J      M      POUR  m  =  a:, . 

SÉRIES  DE  NEWTON. 
Soit 

V  m 

et  proposons-nous  de  trouver  la  limite  de  Z  pour  Tn=:  co  , 
X  et  Y  désignant  deux  nombres  réels.  Pour  éviter  toute 
ambiguïté  dans  la  valeur  de  Z,  nous  supposerons  que  /w 
ne  passe  que  par  des  valeurs  entières  (ou  que  l'on  prenne  Z 
avec  son  plus  petit  argument);  on  a 

m 

modZ  =11  + 


\  m  m^      ) 

l         1  mx  -f-  .T^  4-  r^  \ 
\  m"  j 


.2     I      ^2\   2/«x-H>i*-f-y« 


2mx-4-j,«-f-yi 


Quand  m  croît  indéfiniment,  la  quantité  entre  crochets  tend 
vers  e  (<),  l'exposant  de  cette  quantité  tend  vers  x\  donc 

(*)  En  effet  on  a 

^ —  =  -[2x-\ 1-—  1» 

nr  m  \  m         m  J 
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on  a 

Yim  modZ  :=  e^ . 

Calculons  l'argument  de  Z.  Soit  cf  l'argument  de 

I  -\r  -  5 

m 

celui  de  Z  sera  mcç  (p.  6g),  et  l'on  aura 

(i)     smf=^-—.  '  ==,      Ungc^-      ^ 


y  m 


m        I  o  ^        ^2  _^  y2  -  ■         m  -^  X 


Or  l'arc  9  a  une  tangente  et  un  sinus  très-petits  ;  on  peut 
le  supposer  très-petit,  positif  ou  négatif,  car  son  cosinus 
est  très-voisin  de  H-  i  ;  il  est  alors  compris  entre  sa  tan- 
gente et  son  sinus,  dont  on  a  les  expressions  (i).  L'arc  ma^, 
qui  est  l'argument  de  Z,  sera  donc  compris  entre 


i/i-f-  — 
y  m 


'- et     -i^; 


X 

m 


ces  deux  quantités  ayant  pour  limite  y  quand  on  fait 
772=  00  ,  on  en  conclut  que  mcp  ou  l'argument  de  Z  a  pour 
limite  y  ;  donc  enfin 

{2)    liml  i-f ^V \     =:limZ  =  e^(cos7-|-v'— isinj). 

Mais  on  a  trouvé  (p.  1 15,  1.  4) 

,.      /  xy^  .T.         .r^ 

hm     I  H =  H 1 h  .  .  . 

\         m  1         1.2 


et  il  est  manifeste  que  pour  m  =  co  cette  quantité  tend  vers  zéro,  de  même 

imx -h  X* -+- y^  ^*_f-x* 

; '■■ —  =  a:  H a  pour  limite  x  pour  /re  =  oc  . 
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quel  que  soit  x  ;  donc 

hm     I  H =  1  H 


x-i-x\/—iy  ^ 

-j-  •  •  •  t 


et  par  suite,  en  vertu  de  {i), 

I  e^l^cosj  -+-  V —  1  sinjj  =  i  H 

(3)      I  ,  '__, 


( 


I  .2 


Voici  maintenant  les  conséquences  importantes  à  tirer 
de  cette  formule.  Si  l'on  y  fait  x  ■■=  o,  on  a 

— •  .  js/— i       y-      .r^y—i  , 

cosj  +  v/-isin7  =  T-^-^ _______+...; 

en  égalant  alors  de  part  et  d'autre  les  termes  réels  et  les 
coefficients  de  y/ —  i ,  on  a 

y1  y'*  y^n 

^^'        -^  1.2        1.2.3.4  1.1.  .  .in^ 

^  smj  =  r  -  7-73  +  77^737^ +  ••  • 
(5)  < 

±: =4=..., 

\  i  .  2  .  .  .  (  2  /Z  +  I  )  "^ 

formules  remarquables  dues  à  Newton  et  déduites  d'un 
développement  de  arcsin.r  par  une  méthode  peu  usitée 
aujourd'hui  et  dite  du  retour  des  suites;  ce  développement 
de  arc  sinj:  avait  d'ailleurs  été  découvert  par  Newton  lui- 
même,  ainsi  que  la  méthode  du  retour  des  suites. 

Les  formules  (3)  et  (4)  peuvent  servir  au  calcul   des 
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Tables  de  sinus  et  de  cosinus  naturels  ;  elles  serviront  à 
vérifier  de  temps  en  temps  les  résultats  obtenus  par  la 
méthode  de  Simpson.  Mais  elles  seront  surtout  utiles  pour 
calculer  un  sinus  ou  un  cosinus  quand  on  n'aura  pas  de 
Tables  à  sa  disposition,  car  elles  sont  très-convergentes. 
Pour  les  appliquer  à  un  arc  de  (j.  secondes,  on  commencera 
par  calculer  la  valeur  y  de  cet  arc  en  prenant  le  rayon 
du  cercle  trigonométrique  pour  unité  ;  on  aura  alors 


180.60.60' 
ce  serait  une  faute  grossière  que  d'écrire 


sm  i^  —  F  — 


.2.3 

et  que  je  signale  pour  l'avoir  vu  commettre  trop  souvent 
par  les  élèves. 

IX.  —  QUELQUES  MOTS  SUR  LIS  TRANSCENDANTES  IMAGINAIRES. 

Reprenons  la  formule  (3)  du  paragraphe  précédent  : 

1       /  / .      ^  -^  +  ysj —  » 

\  e^  (cosj  -+-  V  —  I  sm jj  =  i  -+- 


Le  second  membre  de  cette  formule  ne  diffère  du  déve- 
loppement de  e^  que  par  le  changement  de  a:  en  x  -+-j  y/ —  i  ; 
il  paraît  donc  tout  naturel  de  prendre  ce  second  membre 
comme  définition  de  l'exponentielle  e^+J\/-<  ;  alors,  par 
définition,  on  aura  (p.  I  2 1 ,  1.  5  ) 

[  2  )  e^-^  ^V~^  1=  c'^  (ces j  +  v^ —  I  sin  j) . 
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Il  est  très-facile  de  constater  que  les  propriétés  des 
exponentielles  imaginaires  sont  les  mêmes  que  celles  des 
exponentielles  réelles.  Ainsi,  je  dis  que  l'on  aura 

en  effet,  cette  formule  équivaut  à 

e^  (cosj  +  V^—  I  sin  r)  e^'  (cosj'  -4-  \l'^^ûny') 
=  e^+^'  [ces  (  j  +  j')  +  ^177  sin  ( j  +  /)] , 

qui  a  lieu  en  vertu  de  la  formule  de  Moivre. 

La  propriété  fondamentale  des  exponentielles  étant  dé- 
montrée, les  autres  s'en  déduisent  (p.  4o). 

Si  dans  (a)  on  fait  x  =  o.  on  a 

(3)  e^s^-i  =:  cos  r  -+-  \/—  i  sinjr, 
d'où  l'on  tire,  en  changeant jy  en  — j^ 

(4)  e-y^J-^  =  cosj  —  y/—  I  sinj. 

Des  formules  (3)  et  (4)  on  tire  les  suivantes,  dues  à  Euler  : 

.  -. ,                  ^^V=î  -f-  ^-J*/=ï        .           cy\l'^  —  e-yy/^ 
5  )       COSJ  = ,      sm  j  = ^=^ 

Ces  deux  formules,  à  leur  tour,  peuvent  servir  de  définition 
aux  fonctions  cosj-  et  sinj'-  quand  j  est  imaginaire,  et, 
quand  on  y  remplace  e^v/-<  et  c~y^  par  leurs  dévelop- 
pements en  série,  on  retrouve  les  formules  (4)  et  (5)  du 
paragraphe  précédent,  que  l'on  pourrait  également  prendre 
pour  définitions  des  fonctions  cosy  et  sinj^ 

Toutes  les  formules  de  la  Trigonométrie  se  retrouvent 
avec  la  plus  extrême  facilité  en  partant  des  formules  (5); 
en  les  ajoutant  après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  trouve 
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cos2j-H  sin^j^zz:  I.  Les  formules  d'addition  des  arcs  se 
retrouvent  aussi  facilement.  Les  fonctions  tangj,  cot^r, 
sécj,  cosécjr  seront  définies  par  les  équations 


smr  cosr 

tansr  r  =  ?      cot  j  =  - — 5 

°  cosr  smjr 


Il  existe  deux  fonctions  présentant  avec  le  sinus  et  le 
cosinus  la  plus  grande  analogie  :  ce  sont  le  cosinus  et  le 
sinus  hyperboliques,  définis  par  les  relations 

cos/2.r= î      sm/zx= 


On  vérifiera  facilement  que 

cosh[x  -h  j]  =  coshx  coshy  H-  sin//.r  sin^j, 
sin  A  (  .r  -f-  j)  =  sin  h  x  ces  h  y  —  cos  h  x  sin  hj^ 
cosh^.v —  s^n/^^J=  i, 

Maintenant  posons 

e^  =  x; 

z  sera  ce  que  l'on  appelle  le  logarithme  népérien  de  x,  et, 
comme  l'on  a,  par  définition,  en  appelant  logr  le  loga- 
rithme népérien  ordinaire  du  nombre  positif  /% 

giog/'+6v/=t— -giogr^cosô  +  v^^^sin6)  =  r(cosô  H-  sj  —  isinô), 

on  voit  que  log;^  -\-  d\J —  i  est  le  logarithme  de 

r(cos9  H-  y/ —  I  sin 5). 
Donc  ; 

Le  logarithme  d'une  imaginaire  est  égal  au  logarithme 
réel  de  son  module,  augmenté  de  l'un  quelconque  de  ses 
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arguments  multiplié  par  \J —  i  ;  il  a  donc  une  infinité  de 
valeurs  différant  entre  elles  d'un  multiple  de  i tt  y/ —  i . 

Le  logarithme  d'une  quantité  réelle  et  positive  /',  ou 
r (ces 2 A  t:  H- y/ — I  sina/rTr),  aura  donc  une  infinité  de  va- 
leurs log/' -|- 2  A  ti^ —  I .  Ainsi  10^1  =  2/171^/ — i;  le  loga- 
rithme de  —  /•  sera  logr  H-  (  2  A  H-  1)7:  \/ —  i  , Il  va  sans 

dire  que  l'on  a  toujours,  quand  x  et  y  sont  imaginaires, 

logx  +  logj  —  log.2:j; 

mais  il  ne  faut  pas  oublier  que,  logx  contenant  l'arbitraire 
ihTisJ^^^  les  deux  membres  de  l'égalité  précédente  ne 
sont  vraiment  égaux  qu'en  choisissant  convenablement  les 
arguments  de  x,  j  et  xj. 

Les  fonctions  arcsino:,  arccosx,  arctangx,  ...  sont 
naturellement  définies  par  les  équations 

siri j  =  X,     cosj  =  Jo^     t'ingj  =^  Xj      .... 
[Voir  la  Trigonométrie  de  J.-A.  Serret.) 

X.   —   GÉNÉRALISATION  DE  LA  FORMULE  DU  BINOME,  RÉSOLUTION 
'b-Lax^^bx-\-c=o  QUAND  a  EST  TRÈS  PETIT. 

Nous  ferons  une  dernière  application  de  la  théorie  des 
séries  à  la  généralisation  de  la  formule  du  binôme. 

La  série 

m  mi  m  —  i  )     „  m(m  —  1  ) . . .  f^z  —  «  H- 1  )     „ 

I  1.1  i .1.6 ...  n 

\qui  pour  m  entier  et  positif  est  limitée  et  a  pour  valeur 
/i-l-x)'"]  est  convergente  quand  on  suppose  le  module 
de  X  moindre  que  i  ;  elle  est  divergente  quand  le  module 
de  X  est  supérieur  à  i . 
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En  effet,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour  ex- 

pression  générale x  ;  pour  /z  =  co  ,  11  se  réduit 

à  —  ^.  Si  donc  le  modale  de  x  est  plus  petit  que  i,  la 
série  sera  convergente;  elle  serait  divergente  si  le  module 
de  œ  était  supérieur  à  l'unité. 

Supposons  donc  modjf  <^  i  et  posons 


(■) 


[      ,     .                m  m  [m  —  i  ) 

l    ©(m)  =  I  H X  -ir-      ^  ' 


I  .2 
1  ' 


lllAllZl^Ltl}  ^n 


.2.3, 


f    f\  ^^  m  [m  —  I       „ 

I  1.2 


I  ) .  .  .  (  m'  —  /?  -h  I 

'-  .r«  -f- 


I  .  2 .  3  .  .  .  /^ 

Si  nous  multiplions  ces  formules  membre  à  membre  en 
observant  la  règle  donnée  p.  106,  nous  trouvons 

/    N     /    n               m-^m'           [m -h  m']  [m -\- m  —  i]     ^ 
y(m)9>(m']=n -—  X  H-  ^ ^-| /  .z-^  H-  ^.  ., 


Vm[m—\]...[m—ii-\-\]      m'  m[m—\]...[m — n] 

I  1  .  2  .  3  .  .  .  /2  I         1.2.3 


Soit,  pour  abréger,  A  le  coefficient  de  .x«  dans  cette  for- 
mule; A  est  un  polynôme  entier  du  degré  n  en  m  et  7/2'.  Si 
l'on  supposait  m  et //i' entiers,  ^^(rn)  (^[tïil)  se  réduirait  à 
(i-f-x )'"+'"',  car  cf(7n)  etçp{m')  se  réduiraient  à  (i-{-.r)'«  et 
à  (i-l-  xY''-,  le  coefficient  A  serait  donc  égal  au  polynôme 
de  degré  n 

[m  -{-  m'][m-\-  m'  —  1  ) .  .  .  (  m  -|-  m'  —  «  H-  i  ) 
I  .  2  .  3  .  .  .  /^  ' 

que  nous  désignerons,  pour  abréger,  parB.  Les  polynômes 

L.  —  Algèbre,  IJ.  0) 
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A  et  B  sont  égaux  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  m 
et  m',  c'est-à-dire  que,  m'  étant  entier,  on  a  A  =  B  pour 
plus  de  n  valeurs  de  m;  on  a  donc  A  =r  B  pour  m'  entier, 
quel  que  soit  m.  Mais  on  a  A  =  B,  quel  que  soit  m^  pour 
plus  de  n  valeurs  de  m']  donc  enfin  on  a  A  =  B  quel  que 
soit  m' et  quel  que  soit /7z.  En  remplaçant  A  par  B  dans  (3), 
on  a  alors 

,     N     /     M  m  ^  m' 

o[m]o[m'  ]  z=z  i  -{ .r  -f-  .  .  . 

( m  -f-  /?i'  ) .  .  .  ( m  -h  ni'  —  n  -{-  i) 


I  .  2  .  3  .  .  .  /^ 
c'est-à-dire 

(4)  cr>[m]c^{m')  =  f[,u-hm'). 

Orçp(w)est  fonction  continue  de  ni,  car,  si  l'on  suppose  m' 
très-petit,  03 (m'),  en  vertu  de  (i),  est  très-voisin  de  i;  donc 
(^(m-i-jji)  diffère  très-peu,  en  vertu  de  la  formule  précé- 
dente, de  cf(77z).  La  formule  (4)  exprime  (p.  4^)  que  9 (m) 
est  de  la  forme  n"\  a  désignant  une  quantité  indépendante 
de  m  que  l'on  obtiendra  en  faisant  m  =  i  dans  la  for- 
mule (i);  on  a  alors 

(r>  [i]  =^  I  -{- a:  z=  f:      et      ^  (w)  —  (  i  -}- .r  )"^ 

La  formule  (i)  devient  ainsi 


j('+-^)"'=ï+^ 


m  m  (m  —  i  )     . 

r  H '-  -2  -h  . 

I  .2 

m  [m  —  i).  ,  .[m  —  n  4-  i 
I  . 2  ...  « 


x"  -h . . 


c'est  la  formule  du  binôme  généralisée.  Le  premier 
membre  a  en  général  plusieurs  valeurs,  mais  il  est  facile 
de  voir  qu'il  faut  prendre  celle  qui  a  son  argument  com- 
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pris  entre ^  et-}- m-.  En  effet,  pour  a:  =  o,   le   pre- 

2  2  '■ 

mier  membre  de  (5)  doit  se  réduire  à  i  comme  le  second; 
son  argument  peut  alors  être  pris  égal  à  zéro  ainsi  que 
celui    de    x;    pour   que    l'argument   de    (i -h  ^)"^  puisse 

franchir  les  limites  —  —  et  -h— 5    il  faut  que  celui  de 
22  ^ 

I  -+-  X  puisse  franchir  les  limites  —  -  et  -4-  -  ;  or  c'est  ce  qui 
n'aura  jamais  lieu,  car,  si  l'on  pose  x  =  a-\-  hsj^^i,  l'ar- 
gument de  I  -h  X  aura  pour  cosinus  -— izir?  quantité 

toujours  positive,  car,  x  ayant  un  module  moindre  que  un, 
a  et  h  restent  moindres  que  un  en  valeur  absolue. 
On  voit  que,  si  m  est  négatif,  on  aura 


(6)      {^"      "^ 

i  m(m-hi)(m  +  2)     „ 

f  H T. .r"*  -h  .  .  .  . 

\  1.2.3 

La  formule  du  binôme  permet  de  résoudre  l'équation 

quand  a  est  très-petit,   avec  beaucoup  plus  de  rapidité 
qu'en  appliquant  la  formule 


2.  a        2.  a  ^ 


On  écrit  cette  formule  ainsi,  en  ne  prenant  que  le  signe  -  - 
^''  ^^  ~b^  ^  ''  surtout  s  il  est  très-petit,  on  aura,  en  appîi- 


l32  TRAITÉ   d'algèbre. 


quant  à  (  î  —  y--  j    la  formule  du  binôme, 

L     4l  />^ 


^L      4\  ^>V     4-^\  />' 

Si  a  et  c  sont  de  signes  contraires,  l'erreur  commise  en  s'ar- 

rctant  à  un  terme  quelconque  sera  moindre  que  le  premier 

terme  négligé.   Si  a  et  c  sont    de   même   signe,   l'erreur, 

î        A  /  /i  ac\  " 

en   s  arrêtant   au   terme  en  (  ~  J    ,  sera  moindre  que  la 

somme  des  termes  d'une  progression  géométrique  dont  la 

raison  serait  -—  et  le  premier  terme  1  --      ,  ou  que 


/{ary  ^  /      i^V 


ù-^  J 

Soit  à  résoudre,  par  exemple, 

O  ,  O  I  .1-  —  Q.X  -\-  i  =z  o\ 


on  aura 


i-h  y  0,01+ -^— ^o,ooor -h.  .  .  l 


l^n  se  bornant  aux  termes  écrits,  l'erreur  sera  moindre 
que  -  o , 000000 1 , et  1  on  aura 

.r  =;  (),5oil>.5G3.  .  .  ; 

l'autre  racine  s'obtiendra  en  retranchant  celle-ci  de 

0,01 

ou  de  200,  ou  encore  en  prenant  100  fois  l'inverse  de  la 

première,  puisque  leur  produit  doit  faire  100. 

Il   est  bon   d'observer  qu'à  un  degré   d'approximation 

toujours  facile    à   évaluer    on  a,  pour  de  petites   valeurs 
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I      

1  liz  a  "^'' 

i/ 1  it:  K  =  I  it  -  a, 

*  2 


I 
I 


v/id=a  2 

La  formule  du  binôme  pour  le  cas  où  l'exposant  m  est 
fractionnaire  a  été  donnée  par  Newton,  mais  l'illustre  géo- 
mètre n'en  a  pas  donné  de  démonstration  bien  satisfai- 
sante. 

XI.   —   SÉRIES  LOGARITEMiaUES ,  CALCUL  DE  tt. 

La  formule  du  binôme  donne 

m           m  {ni-\-\]     „ 
I  _  x)-'"  —  ,  -f-  _  ^  H ^ 1  x^-\-.  .. 

^  I  1.2 

"^     "i. 2. 3... («4-1) 

m  peut  être  quelconque  :  nous  le  supposerons  positif; 
quant  à  x,  son  module  doit  être  plus  petit  que  i.  On  en 
tire 


1  .  ..-K- 

-=x-^    I  -f-  m] h..  . 

2  /       \         n     n  -\- 


■(iH-m)  (  I 


Faisons  tendre  m  vers  zéro;  la  limite  du  premier  membre 
s'obtient  en  observant  que 

/  •  1    /.      N  mlogfi  —  x]       /;2-lo2^(i — x] 

^  '  I  1.2 
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On  en  conclsit 

j^ ::::^  _  log  (  I  _  .r  )  +  -  log^  (  : 


et,  pour  j?i  =  o 


lim   —^ -'  =  —  log(  I  —  .r). 


On  a  donc 

[2)  —  log(i— .r-)  =  lim    --h(i-hm] 


— h...  +  H-w  •• 
1  ^  ' 


Soient  S/i  la  somme  des  ji  -^  i  premiers  termes  de  la 
série  écrite  entre  crochets,  R„  le  reste;  soient  S'„  la  somme 
des  n  H-  1  premiers  termes  de  la  série  suivante  et  R'„  son 
reste  : 


S  =  -H h  — 

I  2  3 


qui  est  évidemment  convergente,  puisque  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  a  pour  expression  générale •>  quan- 
tité qui  a  pour  limite  x,  lequel  par  hypothèse  a  un  module 
moindre  que  i. 

Soit  p  le  module  de  x',  on  peut  toujours  prendre  n  assez 
grand  pour  que  R,;  soit  moindre  qu'une  quantité  donnée  s 
lorsque  x  se  trouve  remplacé  par  0,  et  alors  il  est  clair  que 
l'on  aura  non-seulement 

mod  Pv„  -<  e,   mod  P4  <  s,  ' 

mais  que  ces  inégalités  seront  encore  satisfaites  quand 
m  diminuera.  On  aura  alors 

mod(Pv,,—  R',J<2e. 
Cela  fait,  on  pourra  toujours  prendre  m  assez  petit  pour 
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que 

mod  (  S„  —  S'„)  <  s, 

car  S;^  a  pour  limite  S'„.  Donc  alors  on  aura 

mod  (  S,,  --  s;,  )  +  mod  (  R„  -  R'„  )<  3  s, 

el  a  fortiori,  puisque  le  module  d'une  somme  est  moindre 
que  la  somme  des  modules  de  ses  parties, 

mod(S„-  s;  +  R,-  R'J  <  33 

ou  bien 

mod(S„+R,-S)<3s. 

e  étant  aussi  petit  que  l'on  veut,  cette  formule  exprime  que 
S^  4-R„  a  pour  limite  S.  La  formule  (2)  devient  alors,  pour 
les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  plus  petit  que  i, 


X 


(3)        -los(i-^)  =  .r  +  ~-f--3-l-...-f--+-... 

En  changeant  j:  en  —  x,  on  a  la  série  de  Mercator  (Kauff- 


mann 


x"'         X 


(4)  log(i  +  x)  =  .r--+--3-...=i::--h..., 

et  l'on  doit  toujours  avoir  niodx  <  i  (*).  Néanmoins,  s'il 
y  a  convergence,  quand  modx  =  1 ,  la  formule  sera  encore 


(*)  Que  X  soit  réel  ou  imaginaire,  log(i-+-a:)  et  log(i—  x)  ont  une  in- 
Hnité  de  valeurs,  et  il  est  bien  clair  que  quand  x  est  réel,  c'est  la  valeur 
réelle  des  quantités  log(i  — ^),  log(n-a:)  qu'il  faut  prendre  dans  les  for- 
mules  (3)  et  (/,)•  Quand  x  est  imaginaire,  les  valeurs  qu'il  faut  prendre 
sont  un  peu  plus  difficiles  à  déterminer,  mais  avec  un  peu  d'attention  on 
y  arrive;  si  l'on  sépare  les  parties  réelles  des  parties  imaginaires,  on  obtient 
des  formules  curieuses,  mais  sur  lesquelles  nous  ne  croyons  pas  de- 


amsi 

voir  nous  arrêter. 
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vraie;  ainsi,  pourx  =  i,  on  a 


1  III 

l0i;2=:l h 

2 


3       4 


En  ajoutant  (3)  et  (4),  on  a 

,^.  î  -h  X  (  X^         x^ 

(5)       \ou^----=.i{x-^--^~^,, 
et,  si  l'on  fait  x  =  -— ,  on  trouve 

2N  -I-  I 


-j--l — 

2«+  I 


log(N-f-i)  — loirN=2i 1 1 ,  , 

Cette  formule,  très-convergente,  sert  pour  le  calcul  des 
Tables  de  logarithmes.  Si  l'on  y  fait  N=i,  on  trouve 
log2;  en  triplant  log2,  on  a  logS;  en  faisant  N  =  8,  on 
calcule  logp  — logS,  d'où  l'on  conclut  log9;  puis,  fai- 
sant N=9,  on  a  le  logarithme   de  lo.  Les   logarithmes 

ainsi  calculés  sont  népériens.  ~ — est  éa^al  au  logarithme 

log  I G  ^  ^ 

vulgaire  de  e.   Or   on   a  logvulgN  =  logN  — -— :  la  for- 

logio 
mule  (5)  donne  alors 

(6j  logVulg(N^-I)-logVuIgN=: -!-(—--_+  ;^_..\  . 

logio\2r\-+-i      3(2N+l)3  J 

Dans  cette  formule  on  fait  N  =  TOGO,  looi,  1002,....  Comme 
le  logarithme  vulgaire  de  1000  est  connu  ,et  égal  à  3,  on  a 
des  séries  très-convergentes  pour  calculer  les  logarithmes 
de  looi,  1002,...  [la  série  qui  figure  dans  la  formule  (6) 
est  évidemment  d'autant  plus  convergente,  et,  par  suite,  il 
est  d'autant  plus  facile  de  calculer  sa  valeur  que  N  est 
plus  grand]. 

Si  dans  la  formule  (5)  on  remplace  x  par  x  y/ —  i,  on 
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trouve 

,     .  1        ,       I  -I-  r  J—  i  ^3 

(7)  -=log V^^^,  _ 

2y/ — I  I  —  X^ — I  ^ 


Soit  alors 


on  en  lire 


I        ,       i  -h  X  J—  I 

log. -..^z=jr: 


1\J —  I  1  X  \^l I 


-=:=  =  e^yy-^     et     .T  V  —  I  = ^, 

1  —  ./.■  \J—  I  ^^V-1  -+-  tf-:>V-i 

ou,  en  vertu  des  formules  (p.  128,  1.  16), 
X  =  tang  r,     /  =r  arctangj:. 

Remplaçant  j  ou  — log ^^-^^^  par   cette   valeur 

2  y  —  I  I  —  .r  y  —  I 

dans  (7),    on   a  la    formule   suivante,   due   à   Grégory  et 
trouvée  également  par  Leibnitz,  mais  postérieurement, 

(o)  arctan'r.r  =  x 1 ,  .  .  , 

.     ^  "  3         5.' 

pour  toutes  les  valeurs  du  module  de  x  moindres  ou  égales 
à  I  pour  lesquelles  le  second  membre  est  convergent 
Si  l'on  fait  attention  que,  d'après  Euler,  on  a 


a 


TT  ,  I  I 

■7  =  4  ^^^  tang  -  —  arc  tansr .. 

4       ^  "5  ^239 

ce  que  le  lecteur  vérifiera  sans  peine,  on  pourra  calculer 


(*;  La  fonction  arc  tan  g  :c  a  une  infinité  de  valeurs,  pour  une  valeur 
donnée  de  x,  mais  la  valeur  que  l'on  doit  choisir  quand  a:  est  réel  doit  évi- 
demment se  réduire  à  zéro  pour  a:  =  o,  quand  a:  varie  d'une  manière  con- 
tinue en  se  rapprochant  de  zéro,  et  c'est  la  valeur  de  arctangar,  comprise 


7r  TT 

entre et  -»  qu'il  faut  adopter. 
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^  au  moyen  de  la  formule  précédente   en  y  remplaçant 

arctang  -p  et  arc  tang  — -  par  leurs  développements  fournis 
par  la  formule  (8).  On  a  ainsi 


77 


~^V5       3.5'"^  5.5"      ■••;       \23( 


3.  '239^ 


Pour  avoir  j  avec  dix  décimales,  il  suffit  de  prendre  sept 

termes  dans  la  première  série  et  deux  dans  la  seconde; 
vingt  minutes  suffisent  à  un  calculateur  ordinaire  pour 
effectuer  l'opération  complète. 

XII.    —  CONCLUSION. 

La  théorie  des  séries  est  surtout  utile,  comme  l'on  voit, 
pour  le  calcul  des  fonctions  transcendantes,  ou  même  poui 
le  calcul  des  fonctions  algébriques,  dans  certains  cas  où 
le  calcul  arithmétique  ordinaire  entraînerait  à  des  opéra- 
tions trop  compliquées. 

Mais,  à  un  point  de  vue  plus  abstrait,  la  théorie  des 
séries  permet  de  définir  et  d'étudier  une  foule  de  trans- 
cendantes nouvelles;  ainsi  elle  nous  a  servi  à  généraliser 
la  fonction  exponentielle,  et,  en  posant 

cos^  =  -  [e^-^^'  +  6'— v^=^),      sinx  = 1-_^  ( ^^v'^- e— v/=ï) , 

2  2V/-I 

elle  nous  a  permis  de  donner  une  défi'nition  purement 
analytique  du  sinus  et  du  cosinus,  d'où  il  serait  facile  de 
déduire  toute  la  Trigonométrie,  sans  employer  de  consi- 
dérations géométriques  (*). 


(♦^  Terminons  ce  Chapitre  par  une  rétlexion  que  l'on  ne  fait  pas  assez 
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NOTES  ET  EXERCICES. 

i .  Les  séries 

I  -+-  2.r  -h  3 .r2 H-  . . .  -f-  /?.r«-i  -+-..., 
o  ^     „  7?  f  /z  -h  I  "l 


sont  convergentes  pour  x  <  i  et  divergentes  pour  ^  >  i  ;  la  valeur  de 
la  première  est  , — ^— - ,  celle  de  la  seconde  est 


2.  La  série 


'+i+è+---+,-^ 


est  convergente  :  calculer  sa  valeur  à  o,oooi  près. 
3.  On  a 


III  I 


1.2       2.3       3.4      "  *      n[n-h  i) 
I  I  I 


^- 


.-i- 


X      x[x^i)      [x^i)[x-{-i)      '"      [x-{-n}[x-h/2-^i) 
I  I  2 


x[x-h])      x{x-hi){x-hi)       (x-hï)ix-+-2){x-i-3) 

/?  —  r 

{x-h  n  —  2,){x-\-n  —  i)[x-+-  n] 

4.  Soit  «o+«iH- «2^-•..-^  «,i4-...  une  série  quelconque,  mais 


souvent.  Plus  tard  on  fera  connaître  une  formule  dite  formule  de  Taylor, 
qui  donne  les  développements  de  e*,  sina:,  cosa;,  log(n-ar)  et  (i-ha:)'», 
mais  cette  formule  ne  donne  que  péniblement  d'autres  développements;  en 
outre  elle  suppose  la  variable  x  réelle.  On  voudra  donc  bien  reconnaître 
la  supériorité  et  l'excellence  des  méthodes  que  nous  venons  d'exposer, 
à  cause  de  leur  grande  généralité.  Ajoutons  que  les  développements  en 
question  étaient  connus  bien  avant  l'invention  du  théorème  de  Taylor  et 
que  les  théories  exposées  ci-dessus  se  rapprochent  beaucoup  de  celles  des 
inventeurs. 
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divergente  et  à  termes  positifs  ;  la  série  suivante  sera  convergente  et 
aura  pour  valeur  i  : 

'^0  ^^1  //, 


«O-t-I  (//0+i)("i-M)  (//o-M)(/^1-+-  1)(//2-+-  0 

formule  remarquable  en   ce  sens  qu'elle  renferme   une  infinité  de 
quantités  arbitraires.  En  y  remplaçant  //„  par  —,  on  a 


5.  La  série 


I  1  I 

. .  -f- 


2log'2       3  1og3       **'      //log« 
est  divergente,  le  signe  log  désignant  un  logarithme  népérien. 

6.  Considérons  une  série  kq  -h  (ii-i-  i(,-i-  . . .  -t-  //„  -f- . . . ,  dans  la- 
quelle le  rapport  -'-"^i  tend  vers  une  limite  finie  /;  on  pourra  écrire 


ej,  £2, . . .  étant  tous  moindres  qu'une  quantité  >3,  que  l'on  peut  prendre 
aussi  petite  que  l'on  veut  en  prenant  n  suffisamment  grand.  Multi- 
plions toutes  ces  égalités  membre  à  membre;  on  aura 

G  désignant  un  nombre  compris  entre  —  i  et  -h  i .  On  en  conclut 


re+A-/ 


''     V(/-f-0/,)«' 


y    [i  -+-  \j/,y 
la  rar.infi  ^a? -+- X-^ '*""=( In   '' 


or,  en  prenant  /•  suffisamment  grand,  la  racine  [n  4-  /•)'*"'•' de  . ^ - 


aura  pour  limite  i;  donc,  pour  X-  =  co  ,  on  aura 


Y\T[ï"'^\/l(n-¥k  =  /h-  Gïî. 
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Mais  n  peut  toujours  être  pris  assez  grand  pour  que  yj  soit  moindre 
qu'une  quantité  donnée;  donc,  enfin, 

lim "'^y/un+k  =  /    ou     lim  "\/~û^i  =  /  ;=  iim  -^^^     [m  =  y^). 


Il  résulte  de  là  (p.  99)  que,  la  limite  de  -^^^  étant  la  même  que 

celle  de  V''w>  if-ne  série  sera  convergente  ou  divergente  suivant  que 
lim  "{fufn  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  i .  Démontrer  ce  théorème 
directement.  (Cauciiy,  Anal,  algébr.) 

7.  Supposons  que,  dans  la  série  uq  -^  ux-\-  u^-^  . . .  -^  Un  -i-  . . . , 
on  ait 

Un^'^  _  /?-  +  A/?^-i  +  B/^^-2  + . . . 
iin    ~  /'^  +  ««^-^  -+-  ùn^-^  H- . . . 

Si  la  première  des  différences  A  —  «,  B  —  ^,  . . . ,  qui  ne  s'annule  pas, 
est  positive,  la  série  est  divergente.  La  série  sera  convergente  ou 
divergente,  suivant  que  A  —  a  -hi  sera  négatif  ou  positif. 

(Gauss.) 

8.  La  série  dont  le  terme  général  est  «„  est  convergente  ou  diver- 
gente sui^ant  que  l'on  a 

loi?  — 
lim-^— ^>  ou  <i. 

9.  La  série  à  termes  positifs  ^(i)H-'f  (2)-}-. .  .-f- '^(/^) -4-. . .,  où 
cp(x)  désigne  une  fonction  positive  décroissante,  est  convergente  ou 
divergente  suivant  que  l'aire  de  la  courbe  j=  ^(x)  comprise  entre 
l'axe  des  x  et  les  ordonnées  (p(i)  et  f{<x>)  est  finie  ou  infinie.  (Ce 
caractère  de  convergence,  dû  à  Cauchy,  est  l'un  des  plus  puissants 
que  l'on  connaisse.) 

10.  La  limite  de  -  h \ h ...  h pour  /^  =  00   est 

u       n  -h  \       n  -h  2  np 


égale  à  \ogp. 


M.  iH H„4-...H log«  tend  vers  une  limile  finie  pour 
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«  =  00  :  prouver  seulement  l'existence  de  cette  limite.  (On  lui  donne 
le  nom  de  constante  d'Euler.) 

12.  Si  /o,  r,,  ra,  . . .  sont  des  nombres  indéfmiment  décroissants 
et  si  ô  n'est  pas  un  multiple  de  avr,  les  séries 

/•o  H-  /-i  cosO  -+-  /-a  COS2G  -h  . . .  -i-  r„ cos/?0  -^ . . . , 
/'isinO  -h  /-iSiiiaS  +.  ..4-  /-^sin/^O  +... 

sont  convergentes.  (Faire  usage  du  théorème  des  projections.) 

13.  Étudier  la  série  (Bjorling.) 


(  1  —  X  )  (  I  —  .r2) 

{i~.r"^)[  I  -J7^^^-i)  (2--^m 
(i-.ry(i  — ^2J]|__^3T 


Quand  m  est  entier  et  positif,  et  quand  on  arrête  le  développement  au 
terme  égal  en  valeur  absolue  à  l'unité,  la  valeur  de  la  suite  ainsi 
limitée  est  zéro  pour  m  impair  et  (i  —  x)  (i  —  .rs) . . .  (,  _  j^m-ij  po^j. 
'^  P^^^-  (Gauss.) 

14.  Étudier  la  série 

^__'!!!l_^  niP{r??P—i)  _mP[mP  —  \) {mP  —  q.p) 

iP  \P.iP     "  iP.'iP.-iP  '"•••' 

quand  m  est  entier  et  positif,  sa  valeur  est  zéro. 

15.  ^,  b,c^  ...  désignant  les  nombres   premiers  impairs,  on  a, 
pour  J"  <  I , 

=  .r  +  j:2_^-^;4  4_j;8_^._,  ^  (CaTALAN.1 

16.  On  a 

lim/'-J L__,  __• L_  . 

( l^ F_       _     I  1 


_         ji^      j_        I         I 

2/i       S'^  "^  4«  "^  5« 
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n  est  supposé  supérieur  à  i;  quant  à/?,  il  désigne  un  nombre  pre- 
mier. (Lambert.) 

il.  On  a  les  formules 

arc  sin^  =  — =r  log[(.r  ±  /r^  —  i)  \l  —  ijS 

v/—  i     ' 

arc  cos.r  =     _j,_l-.  log ( x  ±  \j .xf^  —  i ) , 

v/-i 

I         ,       \  -\-  x  J I 

arc  lang  j;  =  ::^rr-  log ^— rrrr  • 

1  \/—  I        '     \  —  X  \l 1 

(J.  Bernoulli.) 

Ces  formules  s'obtiennent  en  résolvant  par  rapport  à  u  les  équations 
qui  donnent  sin«,  cos^/et  tangw. 

Montrer  que  ces  formules  mettent  en  évidence  la  périodicité  des 
fonctions  sinA%  cosx  et  tangjc. 

48.  Si  l'on  considère  des  facteurs  en  nombre  illimité,  mais  dans  un 
ordre  déterminé,  on  dit  que  leur  produit  est  convergent  si  le  produit 
des  n  premiers  tend  vers  une  limite  déterminée  différente  de  zéro, 
lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Un  produit  quelconque  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(  î  -h  ai)  (  I  -^  y.o) .  .  .  (l  +  a,,)  (iH-  a„_,.i)  +  .  .  . , 

ety  pour  qu'il  soit  convergent,  il  faut  que  a„  tende  vers  zéro. 

En  effet,  en  appelant  P;^  le  produit  des  n  premiers  facteurs,  on  a 

^^ =  I  -f-  a„. 

Or  la  limite  de  P„,  si  le  produit  en  question  est  convergent,  doit  être 
la  môme  que  celle  de  P„_i  ;  donc  a„  doit  avoir  pour  limite  zéro. 

Le  produit  suivant,  dans  lequel  ai,  ag,  .  .  . ,  a/^  sont  positifs, 
1)  (i-^ai)(i-4-a2)...(lH-a„)..., 

est  convergent  ou  divergent  en  même  temps  que  la  série 

(2)  «1 -H  y.2  H-  ^3  H- .  .  .  H-  a„  + 
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En  effet,  on  a 

P„     ou     (i-+-ai)(l-ha,)...(i-f-a7î)>H-aiH-a2H-...-^^--» 

Si  donc  la  série  (2)  diverge,  aj  +  7-2 -+-... m- a^^  augmente  indéfini- 
ment; donc  P«  augmente  indéfiniment  avec  n  et  le  produit  (i)  est 
divergent. 

D'un  autre  côté,  on  a 

H-  y-l  <  6'"',      I  -h  «2  <  ^'^%      •  •  • ,      I  -H  a„  <  é;""  ,      ...  ; 
donc 


((  +  ai)(i  +  aj).  .  .{1-4-  a„)< 


„a,-i-as-i-...-i-a, 


Si  donc  la  série  (i)  est  convergente, P/^  aura  une  limite  pour  «  =  oc  , 
et  par  suite  le  produit  (i)  sera  convergent. 

Lorsque  le  produit 

(i)  (i-f-  ai)(i-4-a2)...(i-f-a„).... 

est  convergent,  la  série 

(2)  log{i  +  ai)  -4-  log(l  -+-  aa)  -h  . . . 

Vest  aussi. 

Si  le  produit  (1  j  devient  convergent  quand  on  remplace  ai,  aj, . . .  pur 
leurs  modules,  il  Vêtait  primitivement.  (Gauchy,  Anal,  algébr.  ) 

j:         ,r         X  X  ,         Sin.r 

19.  Le  produit  cos  -  co.s  ~  co  ;  c[  '  *  *  ^os  —  •  •  •  a  pour  valeur  -^  • 

20.  Soient  2,  3,  5,  . . .,  /z, . . .  les  nombres  premiers  consécutifs;  le 
produit  (n-  -  )  (i  "+"  3"  )•'*('  "^  !;)*■  '  ^'^^  divergent  :  en  conclure 
que  la  série  formée  des  inverses  des  nombres  premiers  est  diver- 
gente. 

21.  Soient 

la  série  s^  -+-  .V3-+-  n  -^-  ...-+-  ^>^  -h  ..  •    est   convergcnle  et  do 
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valeur  i.  Le  produit  (i  -h  s^)  (i  h-  vg).  ..(14-  s/c)  est  donc  convergent 

22.  X  étant  moindre  en  valeur  absolue  que  l'unité,  trouver  la  valeur 
des  produits 

(n-x)(i-^.r2)(i-i-a;i).  ..(1  +  .7-2").  .., 

(  I  -  .r  )  (l  —  ./;2)  (  ,  _  j;4)  .  .  .  (i  _  ^;2")  .... 

23.  Si  le  produit 

est  convergent  et  a  une  limite  différente  de  zéro,  la  série  (considérée 
à  l'ex.  4) 


I-f-  Wi  (l  -l-«i)(H-/^2)  (l-f-Ml)(3-i-«2)(H-«3) 

est  convergente  et  a  pour  valeur  i  —  p  • 


24.  Trouver  la  limite  de  cos'"  —  pour  w  =  co 


25.  Trouver  la  limite  de ^  .1—  pour  x  —  o. 


L.  —   Algèbre,   11.  lO 
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CHAPITRE  VI. 

DES  FRACTIONS  CONTINUES, 


I.   —  DEFINITIONS. 


On    appelle  fracdoji    continue    une    expression  de    la 
forme  (*) 


«0  + 


^ 


h. 


/■'.1-f-  - 


dans  laquelle  les  quantités  a^,  a^,  a^,  .  .  .,  Z><,  h^,  h^,  .  .  . 
peuvent  être  en  nombre  illimité.  Dans  ce  dernier  cas,  il 
est  indispensable  de  définir  ce  que  l'on  appelle  valeur  de 
la  fraction  continue. 
Lorsque  l'expression 


7—) 


(*)  La  théorie  des  fractions  continues  est  due  à  lord  Brouncker,  qui 
a  donné  sous  cette  forme  l'expression  du  nombre  tt.  Quelques  professeurs 
définissent  la  fraction  continue  en  supposant  «,,  «„  ...  égaux  à  l'unité; 
cette  définition  n'est  pas  conforme  à  celle  des  bons  auteurs  dans  lesquels 
nous  avons  puisé  notre  définition;  d'ailleurs  la  théorie  générale  n'est  pas 
plus  compliquée  que  celle  des  fractions  très-particulières  dans  lesquelles 
a=  a.=.  a.=  . .  .z=ï. 
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que  nous  désignerons  par  le  symbole  F^,  tend  vers  une 
limite  finie  quand  n  croît  indéfiniment,  la  fraction  con- 
tinue est  dite  convergente,  et  la  limite  de  F^  ou  F^  est  ce 
que  l'on  appelle  la  valeur  de  la  fraction  continue;  dans  le 
cas  où  Fj  ne  tend  vers  aucune  limite,  la  fraction  est  di- 
vergente. 

La  valeur  de  F^  est  ce  que  l'on  appelle  la  A^^''"'^  réduite, 

-r'>  Y"!  •••   sont   ce   que   l'on    appelle  les   fractions  inté-- 

grantes. 

F",  F^,  F3,  .  .  .  sont  ce  que  l'on  appelle  le  premier,  le 
deuxième,  le  troisième  quotient  complet;  ils  jouent  ici 
un  rôle  analogue  aux  restes  dans  les  séries. 

Occupons-nous  de  la  formation  des  réduites.  On  a 


f    p3    _   ^1^2^3  +  ^l^a 

La  loi  de  formation  de  ces  réduites  est  exprimée  par  la 
formule  suivante, 

P 

(2) 


dans  laquelle  P/  désigne  d'une  manière  générale  le  numé- 
rateur et  Q/  le  dénominateur  de  la  i^*"™^  réduite.  Pour  dé- 
montrer la  formule  (2),  admettons  qu'elle  se  vérifie  jus- 
qu'à une  certaine  valeur  m  de  n,  changeons  m  en  m-\-  ï\ 
nous  allons  voir  qu'elle  subsiste  pour  la  nouvelle  valeur 
de  n.  En  effet,  pour  passer  de  la   m-\-i^^^^  réduite  à  la 

^^_^^ième^  il  suffît  de  changer  hm+i   en  bm^^-^ --■--',  il 
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vient  alors 


c'est-à-dire 


•l)^^;/+2-f-  Pm«,„- 


La  formule  (2)  est  donc  vérifiée  pour  /z  =  /;?  -f.  i-  or  elle 
est  salislaitepour7z=  a,  comme  le  prouve  la  relation  (i); 
elle  l'est  donc  pour  7i  =  3,  par  suite  pour  zz  =  4,.  .  .; 
donc  elle  est  générale.  c.  0.  f.  u. 

Ainsi,  on  peut  poser  les  formules 


Pn     ~a 


0'  Qo      =1, 


1     =Po^i-+-«i,  Q,      =b,, 


De  là  on  pourrait  tirer  P,,+  ,  et  Q„+,  sous  forme  de  déter- 
minants en  fonction  des  a  et  des  h. 

Théorème  I.  —  On  a 

(4)  P«4-iQ.-Q.-mP.3=(_,)'^^^^^...,.,^^^. 

En  effet,  remplaçons  dans  le  premier  membre  P,,^,  et 
Q,/+i  par  leurs  valeurs  (3);  on  a 

P«+lQ/Z—  Q,.+lP„=(P„/'„  +  l  +  P,,-i'^,;  +  ,lQ„ 

ou 

P«+l  Qn  -  Qn-^l  P«  =  -  (  Pn  Qn-i  "  Q,^  P..-1  )  n„^i- 

En  remplaçant  dans  cette  formule  n  par  i,  2,  3,  .  .  . ,  /z, 
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on  obtient  des  formules  qui,  multipliées  entre  elles,  donnent 

P.-.iQ«-Q«4-iP.  =  (-i)"(PiQo-QiPo)«.«3...«.+i 
ou 

ce  qu'il  fallait  établir. 

Les  conséquences  de  cette  formule  (4)  sont  très-nom- 
breuses. 

Corollaire  I.  —  On  en  déduit 

Si  dans  cette  formule  on  fait  /z  =  i,  2,  3,  ...  et  si  l'on 
ajoute  les  résultats,  on  a 

I  P;,+i  _  Zi  _  ^^^^a       ^  «2^3  _ 
)Q.-Hi""Qi      Q1Q2       Q2Q3      '" 


'      '       Q«Q«+i 

De  là  un  moyen,  si  la  fraction  continue  est  limitée,  de 
calculer  sa  valeur  sans  avoir  besoin  de  former  les  P/. 

De  là  un  moyen  aussi  de  reconnaître  si  la  fraction  con- 
tinue donnée  est  convergente;  en  effet,  si  elle  est  conver- 

P   • 

gente  (ou  divergente),  --^*--  aura  (ou  n'aura  pas)  une  limite 

pour  72  =  00  ,  et  la  série  (5)  sera  (ou  ne  sera  pas)  conver- 
gente pour  72  =  00  . 

Corollaire  II.  —  La  formule  [^))  Jait  connaître  un 
développement  de  la  fraction  continue  en  série.  Elle  per- 
met aussi,  par  l identification  de  son  second  membre  avec 
une  série  donnée,  de  convei  iir  celle-ci  en  faction  con- 
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tinue.   (ConsLiller   à    ce    sujet  le    Calcul  différentiel    de 
M.  Bertrand.) 


II.   —  ÉTUDE  DU  CAS  OU  LES  NUMÉRATEURS  DES  FRACTIONS 
INTÉGRANTES  SONT  ÉGAUX  A  L'UNITÉ. 

Lorsque  les  numérateurs  des  fractions  intégrantes  sont 
égaux  à  l'unité,  les  formules  du  paragraphe  précédent  se 
simplifient;  mais,  si  l'on  suppose  de  plus  les  dénomina- 
teurs entiers  et  positifs,  la  fraction  continue  jouira  de  pro- 
priétés arithmétiques  intéressantes  dont  nous  allons  nous 
occuper. 

1*^  D' abord  une  telle  fraction  est  toujours  convergente, 
car  la  série  (5)  du  paragraphe  précédent  se  réduit  à 

(0 


Les  formules  (3)  du  même  paragraphe  donnent 

Q^—  /Vi^2+I  ou        Q2>Ql>l, 

Q3  =  Q2^''3+'^1         OU        Q:3>Q,>2, 

Q,=Q3/>,  +  Q,     ou     Q,>Q,>3, 

Ainsi  Q,/+i>«,  et  par  suite  le  terme  général  de  la 
série  (i),  tend  vers  zéro;  cette  série,  et  par  suite  la  fraction 
continue  elle-même,  est  donc  convergente  en  vertu  du 
théorème  de  la  page  89. 

1^  Réciproquement,  tout  nombre  peïit  être  développé 
de  cette  manière  en  fraction  continue.  En  effet,  soient  en 
général  E  [x)  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x  et  N  le 
nombre  à  développer  ;  on  peut  poser 
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et,  IN'  sera'plus  grand  que  l'unité.  Si  N  <  i ,  on  a  d'ailleurs 
E(N)  =  o.  On  posera  de  môme 

N"=:.E{N")  +  ji;,,       •-., 

et  l'on  aura 

]N"=:E(N) 


E(N')  +  ^^.- 


E(]N-'')-}-. 
ce  qui  démontre  notre  proposition. 

La  fraction  sera  limitée  si  N  =:  -.  a  et  Z>  désignant  deux 

entiers.  En  effet,  e(^  j  ou  E(N)  est  alors  le  quotient  de  a 
par  h,  et,  en  appelant  R  le  reste,  on  a  N'  =  -  :  en  appelant 
R'  le  reste  de  la  division  de  b  par  R,  on  a  ]Ni'^=:    --,   

L'opération  que  l'on  a  à  faire  est  identique  avec  celle  du 
plus  grand  commun  diviseur,  en  sorte  qu'elle  se  termi- 
nera si  a  el  h  sont  entiers. 

S**  Les  réduiles  sont  des  fractions  irréductibles. 

En  effet,  la  formule  (4)  du  paragraphe  précédent  donne 

Tout  facteur  divisant  P^  et  0,^  devrait  diviser  zh  i .  Ce  fac- 
teur commun  ne  saurait  être  que  l'unité,  et  par  suite  P^ 

P 
et  Q/,  sont  premiers  entre  eux;  donc  ~-  est  irréductible.    • 

4"  La  différence  entre  deux  réduites  consécutives,  étant 

de  la  forme  ii=  —-r —  ?  tend  "vers  zéro  en  diminuant  in- 

défiJiiment,  car 

Qi<Q2<Q3<-..,     et     Q„>«_i. 
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5°  Le  nombre  N  est  compris  entre  deux  réduites  suc- 
cessives.  On  peut  le  voir  aisément  sur  la  fraction  elle- 
même  ;  mais  on  peut  observer  que  la  série  (5)  du  j)a- 
ragraphe  précédent  donne  les  valeurs  successives  des 
réduites  quand  on  prend  son  premier,  ses  deux  premiers, 
ses  trois  premiers.  .  .  termes.  Or,  la  valeur  de  la  série  ou 
de  la  fraction  continue  est  comprise,  comme  l'on  sait, 
entre  deux  sommes  successives,  c'est-à-dire  entre  deux 
réduites  consécutives  (p.  90);  d'ailleurs,  chaque  somme  ou 
chaque  réduite  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  N  quand 
n  augmente. 

6^  Les  réduites  sont  les  fractions  les  plus  simples  (jue 
l' on  puisse  employer  pour  approcher  du  nombre  ]N. 

En  effet,   soit  j  un  nombre   approchant  de   N;  il  sera 

compris  entre    deux   réduites  consécutives,  par  exemple 

p        p  _  I 

~"  et  T^^^î  et  sa  différence  avec  N  sera  moindre  que  -—  — ; 

P,  „.                                            I 
sa  différence  avec  — -—  sera  aussi  moindre  que  -— Or, 

en  faisant  cette  différence,  on  trouve 

Mais  le  numérateur  de  cette  fraction  est  au  moins  égal 
à  I  ;  donc  la  fraction  précédente  est  au  moins  égale  à  j— 

Pour  que  cette  quantité  soit  moindre  qtie  — — 5  il  faut 

V/<  V/Î--1 

que  ^  >  Q,M  donc  la  fraction  -  a  son  dénominateur  plus 
grand  que  celui  de    -'-• 

Application.   —  Réduisons  tt  =  3,i4i59.  .  .    en   frac- 


f 
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tion  continue  ;  on  trouve 

î 


i5h --- 


Les  réduites  successives  sont  les  nombres  bien  connus 

^      9.2     333     355 
■y        I  ob      110 


III.   —  APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE  DES  FRACTIONS  CONTINUES 
A  L'ANALYSE  NUMÉRIQUE. 

Lorsqu'on  veut  démontrer  l'incommensurabilité  de  cer- 
taines transcendantes,  un  excellent  moyen  consiste  à  les 
développer,  si  l'on  peut,  en  fractions  continues,  et  le  théo- 
rème suivant  permet  alors,  dans  un  grand  nombre  de  cas, 
de  trancher  la  question. 

Théorème  L  —  Si  les  fractions  -.-?  -^5  •  •  •  sont  toutes 
en  valeur  absolue  inoijulres  que  i,  la  jr action 


'  "6,+. 


représentera   un   nombre   incommensurable ,  pourvu  que 
la  différence  entre  an  et  b^  ne  soit  pas  toujours  égale  à  un. 
Nous  supposons    a^,  b^,  «2?   ^2?  •••    entiers,   mais   du 
reste  quelconques,  positifs  ou  négatifs. 

On  aura  d'abord  en  valeur  absolue 


b, 


<i; 
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mais,  —  étant  inférieur  à  l'unité,  b^-\-  -f^  sera  encore  plus 
grand  que  «i,  car  la  différence  entre  a^  et  ^<  est  au  moins 
d'une  unité,  en  sorte  que,  quand  même  ~  serait  de  sip^ne 
contraire  à  ^<,  on  aurait  toujours 


^1  +  7^ 


Soient  FJ,  ¥\,  ¥\,  ...  les  réduites  successives  de  la 
fraction  continue  considérée  et  F^ ,  F",  ...  les  quotients 
complets  successifs.  En  continuant  ce  raisonnement,  on 
voit  que  F'^',  Ji  étant  un  nombre  fini,  sera  moindre  que  i; 
mais  on  ne  peut  pas  affirmer  a  pjiori  que  F^  soit  moindre 
que  I.  Tout  ce  que  l'on  peut  dire,  c'est  que  la  limite  de 
F^  est  au  plus  égale  à  i .  Mais,  pour  que  F"  =  i ,  il  faudrait 
que  b^  différât  de  a^  d'une  unité  et  que  l'on  eûlF^^i, 
c'est-à-dire  que  b^  différât  de  a^  d'une  unité,  etc.,  en  sorte 
que  l'on  ne  pourra  avoir  F^=  i  que  si  la  dificrence  entre  an 
et  bn  est  un,  encore  F'J'  sera-t-il  moindre  que  un  si  «i, 
«2?  '  ■  -,  ^1,  b^,  ...  sont  tous  positifs. 

Ce  cas  est  le  cas  d'exception  signalé  dans  notre  énoncé. 
Posons  alors 

B_  C_  D_ 

A"~     "     B~^'      C~"^'     *••' 


on  aura 


c'est-à-dire 


B 


A        /'iH-CliJ 
B^l-i-C  =  /7iA      ou      C=r:fliA—  ^iB. 
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Si  donc  B  et  A  sont  entiers,  C  le  sera  aussi,  et  ainsi  de 
suite.  Or,  si  F"  est  commensurable,  on  peut  supposer 
A  et  B  entiers  ;  mais  on  a  en  valeur  absolue 


c'est-à-dire 


A  \j 


A>r>>G>D>.... 


Ainsi  A,  B,  C^  ...  seraient  des  nombres  entiers  indéfini- 
ment décroissants,  ce  cpi  est  absurde;  donc  F^  est  incom- 
mensurable, c.  Q.  F.  D. 

Application.  —  La  fraction 

b 


u 


a-\- 
a 


dans  laquelle  a  et  h  sont  des  entiers  positifs  tels  que  h  <^a, 
est  incommensurable.  Supposons  ces  entiers  constants,  et 
soit  z  la  valeur  de  la  fraction  ;  on  aura 


c'est-à-dire 
ou  bien 


_       b 

a  -\-  z 


z^  -\-  az  —  6  =  0, 


\la'-\-âb 


\Ja- -H  4 <^^  est  donc  toujours  incommensurable;  donc  enfin 
a^-\-  f\h  n'est  jamais  un  carré  parfait  si  l'on  a  a^Z>,  ce 
qu'il  est  facile  d'établir  directement. 
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IV  —  APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE  DES  FRACTIONS  CONTINUES 
A  LA  RÉSOLUTION  EN  NOMBRES  ENTIERS  DES  EQUATIONS  INDE- 
TERMINEES DU  PREMIER  DEGRÉ. 

Considérons  l'équation 

<7X  -1-  h  y  z=z  c, 

dans   laquelle   nous    supposerons  a,  h,  c   entiers;  rédui- 
sons j  en  fraction  continue,  et,  à  cet  effet,  soit  h^  le  plus 

grand  entier  contenu  dans  y  Posons 


a  I 


on  déduit  de  là 


^^-.~ 

-h„b- 

On 

peut  poser 

Zl  —  f^ 

I 

-i 5 

^2 

et  ainsi  de  suite; 

on 

a  alors 

a 

V 

=   ^0 

I 

A      1     _ 

I 

■    i» 

Cette  fraction  est  forcément  limitée,  sans  quoi  (p.  i5o) 
le  second  membre  ne  saurait  représenter  jun  nombre  com- 
mensurable. 

Soient  '77  l'avant-dernière  réduite,  —-,  la  dernière;  on  a 
b  o 

(p.  145)  pour  deux  réduites  consécutives  quelconques  la 

relation 

a"h'  —  b"a'  z=àzi\ 
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—  est  égal  à  y  Supposons  que  a  et  h  soient  premiers 

entre  eux;  on  aura  alors  a"^=:n,  V ^=  h  et 

aU  —  ha!  z:^-±.\, 
d'où  l'on  tire 

a[b' c)^  h{— a' c)z=z-±zc. 

On  satisfera  donc  à  l'équation  proposée  en  prenant 

X  =3  zfi  //  c,      r  ■==.  zp  a'  c. 

Connaissant  une  solution,  on  connaît  facilement  toutes 
les  autres.  En  effet,  soit  (xcjo)  une  solution;  on  aura 

a  .r,,  -h  h  _r"(j  =  c  ; 

on  déduira  de  cette  équation  et  de  la  proposée 

a ( X  —  .r J  ^h[y  —  jj  --  o, 

et  cette  équation  peut  remplacer  la  proposée  ;  on  en  déduit 

X^ X 

Or,  a  el  h  étant  premiers  entre  eux,  pour  que  y  soit  une 

X    X 

solution  entière,  il  faut  et  il  suffît  que  -^ —  soit  un  entier, 

et  l'on  a  alors,  pour  satisfaire  à  la  question,  les  systèmes 
de  valeurs  suivants  : 

Ijc  z=  j:Qdz  h,  \  X  =  Xç^zhih,  (  .r=:.r(,rh3^,  ..., 

Nous  avons  supposé  a  el  b  premiers  entre  eux;  s'ils  ne 
l'étaient  pas,  et  si  du  reste  a,  b,  c  n'avaient  plus  de  diviseur 
commun,  il  est  facile  de  voir  que  l'équation 

a.T  -\-  b  y  z:^  c 
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n'aurait  pas  de  solutions  entières,  sans  quoi  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  a  et  b  diviserait  le  premier  membre 
de  l'équation  sans  diviser  le  second. 

Si  a,  b,  c  avaient  un  facteur  commun,  il  faudrait  le 
supprimer,  après  quoi  on  rentrerait  dans  le  cas  que  nous 
venons  de  traiter. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Toute  fraction  continue  qui  devient  périodique  est  racine  d'une 
équation  du  second  degré,  dont  les  coeffîci(3nts  sont  rationnels  par 
rapport  aux  termes  des  fractions  intégrantes. 

2.  Démontrer  que,  si  N  est  premier  avec  «,  0,  r,  ...  et  moindre 
que  leur  produit,  on  a 

N  ABC 

—. —  =  _  4-  _  H h  .  .  . , 

abc...        abc 

A,  B,  C,  . . .  désignant  des  entiers. 

3.  La  fraction  continue  dont  toutes  les  fractions  intégrantes  sont 
égales  a r  est  eiraie  -àib. 

A.  Former  les  réduites  successives  de  la  fraction  continue  dont 

.V  ,       1 

toutes  les  fractions  intégrantes   sont  égales  à  -  ou  a  -;  trouver 
l'expression  générale  de  la  /^'*^»io  réduite. 

5.  Consulter  le  Trailé  de  Calcul  difjércnticl  de  M.  Bertrand  et 
V Algèbre  d'Euler  avec  les  Notes  deLagronge.  Consulter  aussi  le  Traité 
des  ccjiiations  numériques  de  Lagrange.  Pour  la  résolution  des  équa- 
tions du  premier  degré  en  nombres  entiers,  uo/>  V Analyse  numérique 
de  M.  V.-A.  Lebesgue,  un  des  plus  grands  arithmologues  de  notre  époque. 

6.  Des  ouvriers,  hommes  et  femmes,  ont  gagné  ensemble  246^'", 
chaque  homme  est  payé  lo^'",  chaque  femme  S^""  :  combien  y  a-t-il 
d'hommes  et  de  femmes  ? 
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7.  Des  ouvriers,  hommes,  femmes  et  enfants,  au  nombre  de  34,  ont 
été  payés  en  tout  260^'';  chaque  homme  a  touché  lo^'',  chaque  femme  S^% 
chaque  enfant  2.^"  :  combien  y  avait-il  d'hommes,  de  femmes  et  d'en- 
fants ? 

8.  Prouver  que,  m  et  n  étant  deux  nombres  incommensurables 
quelconques,  on  peut  toujours  trouver  deux  nombres  entiers  x,  y  tels 
que 

mx  —  ny  <  0. 


Trouver  effectivement  ces  deux  nombres. 

m 
n 

une  fraction  continue  dont  les  numérateurs  des  fractions  intégrantes 


Cette  proposition  très-importante  se  démontre  en  réduisant  —  en 


sont  l'unité  et  dont  les  dénominateurs  sont  positifs.  Soient  ^-  et 

^—  deux  réduites  successives;  leur  différence  est  7^ -— •  Or  — 

est  compris  entre  deux  réduites  consécutives  ;  donc 

ou 

11  reste  donc  à  prendre  -  —  <  s,  ce  qui  est  toujours  possible,  car 
Qjj.4-1  croît  indéfiniment  avec  ^. 

9.  Incommensurabilité  de  tt.  —  Posons 


\    X 


(1) 


I  X'^ 


1.2,3.../?    Z(2  -h  l).  .  .  (: 


Le  second  membre  de  cette  formule  est  une  série  convergente,  car  le 
rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour  expression  générale 


n\z~\-  n~\) 
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quanlilé  qui  a  pour  limite  zéro  pour  «  =  co .  On  a,  en  changeant 


z  en  3  4- 1 , 


^{z 


1    Z-+-  1  I  .2    (s  4-  Il  (s  -h  2) 

I  .r" 

1  .2.3.  .  ./?    (2  H-  l)(ZH-2).  .  .(ZH-Z/J 


d'où  l'on  tire  aisément 


<p(z)  -  (p(z  4- i)  =  j-^^  ?(z -t- a;,, 


ou,  en  multipliant  par 


cp(z  +  i)' 


20(2)  •     .r  ©  (  s  -h  2  ) 

Si  l'on  pose  alors 

.r  çj  (  3  -h  1  ) 

on  pourra  écrire  l'équation  précédente  comme  il  suit 

^        =.  +  ^(24-1) 

ou  bien 


^{z)=^ 


z-i--li[z  -t-  Ij 

En  changeant  z  en  z  -+- 1 ,  z  +  2,  . . . ,  on  a 


|(  z  +  2  1  =  - 


2  -h  -^{Z-ï-  3) 


et  par  conséquent 

(3)        ^!>U)-  


*  •  "^    3  H-  /  —  IH-  ^}^  (  Z  -t-  / 
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Or,  si  l'on  fait  2  =  ;  5  on  a,  en  vertu  de  l'équation  (2), 


'1 

3\ 


=  2X 


\~  ■ [-.         _] 2 

.2.3       1.2.3.4.5      *  1 . 2 . 3 . . .  (  2  /'  H-  T  ) 


4-p         4'^-^'^              4^-^*                         4«.r« 
I  +•  -î — i — \ j 1_      _i_       ^ 

1.2       1.2.3.4      1.2.3.4.5.6  1.2. 3. ..2, 

Cette  équation  peut  encore  s'écrire  (p.  1 17) 

(4)  ^(i)  =  .,/ï£!!ïz-^^ 

\'2/  ^2V.i-_,_^,-2v'^ 

En  second  lieu,  la  fonction  -^{z)  peut  se  mettre  sous  la  forme 
I       .r  I  .  x2 


X 


f  /    •,  _  •-           1  2  -t-  1       1 . 2  (  z  -4-  I  )  (  z  -+-  2  )  -^ . . . 
Y[z)--  -~ ^ ^ , 

IH \ -h.,. 

I     Z  1  .  2    Z  (  Z  -h  I  ) 

et,  si  l'on  fait  augmenter  i  indéfiniment,  -^{z-hi)  tend  évidemment 
vers  zéro,  en  sorte  que  pour  z  =  -  l'équation  (3)  devient 


^2v/ï_^-2vG  4,r 

51 V^  ::: = 

^2Va:_j_^-2v'^ 


/,  .r 


3^^ 


Changeons  a:  en  --5  nous  aurons 


(5) 


4 


I  -\ 


Quel  que  soit  ^,  les  fractions  yj  -r-)  —  ?  •  •  •  finissent  par  devenir 

L.  —  Algèbre,  II.  II 
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moindres  que  i.  Si  donc  nous  supposons  x  entier,  nous  voyons  que 

CX g-X 

~ est  une  quantité  incommensurable,  en  vertu  du   théorème 

de  la  pagei5o;  donc  e^  est  aussi  incommensurable.  Ainsi  : 

Les  puissances  entières  du  nombi^e  e  sont  incommensurables. 
Dans  la  formule  (5),  changeons  or  en  x\/—i\  nous  aurons 

______ 

c'est-à-dire  (p.  121),  en  vertu  des  relations  connues, 

gX  V*^  (,-X  V'^  _  çT  ^~Â  _j_  (.-X  v'^ 

=  sinx, '■ — =  cos.r, 

2V/-I  '^ 

tangx= ^-— -, 


ou  bien,  en  changeant  x  en  - 


tang^  = 


7      „_         P' 


37-7 


On  voit  donc  que,  si  un  arc  -  est  commensurable,  sa  tangente  ne 

l'est  pas,  car  les  fractions  ^j  ^5  —7  •••, finissent  par  devenir 

moindres  que  l'unité;  il  en  résulte  que  le  nombre  -  est  incommensu- 
rable, car,  s'il  était  commensurable,  sa  tangente,  qui  est  i,  serait 
incommensurable.  On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

La  circonjérence  d'un  cercle  est  incommensurable  avec  son  rayon. 
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10.  Le  rapport  des  vitesses  de  deux  roues  d'engrenage  est  le  môme 

que  le  rapport  inverse  de  leur  nombre  de  dents.  Sachant  que  le 

i855 
rapport  des  vitesses  doit  être  d'environ  —r-^i  trouver  un  rapport 

commensurable  plus  simple  approchant  de  celui-là,  afin  de  construire 
moins  de  dents. 

1 1 .  Développer  e  eu  fraction  continue  et  calculer  les  premières  ré- 
duites. 
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CHAPITRE  VII. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES, 


I.    —  DÉFINITIONS. 

On  appelle  dérivée  d'une  fonction  la  limite  du  rapport 
de  raccroissement  de  cette  fonction  à  Taccroissement  c(ir- 
respondanl  de  sa  variable  lorsque  celui-ci  tend  vers  zéro. 

Celte  définition,  pour  être  bien  comprise,  exige  que 
nous  entrions  dans  quelaues  détails.  Lorsqu'une  fonc- 
tion f\x)  est  continue,  à  un  accroissement  infiniment 
petit  h  de  sa  variable  x  correspond  toujours  un  accrois- 
sement infiniment   petit  h  de   la  fonction /(a) ,  mais  il 

n'est  pas  évident  a  priori  que  la  limite  du  rapport  -,  que 

nous  avons  appelée  dérivée  de  la  fonction,  soit  finie  et 
déterminée;  en  d'autres  termes,  il  n'est  pas  évident  que, 

quelle  que  soit  la  manière  dont  h  tend  vers  zéro,  -  tende 

toujours  vers  la  même  limite. 

Nous  verrons  dans  la  suite  que  les  fonctions  de  va- 
riable réelle  ont  en  général  une  dérivée  unique  et  bien 
déterminée,  et  nous  ne  nous  occuperons  ^que  de  ces  fonc- 
tions (*). 


(*)  Toute  fonction /(a:)  qui  admet  une  dérivée  finie  et  bien  déterminée 
pour  X  —  a  o.^i  évidemment  continue,  parce  que  l'accroissement  de  /  est 
nécessaiiement  infiniment  petit  avec  celui  de  x\  mais  il  n'est  pas  prouvé 
que  toute  fonction  continue  ait  une  dérivée  :  quelques  auteurs  ont  cité  des 
fonctions  continues  ne  possédant  pas  de  dérivées. 
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Lagrange,  dans  sa  Théorie  des  fonctions  analytiques^ 
propose  de  représenter  la  dérivée  de  la  fonction j)^  parj)''(*); 
j'à  son  tour  pouvant  être  considéré  comme  fonction  de 
la  même  variable  que  j-,  sa  dérivée  sera  représentée  par  j''  : 
elle  porte  le  nom  de  dérivée  seconde  àej.  La  dérivée  de  j  " 
sera  représentée  par  y'"  :  elle  porte  le  nom  de  dérivée  troi- 
sième àQ  jj  etc. 

Théorème  I.  —  Soient  f[x)  une  fonction  que IcoJique, 
f  [x)  sa  dérivée,  h  un  accroissement  quelconque  donné 
à  X  ;  oji  aura 

e  désignant  une  qucuitité  qui  s' annule  avec  h. 

En  effet,  d'après  la  définition  même  que  nous  avons 
donnée  de  la  dérivée,  on  a 

c'est-à-dire,  en  désignant  par  s  une  quantité  qui  s'annule 
avec  hj 

d'où  l'on  tire  la  relation  (i). 

L'expression  de  la  différence  f{x  +  h)  — /(^)  est  sus- 


(*)    Cette    notation,   dont    Lagrange   lui-même   n'a  jamais  voulu   faire 
usage  dans  ses  recherches,  a  été  longtemps  imposée  en  France  par  les 

/  clr 
programmes.  La  notation  inventée  par  Leibnitz  (  —  pour  représenter  la  dé- 
rivée de  y  relative  à  x  j  est  encore  celle  dont  on  fait  usage  aujourd'hui  uni- 
versellement; elle  a  de  grands  avantages  sur  celle  de  Lagrange  (Leibnitz 
et  Newton  sont  les  inventeurs  du  Calcul  des  dérivées;  le  premier  l'a  ap- 
pelé Calcul  différentiel,  le  second  Calcul  des  Jluxions). 
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ceptible  de  prendre  une  autre  forme,  qui  nous  sera  très 
utile  dans  la  suite,  et  que  nous  allons  faire  connaître. 

Théorème  U.  —  Soit  /(œ)  une  fonction  qui  reste  con- 
tinue (*)  quand  x  varie  de  a  à  h  et  qui  ait  dans  cet 
intervalle  une  dérivée  f  [x)  unique,  déterminée  et  finie 
pou?  chaque  valeur  de  x;  si  l'on  a 

f{a)  =  o,    f{b)  =  o, 

il  existera  entre  a  et  b  une  valeur  c  telle,  que  Von  aura 

f{c)  =  o. 

En  effet,  on  a  vu  (p.  36)  que  f{x)  passait  par  un  maxi- 
mum ou  par  un  minimum  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  el  b\  appelons  donc  c  la  valeur  de  x  qui 
rend  f{x)  maximum  ou  minimum.  D'après  ce  que  l'or 
a  vu  (p.  35)  pour  des  valeurs  suffisamment  petites 
de  /i, 

f(c  +  h)-f(o)     et    f[c-h)-f[c] 
sont  de  même  signe 

f[c  +  h)-f[c)  f_[c_-h]-f[c]_ 

h  ^^  -  h 

sont  alors  de  signes  contraires.  Mais,  d'après  la  définition 
que  nous  avons  donnée  de  la  dérivée ,  chacune  de  ces 
expressions  a  pour  limite /'(c),  dont  la  valeur,  par  hypo- 
thèse, est  unique  et  bien  déterminée  ;y^(c)  est  donc  la 
limite  commune  de  deux  quantités,  l'une  positive,  l'autre 
négative,  et  par  suite  ne  peut  être  que  zéro.     c.  q.  f.  d. 


(*)  Il  est  inutile,  à  la  rigueur,  de  dire  que /(or)  est  continu,  car,  si  la 
dérivée  existe,  la  fonction  est  continue. 
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Cette  démonstration,  due  à  O.  Bonnet,  est  extrêmement 
remarquable,  en  ce  sens  que  l'on  n'a  pas  besoin  de  sup- 
poser la  dérivée /''(^)  continue. 

GoROLLAiiiE  I.  —  Si  la  fonction  f{x)  conserve  une 
déji^ée  bien  détermijiée  entre  les  valeurs  x  et  x  -\-  h  de 
sa  variable,  on  a 

f[x^h)--f[œ]=.hf[œ  +  Qh), 

Q  désignant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  i . 

En  effet,  posons  x  -h  A  =  X,  X  —  x  =  /i  et 

on  en  conclura 

/(X)-/(.r)-(X-^)A  =  o. 
Si  l'on  considère  alors  la  fonction  de  z^ 

/(X)-/(.)-(X-,3)A, 

elle  s'annulera  pour  z  =.  x.  Mais  elle  s'annule  aussi  pour 
z  =  X  ;  donc  sa  dérivée  s'annule  pour  une  valeur  '(  de  z 
comprise  entre  x  et  X.  Cette  dérivée  est  la  limite  de 

f[X)-/(z  +  e)-(X-.-s)A-[/(X)-/(.)-(X-z)A]. 
pour  s  =  o;  cette  quantité  peut  être  remplacée  par 

dont  la  limite  est,  par  définition,  — f{z)  +  A.  Remplaçant 
z  par  *(,  on  a  donc  — /^(Ç)-{-A=:o  ou  A=/'(f);  par 
suite,  la  formule  (i)  devient 
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Remplaçons  X  par  x  -\- h  et  la  valeur  ^  comprise  entre 
X  el  x-^h  par  x-\-Oh,  6  désignant  un  nombre  positif 
moindre  que  i  ;  nous  aurons 

OU 

f[x-\-/i)~f[.T)  =  /if{j:-hOh). 

n.  —  DÉRIVÉE  D'UNE  SOMME,  D'UN  PRODUIT,  D'UN  QUOTIENT. 

THÉORi:ME  I.  —  La  dérivée  d'ime  somme  composée 
d'un  nombre  limité  de  parties  est  égale  à  la  sonmie  des 
dérivées  de  ses  parties  (  *  ) . 

En  effet,  considérons  la  quantité 

(l)  fZ=ZU-\-V  (V'Zh..., 

zf,  i^,  çv,  .  .  .  désignant  des  fonctions  quelconques  de  x  en 
nombre  limité;  représentons  par  le  symbole  ^x  un  accrois- 
sement arbitraire  donné  à  x  (le  signe  A  ne  représentant 
plus  ici  une  quantité,  mais  une  opération).  Soient  Aj, 
Aw,  Av^,  Açv,  ...  les  accroissements  correspondants  àe  j^ 
u,  Vj  w,  .  .  .  ;  en  remplaçant  dans  l'équation  (i)  x  par 
x-{-^x,u  deviendra  alors  u-^^u,  ^  deviendra  t^-j-Ap»,  etc., 
et  l'on  aura 


il)  j  -f-  A;^  izr  M  -f-  Am  H-  ('  4-  Al'  —  a>  —  ^w 


Si  Ton  retranche  les  équations  (  i  )  et  (2)  membre  à  membre, 

on  a 

Aj  =  Am  H-  Af  —  ÙlW  dz .  .  .  , 


(*)  Nous  suppos'^rons  toujours  dans  la  suite  que  les  fonctions  sur  les- 
quelles nous  raisonnons  ont  une  dérivée.  L'existence  de  la  dérivée  cherchée 
sera  seule  à  démontrer. 
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c'est-à-dire,  en  divisant  par  A.r, 

A  r A^^         Ap        Afr 

^    '  A.r        A.r        A.r        A.r        *  •  •  • 

Ar 
Or,  si  l'on  fait  tendre  Ax  vers  zéro,  —  tendra  vers  f 

dérivée  de  r,  —  tendra  vers  f/,  etc.,  en  sorte  qu'en  pre- 
•^      A.r 

nant  les  limites  des  deux  membres  de  l'équation  précé- 
dente, et  en  observant  que  dans  le  second  membre  de  cette 
équation  le  nombj^e  des  parties  est  limité,  on  a 

y  —z  u  -\-  v'  —  ix>'  ±:  .  .  .  , 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Rematique.  —  Nous  avons  insisté  sur  ce  point  que  le 

nombre  des  parties  u,  v,w,...  devait  être  limité;  en  effet, 

quand  nous   avons  fait  tendre  Ax  vers  zéro,  nous  avons 

-,      .  1     T      •        1     1  Am         Ac         Aw  ,      . 

admis  que  la  limite  de  la  somme h 1 était 

A  A.r        A.r         Aj: 

égale  à  la  somme  des  limites  de  ses  parties,  ce  qui  cesse 
d'être  vrai  lorsque  l'on  suppose  le  nombre  des  parties  illi- 
mité (*).  Ainsi  le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer 
n'est  pas  applicable  aux  séries,  ou  du  moins,  pour  qu'il 
devienne  applicable  aux  séries,  il  faut  nécessairement  une 
nouvelle  démonstration. 


(*)  On  démontre  par  le  Calcul  inté^i-al  la  formule 
ac  sin^a-       sin  7)X  ,    sin  n 


2  'i  3  II 

Si  l'on  prend  la  dérivée  des  deux  membres  de  cette  équation,  en  procédant 
comme  si  le  second  membre  avait  un  nombre  limité  de  termes,  on  trouve, 
à  l'aide  de  procédés  qui  seront  expliqués  plus  loin,  la  formule 

-  =  cos.r  —  C0S2X  -h-  cos3  j:  — . .  .±  co^nx,  , . , 
2 

absurde,  car  le  second  membre  est  divergent. 
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Théorème  IL  —  La  dérivée  d'un  produit  de  plusieurs 
jonctions  en  nombre  limité  est  égale  à  la  somme  des  pro- 
duits obtenus  en  multipliant  la  dérivée  de  chacune  de  ces 
fonctions  par  toutes  les  autres. 

En  effet,  soient  u^  v,  w,  .  .  .  différentes  fonctions  de  x 
en  nombre  limité;  posons 

(1)  y=zuv(X' 

Changeons  dans  cette  formule  x  en  .r-f-A:r;  r,  m,  Uy 
w,  .  .  .  deviendront  y  -\-  Ay ,  u  -f-  ^u,  .  .  .,  Aj,  Au,  .  . . , 
représentant,  comme  plus  haut,  les  accroissements  de  7, 
z/,...  correspondant  à  l'accroissement  Ax  de  x.  Nous 
aurons 

jr  H-  Ajri=  (w  +  A«)  (p  +  A(^)(«'H-  A(v) 

Or  le  produit  des  facteurs  qui  entrent  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  est  égal  à  la  somme  des  produits 
obtenus  en  prenant  pour  facteurs  un  terme  dans  chacun 
des  binômes  u  -\-  Au,  i^  +  At%  ...  ;  on  aura  donc 

(2 )  j  H-  A j  =  um' .  .  .  +  Aw .  v<v .  .  .  4-  A(^  uu' .  .  .  -f-  w, 

0)  désignant  une  somme  de  termes  contenant  en  facteur 
au  moins  deux  des  quantités  Au,  Av,  Aw, .... 

Or,  des  équations  (i)  et  (2)  on  tire  par  soustraction 

Aj  =  Am  .  pw .  .  .  H-  Ac .  uw .  .  .  "f-  ^w  .uv.  .  .  +  w, 

ou  bien^  en  divisant  par  Ax, 

f^,  Ay       Am  Ap  m 

lô)  =  iHK-  ...  H uw ...  H . 

'  Ajc        Ax  A.r  Ax 

Or,   si  l'on  fait  tendre  Ax  vers  zéro,  — ?  — »  •••  auront 

Au:     Ax 
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pour  limites  y,   z/,   ....  Quant  à  — ■>  il  se   compose  de 

termes  de  la  forme  —  a,  dans  lesquels  a  est  un  produit 

qui  contient  au  moins  un  des  facteurs  Au,  Ap»,  . . .  ;  si  nous 
supposons  donc  qu'aucune  des  dérivées  u\  v' ,  ...  ne  soit 

infinie ,  —   n'augmentera   pas    indéfiniment  ;    d'un    autre 

côté,  OL  aura  pour  limite  zéro,  et  par  suite  w  aussi;  donc, 
si  l'on  suppose  les  facteurs  u,  p»,  çv, .  .  .  en  nombre  limité, 
la  formule  (3)  donnera,  pour  Ax  =  o, 

(  4  )  y'  ^=-  u'  vw .  .  .-\-  v  mv .  .  ,  -f-  w'  ttf .  .  .  . 

C.  Q.  F.  D. 

Corollaire  I.  —  Si  l'on  divise  les  équations  (i)  et  (4) 
membre  à  membre,  on  trouve 

/         '        /         / 
r         u         V         w 

■^:==-  H 1 h..., 

y         u  V         w 

relation  remarquable  et  dont  on  fait  un  fréquent  usage. 

y' 

—  est  ce  que  l'on  appelle  la  déin^ée  logarithmique  de  j  ; 

on  peut  donc  dire  que  : 

La  dérivée  logarithmique  d'un  produit  est  égale  à  la 
somme  des  dérivées  logarithm,iques  de  ses  facteurs. 

Corollaire  II.  —  a  désignant  une  constante,  la  dérivée 
de  au  sera  au!,  car  la  dérivée   de  a  est  nulle.  En  effet, 

àa  est  nul,  et  par  suite  —  aussi,  quelque  petit  que  soit 

Ajt;  donc  la  limite  de  —  sera  zéro.  c.  o.  f.  d. 

Remarque.  —  On  a  quelquefois  besoin  de  prendre  n  fois 
de  suite  la  dérivée  d'un  produit  uv.  On  peut  le  faire  à  l'aide 
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de  la  formule  suivante,  due  à  Leibnitz, 

dans  laquelle  G/^,  G^,  . .  .  représentent  les  coefficients  de  la 

forrtiule  du  binôme  -5  — y  .  .  . ,  et  dans  laquelle  w^'^ 

r         1 .2  * 

désigne  en  général  la  dérivée  i'^™®  de  u. 

Pour  démontrer  cette  formule,  il  suffît  d'observer  que 

Ton  a 

[m']'  =  t('  V  -+-  c'  «, 

et  par  suite,  en  prenant  encore  la  dérivée, 

[uv)"  =  a" V  -^  '?.n'v'  -h  nv". 

La  formule  (i)  a  donc  lieu  pour  n  =  i,  71=  2,  ....  Admet- 
tons qu'elle  aitlieu  pour  la  /i'^™*  dérivée,  démontrons  qu'elle 
a  encore  lieu  pour  la  (/z  -+-  i)'^"®,  et,  comme  elle  a  lieu  pour 
Ai  =  2,  elle  aura  lieu  pour  w  =  3,  72  =  4i  •••'^  elle  sera 
alors  générale.  Si  nous  prenons  la  dérivée  des  deux, 
membres  de  (i),  nous  trouvons 

Or,  par  un  théorème  connu,  on  a  (p.  i3) 

C/i  -I-  I  =  ^/i  +  ii        ^n  "+"  ^n  =^  ^/î+n        •  •  •  î 

donc 

(mp)^«+i)  ^  n(n+i)„  ^  d^,  «(")p'  -f-  ci^i  uC'-'^v"  +  : . .. 

Gette  formule  n'est  autre  que  (i),  où  l'on  a  remplacé  7i 
par  (a/, -hi);  donc  enfin  la  formule  (i)  a  lieu  quel  que 
soit  /i.  c.  Q.  F.  D. 

Théorèaie  ITI.  —  La  dérwée  d'un  quotienl  est  é^nle 
au  rcsuUat  obtenu  en  divisant  par  le  carré  du  diviseur 
la  dérivée  du  dividende  ninltipliée  par  le  diviseur,  dimi- 
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nuée  de  la  dérwée  du  dls^lseuv  multipliée  par  le  dii/i- 
dende. 

En  effet,  soit 

II 

(■)  ^=. 

le  quotient  des  deux  fonctions  u  et  v  de  x.  Changeons  x 
en  j^  -}-  Ax;  u,  ^,  j  deviendront  u  -h  Au,  v  -{-  A^,  j  -h  Aj 
et  l'on  aura 

u  -f-  Lu 

(2)  j4- Ar=  — — --• 

Des  équations  (i)  et  (2)  on  tire 

u  H-  A«       u 

Ar  r=: 5 

•^  r  -4-  A^'         V 


c'est-à-dire 

«l'où  l'on  tire 

Aw             Ar 
,,         —  f^  — 

Ar            A.r             A.r 

A.r            ('"^-hcAp 

Si  l'on  fait  tendre  A.r  vers  zéro,  il  vient  alors,  en  observant 

Ar     Am     Al 
A.r     A.r     A.j 


Ar     Am     Al'  ,.      .  III 

que  -^5  —  •)  —  ont  pour  limites  y  ,  u  ,  i^ , 
*         A.r     A.r     A.r 


fl  V  —  V  u 
r' = -.  C.    Q.    F.    D. 


Corollaire.  —  La  dérivée   de  -  s'obtiendra  en  faisant 

u  =  I  dans  la  formule  précédente,  et  par  suite  u'=  o.  On 
a  alors 
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ni.  —  DERIVEES  DES  FONCTIONS  DE  FONCTIONS  ET  DES 
FONCTIONS  COMPOSÉES. 

Soient  V  une  fonction  de  x,  w  une  fonction  de  v,  y  une 
fonction  àe  w\j  sera  ce  que  l'on  appelle  une  fonction  de 
fonction  de  x. 

Théorème  I.  —  La  déinvée  d' une  fonction  de  fonction 
est  égale  au  produit  des  dérivées  des  fonctions  dont  elle 
est  formée. 

En  effet,  soit  y  une  fonction  de  çv,  w  une  fonction  de  v^ 

V  une  fonction  de  x.  Changeons  x  en  x  -f-  Ax  ;  j  deviendra 

Y  -f-  t^Y,  w  deviendra  w  ■+-  ^w,  ^  deviendra  w  -f-  Ap",  et  l'on 
aura  identiquement 

Ak         Aj  Aff    A»' 
^   '  A.r        A«'    A(>    A.r 

Si  l'on  fait  tendre  Ax  vers  zéro,  —  aura  pour  limite  v', 

A.r  ^ 

AfV  ,  11»  •  1  \     ^•) 

—  est  le  rapport  de  1  accroissement  de  çv  a  1  accroisse- 
ment correspondant  de  v\  sa  limite  est  donc  la  dérivée 
de  w  prise  en  considérant  w  uniquement  comme  fonction 
de  V  et  non  comme  fonction  de  x  :  nous  désignerons  cette 
dérivée  par  w'^,  pour  ne  pas  la  confondre  avec  w' ,  qui  es* 
la  dérivée  de  w  considérée  comme  fonction  de  x.  De  môme 

—  aura  pour  limite   r'w)  dérivée   de  r  prise   en  considé- 

rant  j)'^  uniquement  comme  fonction  de  w.  La  formule  (i) 
peut  alors  s'écrire 

(2)  f=r'^iv\,v\ 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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Remauque  I.  —  Nous  avons  tacitement  supposé  le 
nombre  des  fonctions  intermédiaires  w  et  i>  limité;  en 
effet,  en  passant  aux  limites  dans  la  formule  (i),  nous  nous 
sommes  appuyés  sur  ce  principe  que  la  limite  d'un  pro- 
duit était  égale  au  produit  des  limites  de  ses  facteurs  :  ce 
principe  n'est  pas  applicable  aux  produits  composés  d'un 
nombre  illimité  de  facteurs. 

Remarque  II.  —  Il  ne  faut  pas  confondre  les  expres- 
sions j'^  et  y';  elles  sont,  comme  on  voit,  essentiellement 
différentes  et  liées  entre  elles  par  la  relation  (2). 

Soient  u,  v,  çv, . . .  des  fonctions  de  :r,  et  y(  w,  v^  çv, . . .  ) 
une  fonction  de  m,  v,  w,  ...;/"  sera  par  rapport  à  x  ce 
que  l'on  appelle  une  Jonction  composée. 

Théorème  II.  —  La  dérivée  d'une  fonction  composée 
est  égale  à  la  somme  de  ses  dérivées  prises  par  rapport 
à  chaque  fonction  dont  elle  est  composée ,  respectii^e- 
ment  multipliées  par  les  dérivées  de  ces  fonctions  elles- 
mêmes. 

En  effet,  considérons  la  fonctiony*(z/,  j^,  w),  u,  v^  w  dé- 
signant ici  des  fonctions  àe  x\  on  aura 

A/ fiu  -h  ^(c,  ('  -4-  Ac,  «'  -f-  A(t')  — f[u,v,  w) 

A",  àvj  Aw,  A/*  désignant,  comme  plus  haut,  les  accrois- 
sements de  M,  ^,  w, y* correspondant  à  l'accroissement  Ax 
de  X.  Or  on  peut  écrire  comme  il  suit  l'équation  précé- 
dente : 


a/ f[u-\-  \ii,  V  4-  ^v,  IV  -\-  ^a>)  — f{u-+-  A«,  p  +  Ap-,  w] 

Ax  A.r 


^    '   I  A.r 

Lx 
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Or  la  première  parlie  du  second  membre  de  celte  équation 

.     .      /[u  -{-  Au,  V  -4-  A(%  iv  -h  Aft')  — j [u  -\-  A//,  ('  -4-  A(%  «'] 


\x 


est  l'accroissement  que  prendy  (i^  4- Ai^,  s^  -\-  ^{>,w)  quand 
on  change  w  en  w  -\-  Aw.  Or,  en  appliquant  ici  la  formule 

démontrée  (p.  164),  nous  pouvons  écrire  ainsi  la  quan- 
tité (2), 

(3)  /^(w-l-  Am,p  4-  AiMv -f-5A(i')  — , 

OÙ  B  désigne  un  nombre  compris  entre  zéro  et  1.  Pour 
bien  comprendre  cette  formule,  il  faut  voir  dans  la  nota- 
tion /^  une  dérivée  prise /?«/'  rapport  à  w,  comme  si  u-\-ù^u 
et  V -[- ùi^v  étaient  des  constantes;  et  en  effet,  dans  l'appli- 
cation de  la  formule  (a),  on  ne  suppose  pas  que  la  fonc- 
tiony(j:)  ne  contient  pas  d'autres  variables  que  l'on  pourra 
ultérieurement  regarder  comme  fonctions  de  x^  et  la  dé- 
rivée qui  y  entre  n'est  relative  qu'à  la  quantité  recevant 
l'accroissement  A.  Ainsiy^,  pour  nous  résumer,  représente 
une  dérivée  prise  comme  si  u  -|-  Aw,  v  -\-  ^v  étaient  indé- 
pendants de  çv;  la  variable  est  w,  et  on  la  remplace  par 
w-h  Bùiw.  En  mettant  le  second  et  le  troisième  terme  de  (1) 
sous  une  forme  analogue  à  (3),  on  aura 

^=J^(u-i-  Au,v  -h  Ac,  M'4-  Ola^)  — 
Ax  ^  '  A.r 

+  /'  [u  -h  Au,i<-\-ôyV,w)  —  -4-  f',  {ii-\~  O^An,v,a')  —, 
'         A.r        '  A.r 

6i  et  62  désignant  comme  6  des  nombres  compris  entre  zéro 
et  I.  Si  alors  on  suppose  que  x  décroisse  indéfiniment, 

A  A  A  1  /  ^'^'       Ac       Am  ,         ,.       . 

Am,  av.  Açv  tendant  vers  zéro  et  — ?  — ?  —  vers  les  limites 

Ax     Ax     Ax 
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w'j  /,  i/.  il  vient,  en  supposant  les  fonctions/^^jy^^/i^  con- 
tinues par  rapport  à  u,  u,  w, 

/l  z^fl  (  M,  (',  «')  w''  +  /;{«,  P,  a' )  i^'  +  /;  [a,v,  w )  m'. 

Telle  est  la  formule  qui  fait  connaître  la  dérivée  d'une  fonc- 
tion composée;/^  ,  rappelons-le,  est  la  dérivée  de/(M,ç',w) 
prise  en  supposant  v  et  w  constants  et  u  seul  variable  (voir 
une  application  au  §  VIII). 

IV.   —  THÉORÈME  DES  FONCTIONS  HOMOGÈNES. 

La  fonction  f[x,jyz)  de  plusieurs  variables  est  dite 
homogène  et  de  degré  m  quand  elle  satisfait,  quel  que  soit 
A,  à  la  relation 

(i)  f{^kxJfJiz]  =  k"^f[.T.,r,z]. 

Ainsi  x'^-hj'^  est  homogène  et  du  second  degré,  etc.  Si 
nous  prenons  les  dérivées  des  deux  membres  de  (i)  par 
rapport  à  /r,  nous  aurons,  en  appliquant  le  théorème  dé- 
montré au  paragraphe  précédent, 

qui  devient,  pour k  =  i, 

(  3  )  ^/;  4-  r /;  +  zf,  =  mf. 

En  prenant  encore  la  dérivée  de  (2)  par  rapport  à /cet  en 
faisant  /:  =  i ,  on  trouve  [voir  §  XII) 

.rY^îH-  2jz/"--h  .  ..  =  ni[m  —  i)/(.r.  r,  2). 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  développer  cette  dé- 
oionstration  très-facile  et  de  la  généraliser. 

C'est  dans  la  formule  (3)  que  consiste  le  théorème  des 
fonctions  homogènes,  dont  l'utilité  se  manifestera  plus 
loin  en  Algèbre  et  dans  toute  la  Géométrie  analytique. 

L.   —  M"èbre,   II.  12 


178  TRAITÉ    d'algèbre. 

V.  —  DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  IMPLICITES. 

Lorsqu'une  fonction  est  définie  comme  solution  d'une 
ou  de  plusieurs  équations  dans  lesquelles  entre  la  variable, 
on  dit  qu'elle  est  implicite;  elle  est  explicite  dans  le  cas 
contraire. 

Ainsi  j^,  défini  par  l'équation 

est  implicite;  si  l'on  tire  de  là 


y  devient  explicite. 

Nous  allons  trouver  la  dérivée  d'une  fonction  implicite, 
mais  nous  ferons  l'hypothèse  que  cette  dérivée  existe,  en 
nous  réservant  de  prouver  plus  loin  l'existence  de  cette 
dérivée  pour  un  grand  nombre  de  cas. 

1°  Considérons  d'abord  la  fonction  y  définie  par  la  seule 
équation 

f(x,jr)z=0. 

Cette  équation  étant  une  véritable  identité  quand  j  y 
est  censé  remplacé  par  sa  valeur  en  x,  ce  que  nous  suppo- 
serons, y"(.r,j^)  est  identiquement  nul;  sa  dérivée  est  donc 
nulle,  et,  en  supposant  que  j' existe,  la  règle  des  fonctions 
composées,  démontrée  §  III,  donnera 

(i)  A+yf.=o, 

d'où  l'on  tire 

Pour  bien  comprendre  comment  on  a  obtenu  l'équation  (1), 
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il  faut  remarquer  que  f[x,j)  est  une  fonction  composée 
de  X,  composée  des  deux  fonctions  x  et  y.  Sa  dérivée  se 
composera  donc  de  la  dérivée  Jl  multipliée  par  x'j  qui 
est  I,  et  de  la  dérivée  y^'  multipliée  par  y'. 

2°  Si  j'  était  donné  par  deux  équations  telles  que 

?{-^,I,z)=0,        ^(.r,J,  z)=:0, 

on  prendrait  les  dérivées  de  ces  deux  équations  en  appli- 
quant toujours  la  règle  des  fonctions  composées,  et  l'on 
aurait 

On  aurait  ainsi  deux  équations  permettant  de  calculer 
y'  et  z'.  Il  n'est  pas  nécessaire  de  montrer  comment  on 
obtiendrait  la  dérivée  de  y  s'il  était  défini  par  un  plus 
grand  nombre  d'équations. 

Vï.  —  DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  SIMPLES. 

Dérivée  de  a^.  —  Posons 

en  changeant  x  en  x  -{-  Ax,j  devient  j^  -+-  AjT»  et  l'on  a 


j  -}-  A/  =  a^+^-^, 

d'où  l'on  tire 

A/  =  a-^+^"  —  n' 

ou  bien 

Aj=r«^(rt^^— I 

On  tire  de  là 

(0 

A/r                          A/r 
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Si,  dans  celte  iormule,  on  vient  à  poser 


ar^  =  1  -h  a     ou      Aj:  =:: 


elle  devient 


Ar  a^\(>^a 


OU  bien 


A.r        l()j^r/n_«) 

Ar  a^Vrç^a 

A.r  i 

log(i-i-a)" 

Si  l'on  fait  alors  tendre  ^x  vers  zéro,  a  tend  vers  zéro, 

I 
(i  -t-a)"tcnd  vers  e,  et  par  conséquent  on  a 

Ar 
lim  —  =  r'  =  r-c^  logrt. 
A.r 

Remarque.  —  La  dérivée  de  a^  étant  a^  loga,  celle  de 
e^  est  e^. 

Dérivée  de  log  x.  —  En  posant 

y  =  log^, 


on  a 


c'est-à-dire 


Ar        ,       (oc  --  A.r\  Ax 


ou  enfin 

si    l'on    fait    alors    tendre    A:r   vers    zéro,    la    limite    de> 


ttf! 


ou  bien 
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I 
sera  e"^,  et  l'on  aura 


\r  - 

lim  ^  =  r'  =  log  e^ 


y  =-loge. 

X 


Si  le  logarithme  est  un  logarithme  népérien,  on  aura  sim- 
plement 


f='~ 


Dérivée  de  x^.  —  Si  m  est  entier  et  positif,  la  dérivée 
de  x^  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 


X  -4-  A.r  '"  — .r' 


ou  bien 


c'est-à-dire 

Si  772  est  négatif,  mais  entier,  on  posera  x"^:=  x~^=z  i  ',x^^ 
et  la  règle  de  la  page  1 69  (l.  2a)  donnera — nx-^-^=:mx^-^ . 
Si  m  n'est  pas  entier,  il  faut  supposer  x  positif,  soit  : 

d  ou 

logjirz  /wlogx; 

si  l'on  donne  à  x  l'accroissement  infiniment  petit  ù^x,  la 
fonction  x^  étant  continue,  y  prendra  l'accroissement  in- 
finiment petit  Aj  ,  et  Ton  aura 

A  logj        m  A  Joij^.r  A  loe^r  Ar  A  loffx 

-— = ou     '—  —  —m ^ 

^■f^  Ax-  Aj       Ax  A.r 
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OU 

à  Y  Alog.r    A  loQ^r^ 

A.r  Ax      *      A/ 

si  Ton  fait  tendre  Ax  vers  zéro,  on  a 

lim^      ou     /r=m(logxy^:(logj);.  =  ^J  =  r72.r— \ 
AuC  -^ 

comme  dans  le  cas  où  m  est  entier  et  positif. 

Corollaire  I.  — La  dérivée  de  "\'X  est  égale  à  celle  de 

1.  I      — -1        ,  I    '"/    I 

a:'",  c'est-à-dire  égale  à  ^^  x"'      ou  a  -  W  ^^,^_,  • 

Corollaire  IL  —  En  particulier,  la  dérivée  de  sjx  sera 
I 

Corollaire  IlL  —  Si  u  désigne  une  fonction  de  x,  la 
dérivée  de  u""  s'obtiendra  en  prenant  la  dérivée  de  u""  par 
rapport  à  w,  ce  qui  donnera  mu"^-* ,  et  en  la  multipliant 
par  la  dérivée  u!  de  u,  en  sorte  que  (p.  171  ) 

1  u' 

CoROLLAiTiE  IV.  —  La  dérivéc  de  it^  ou  de  sju  est  ^^-' 

VU.  —  DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  CIRCULAIRES. 

Dérivée  du  sinus.  —  Posons 

y  =  sin.r; 
on  a,  d'après  la  définition  même  de  la  dérivée, 

,.     sin(j7-f- Ajc)  — sinx 

/  =  lim  — ^ : —  > 

•'  Ax 
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c'est-à-dire 


2  sin  —  A.r  cos  I  x  -f- 
j        ^'  ^'  ^  ^' 

y  =  lim 


\'^) 


A.r 
OU 


j'  r=  lim 


mais,  si  l'on  observe  que  le  rapport  du  sinus  à  l'arc  a  pour 
limite  l'unité  quand  l'arc  tend  vers  zéro,  l'équation  pré- 
cédente devient,  pour  A^  =  o, 

y  =  cos^c. 

Dérivée  du  cosinus.  —  La  dérivée  de  coso:  se  trouve 
de  la  même  manière  que  celle  de  sinx;  cependant  on  peut 
y  arriver  plus  simplement  en  observant  que 


cos.r  =  sin  . 

2 


SI 


n  f x\  est  une  fonction  de  fonction.  Pour  obtenir  sa 

dérivée  par  rapport  à  x,  il  faut  d'abord  la  prendre  par 


Tï"  .         ,  /  7Z 


rapport  à  -  —  x,  ce  qui  donne  cosf-  —  x)  ou  sinx, 
puis  multiplier  ce  résultat  par  la  dérivée  de  la  somme 
X,  qui  est  —  I  ;  on  a  donc 

(cos.r)'=r —  sin.r. 
Dérivée  de  la  tangente.  —  On  a 


smj7 

tang.rr=z , 

coso: 
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et,  par  conséquent,  pour  trouver  la  dérivée  de  tangj:,  iJ 
faut  prendre  la  dérivée  d'un  quotient;  en  appliquant  la 
règle  donnée  (p.   169),  on  trouve 

,             .,       (sinx]'cos.r  —  (cos.r]'siii.r 
tango:  '  =  ^ '- ^ > , 

c'est-à-dire 

(tangj;)'  =  — -• 
cos-.r 

Déuivée  de  la  cotajngente,  etc.  —  On  trouve  ainsi 

(cotxj'rz: :-^, 

,      ,,        sin.r 

(seco:     r= —9 

^  cos'',r 

cos.r 


siii-,r 
Dérivée  de  arcsinx.  —  Si  l'on  pose 

y  =  arc  siiix, 
on  en  déduit 

(i)  ûnj  —  x\ 

si  l'on  prend  les  dérivées  par  rapport  à  x  des  deux 
membres  de  cette  équation,  il  vient,  en  observant  que 
sinj^  est  une  fonction  de  fonction, 

y  cosjr  =  I 
ou  bien 

COSJ 

et,  en  remplaçant  cosj  par  sa  valeur  tirée  de  (i), 

VI  —  X' 


I 

'1 
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le  signe  H-  convient  au  cas  où  cosr  est  positif  et  le 
signe  —  au  cas  où  il  est  négatif,  ce  qui  revient  à  dire  que 
l'on  aura 


jr   Z=  -h     OU     


suivant  que  7  sera  compris  entre  2 A  71  —  -  et  2A7r  +  -?  ou 


2 

entre  (2/f-h  1)7: et  (2A  -h  i)'^  H-"- 


2  '  '2 

Cette  démonstration  suppose  que  l'on  sait  à  l'avance  que 
r  a  une  dérivée  ou  que    -  a  une  limite,  mais  ce  fait  est 

évident,    puisque  —   a    une    limite    qui    est   la    dérivée 
x^==  COSJ. 

Dérivée  de  arccos.r.  —  On  peut  poser 

arccos.r=r arcsm^; 

2 

on  déduit  de  là  que  les  dérivées   de  arcsin:^  et  arccos^ 
sont  égales  et  de  signes  contraires. 

Dérivée  de  arctangx.  —  Si  l'on  pose 

j  =  arc  tan  g  j:, 
on  a 

tangjr  =  ^, 

et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  de  cette 
équation, 

cos-/ 

d'où  l'on  tire 

y'  z=  cos^  j. 
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c'est-à-dire 

I  +ar- 

VIII.   —  APPLICATION  DES  PRINCIPES  PRÉCÉDENTS. 

Nous  pouvons  maintenant  prendre  les  dérivées  de  toutes 
les  fonctions  qui  sont  jusqu'ici  entrées  dans  nos  calculs; 
nous  allons  le  montrer  sur  quelques  exemples. 

Dérivée  de  x^.  —  La  fonction  x^  est  composée  ;  pour 
bien  le  comprendre,  considérons  la  fonction  lû',  u  et  v 
désignant  deux  fonctions  de  x.  Cette  dernière  expression 
est  de  la  forme /(a,  ç');  sa  dérivée  sera  donc  de  la  forme 


c'est-à-dire 

si  l'on  prend  u=z  i^  =.x,  on  a  la   dérivée  de  x^,  qui  est 
ainsi 

x^ [l  -f-  log.r). 

¥-\  ,  rt  -f-  .r  „ 

Dérivée   de   arc  tang -•   —   Cette    expression    est 

une  fonction  de   fonction;  pour  en  obtenir  la  dérivée,  il 

faut  regarder   '—    comme   seule    variable ,  prendre  la 

dérivée  dans  cette  liypothèse,  ce  qui  donne 

et  multiplier  le  résultat  par  la  dérivée  de -^  ?  qui  est 


I  —  a.r  -^  a[a  -\-  .t]  \  -\-  a' 

L^ L      ou 

[l  —  aji:]'-  [i  —  ax 
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on  obtient  alors 


a  -\-  r 


I  —  o.x j    J 

OU  bien 

1  +  ^2- 

c'est-à-dire 


résultat  auque.   on  aurait  pu   arriver   immédiatement  en 

observant  que 

a  -h  X 

arc  tan'? ==  arc  tang«  +  arc  tango;. 

^  i  —  ax 

Dérivée  de  log(x  -4-  sji-hx').  —  Cette  fonction  peut 
être  considérée  comme  fonction  de  fonction;  en  regardant 
^  _p  ^/ 1  H-  x^  comme  variable,  la  dérivée  de  cette  fonc- 
tion est 


Mais,  comme  x  est  la  variable,   il  faut  multiplier  cette 
quantité  par  la  dérivée  de  x  -\- \J i -]-  x^ ,  c'est-à-dire  par 

ce  qui  donne 


I  -+ 


-hV^i  +  ./;2  v/i-H-^'^ 


IX.  —  DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  DE  VARIABLE  IMAGINAIRE. 

Si  l'on  appelle  fonction  de  x  -\-j  \l —  i  toute  expression 
de  la  forme  X -j- Y  sj —  i,  oùX  et  Y  sont  fonctions  de  x  et  j^, 
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une  fonction  de  x  et  y  n'aura  pas  en  général  de  dérivée, 
et  l'on  ne  considère  en  Analyse  que  les  fonctions  admet- 
tant une  dérivée.  Pour  faire  comprendre  cette  espèce  de 
paradoxe,  observons  que  la  dérivée  de  X  -h  Y  y' — i  est  la 
limite  de 

Ax  +  Aj  \j—  I 

quand  x  etj^  tendent  vers  zéro.  Or  l\y~  et  Ax  peuvent  tendre 
vers  zéro  en  suivant  des  lois  très  diverses.  De  là  une  infinité 
de  limites  difterentes  pour  le  rapport  considéré.  Supposons, 
pour  fixer  les  idées,  x  ely  fonctions  d'une  variable  t,  qui 
pourra  être  x  si  l'on  veut;  le  rapport  (i)  pourra  s'écrire 


AX        A  Y     \     /  A.r        Ar    , \ 

ou,  en  passant  aux  limites, 

^  .    x;  -h  y; v/^=^     K-n  +  ^'v>-'  +  v/^^ (^^'v^'  -^  y',.)-;) 

(2)       _ -—==:   •       ,  ,      ,-= 

La  dérivée  que  nous   trouvons  ainsi  dépend,  comme  l'on 

voit,  du  rapport  --•>  et,  pour  qu'elle  soit  indépendante  de 

ce  rapport,  en  d'autres  termes,  pour  que  la  dérivée 
de  X  -f-  Y  y/ —  I  ne  dépende  pas  du  mode  de  variation  de  x 
et  dey,  il  faut  que  les  coefficients  de  x[  ety[  dans  les  deux 
termes  delà  fraction (2) soient  proporlionncls,  ce  qui  donne 

x;  -h  v/~  Y^,  _  x;  -h  y/^^  y; 

y/-, 

ou  bien,  en  égalant  les  parties  réelles   et  les  coefficients 

de  v/^^, 
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Ces  relations  ne  seront  pas,  en  général,  satisfaites  quand 
on  prendra  X  et  Y  au  hasard. 

Quoi  qu'il  en  soit,  parmi  les  règles  que  nous  avons 
données  pour  prendre  la  dérivée  d'une  fonction,  il  en  est 
qui  ne  supposent  pas  la  variable  réelle;  telles  sont  les 
règles  relatives  aux  sommes,  aux  produits,  aux  quotients, 
aux  fonctions  de  fonctions  et  aux  fonctions  entières.  La 
règle  des  fonctions  composées  peut  se  généraliser  ainsi  : 

Soilf^u,  ^)  une   fonction    composée   de   J^-hJ''\^ — i» 

Si  u  et  u  ont  une  dérivée  unique  et  si  de  plus^ ^  ^^fl  sont 

bien   déterminés,   on  supposera  x  et  j^  fonctions  de  ?,  et 

/' 
l'on  aura  pour  dérivée  de/  l'expression  — * — ^ _?  où 

la  variable  t  est  réelle.  On  a  ainsi 

Mais ^  estladérivéef/de  u  relative  kx-\-j\J —  i  ; 

donc  la  dérivée  cherchée  de  f  esihien  f'^u'-{-J'^,s^'  comme 
quand  la  variable  est  réelle. 

La  dérivée  de  e-^+rv^  s'obtient  en  observant  que  cette 
fonction  est  égale  k  e^  [cosj -\- \/ — isin^).  Supposons  j- 
et  X  fonctions  de  t  et  prenons  la  dérivée  ;  nous  aurons 

e-'^oc'  (cosj  H-  y/ —  I  sin  r  )  +  c^  (  —  sinj  H-  y/—  i  cosj)/' 

=:  e^{cosj  -t-  y' —  I  sinj;  (-t^'-^jV —  0 

_- ^^+; V=^  (  ^' _l_  y  ^/Zl  ) . 

En  divisant  par  x'-i-j'\J —  i ,  on  trouve  la  dérivée  unique 
e^^x^~^  ;  la  dérivée  de  log(x  -f-  7  sj —  i)  s'en  déduit  faci- 
lement, et  l'on  reconnaît  qu'elle  est z=i:r- 
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Il  reste  à  montrer  que  la  dérivée  de  sinx  est  toujours 
coso:.  On  a 

e^v/^  —  t'— ^V-» 
sinx  = ) 

2  \J —  I 

on  en  conclut 

[s\nxy= r=cosx. 

'  2 

On  verrait  de  même  que  la  dérivée  de  cosx  est  —  sinx  (*). 

X.  —  PROPRIÉTÉS  DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES. 

Théorème  I.  —  Toute  fojiction  f  [x)  réelle  et  continue 
entre  les  limites  x  =  a  et  x  =  b  de  sa  variable  passe  for- 
cément  au  moins  une  fois  par  la  valeur  u  comprise  entre 
les  valeurs  f  [a)  etf[b)  qu  elle  prend  pour  les  valeurs  a 
et  b  de  sa  variable,  et,  en  particulier,  sif{a)  etf(b)  sont 
de  signes  contraires,  V équation 

admet  au  moins  une  racine  comprise  entre  aetb. 

Ce  théorème  a  déjà  été  démontré  à  la  page  3o  de  ce  vo- 
lume. 

Théorème  IL  —  i*'  Une  fonction  réelle  et  continue  dont 
la  dérivée  est  positive  croît  avec  sa  variable  ,•  2°  unefonc- 


{*)  On  ne  fait  pas  généralement  dans  les  Cours  les  remarques  que  nous 
venons  de  faire,  et  cependant  on  ne  se  {jêne  en  aucune  façon,  en  Géomé- 
trie analytique,  pour  prendre  des  dérivées  quand  la  variable  est  imagi- 
naire; on  a  bien  soin,  il  est  vrai,  de  ne  pas  attirer  l'attention  de  l'élève  sur 
ce  que  la  variable  peut  ne  pas  être  réelle,  et  voilà  comment  l'étude  des 
Mathématiques,  qui  devrait  servir  à  rendre  l'esprit  juste,  peut  contribuer  à 
fausser  le  jugement. 
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tion  réelle  et  continue  dont  la  dérivée  est  négatwe  décroît 
lorsque  sa  variable  croît. 

En  effet,  considérons  la  fonction  réelle  f[x);  suppo- 
sonsy'(:r)  positif  entre  les  limites  a  el  b  de  la  variable  x; 
on  aura  en  général  (p.  i65) 

e  désignant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  h.  Or, 
supposons  X  et  X  -h  h  compris  entre  les  limites  a  et  b;  s, 
ayant  pour  limite  zéro,  pourra  être  pris  moindre  en  valeur 
absolue  que  J'[x).  Si  donc  nous  supposons  l'accroisse- 
ment h  positif,  le  second  membre  de  la  formule  précé- 
dente sera  de  même  signe  quef'^x)  ;  donc  enfin 

sera  de  même  signe  quef'[x),  ce  qui  revient  à  dire  quef(x) 
croît  avec  X  quand  sa  dérivée  est  positive  et  décroît  quandx 
croît  dans  le  cas  contraire.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  III.  —  Une  fonction  J (^x^  réelle  et  continue 
passe  ordinairement  par  un  maximum  ou  un  minimum 
lorsque  sa  dérivée  s' annule. 

En  effet,  supposons  la  fonctiony(x)  continue  ainsi  que 
ses  dérivées  pour  x  =  a\  si  l'on  a.  f'(^a)  =zo,  trois  cas 
peuvent  se  présenter  : 

i^  f{x)^  en  s'annulant  pour  x  =  a,  passe  du  négatif 
au  positif;  cette  fonction  est  donc  croissante;  donc  sa 
dérivée  y' (x)  doit  être  positive  ou  nulle  pour  x  =  a,  car, 
si  elle  était  négative, /'(x)  décroîtrait  en  faisant  croître  x 
(théorème  II).Mais/'(x)  ayant  changé  désigne  pour  x  =  a, 
en  passant  du  négatif  au  positif,  /(x)  a  dû  être  décrois- 
sante pour  les  valeurs  de  x  moindres  que  a  et  croissante 
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pour  les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  a;  elle  a  donc  dû 
passer  par  un  minimum  pour  x  =  a. 

2°  Sif'{x),  en  s'annulant,  passe  du  positif  au  négatif, 
cette  fonction  est  décroissante,  et,  par  suite,  sa  dérivéey''(x) 
est  négative  ou  nulle  pour  x  =  a;  en  second  lieu, y'(x) 
passant  du  positif  au  négatif, /"(x)  passe,  pour  x=a,  d'une 
période  croissante  à  une  période  décroissante,  c'est-à-dire 
que  y  [a)  est  un  maximum  de^  (x). 

3^  Si  f'{x)  ne  change  pas  de  signe  en  s'annulant,  cette 
fonction  croît  pour  décroître  ensuite  ou  décroît  pour 
croître  ensuite  lorsque  x  passe  par  la  valeur  a;  donc  alors 
f"[x)  doit  changer  de  signe  pour  x  =  a;  donc  enfin, 
dans  ce  cas, /"[a)  est  nul. 

Ainsi,  en  résumé,  si  l'on  a  f'(^a)=^  o  et 

f"[n)'^  o,f[a)  est  un  minimum  de/(.r), 
f"{a)<^o,f{a)  est  un  maximum  dey(.r). 

Lorsque  f  [a)  et  f" [a)  sont  nuls  à  la  fois,  trois  cas 
peuvent  se  présenter  comme  tout  à  l'heure  : 

1°  Si  f"{x)  passe  du  positif  au  négatif,  cette  fonction 
décroît,  et  dXovs  j"\a)  est  nul  ou  négatif;  mais  dans  ce  cas 
f'[a)  est  un  maximum  de  j'[x),  Gif  {a)  n'est  ni  un  maxi- 
mum ni  un  minimum;  2^  sif"{x)  passe  du  négatif  au  positif, 
f'"{a)  est  nul  ou  positif,/  [a)  est  un  minimum  de  f{x) 
et /(a)  n'est  ni  maximum  ni  minimum;  3°  ^if"{^)  ^^^~ 
serve  le  même  signe  en  s'annulant,  f  [a)  n'est  ni  un  maxi- 
mum ni  un  minimum,  et  il  peut  arriver  que/(«)  soit 
maximum  ou  minimum. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  discussion;  on 
voit  que 

fournira  des  valeurs  de  x  qui  rendent /(jr)  maximum  ou 
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minimum  toutes  les  fois  que/^'(.r)  ne  s'annulera  pas  en 
même  temps  que/*(x);  je  dis  des  valeurs,  parce  qu'il  ne 
suffît  pas  de  résoudre  l'équation  (i)  pour  en  déduire  tous 
les  maxima  ou  minima  dey(x). 

XL  —  THÉORÈME  DE  TATLOR. 

Considérons  un  polynôme  entier 

Si  l'on  change  :r  en  x  -f-  A,  on  a 

et,  en  développant  chaque  parenthèse  par  la  formule  du 
binôme,  puis  en  ordonnant  par  rapport  à  A, 

F (.r  -I-  /i )  =  <7o  +  <^i -^  +  '^a '^^  +  •  •  •  +  f^ti'^"' 

H — (<7i -i- 2^*^2  3; -h.  ..  + ««„.r"~"^) 

H [i  .2<22  +  2.3«'^3.r  4-  .  .  .  -h  /^(«  —  i)«„jc'*~*] 


H- 


H ^ I  .  2 .  d  .  .  .  iidji. 

1 .1.6, . .n 

Dans  cette  formule,  le  terme  indépendant  de  h  est  F(x), 

le  coefficient  de  -  est  F'(x),  le  coefficient  de est  la 

I  ^     ^  1.2. 

dérivée  de  F'(x),  que  l'on  désigne  par  F'^(x),  et  ainsi  Je 

suite.  On  peut  donc  écrire  la  formule 

F(.r  +  /0==F(.r)  +  -F'(.r)  +  — F''(.r)+...-i- ^^ p-(,r), 

^  '  ^    '  I        ^    '        1.2        ^     '  l  .1.6.  .  .Jl         ^    " 

qui  fait  connaître  l'accroissement  F  (x  H-  h) — F(.r)  d'une 

Ij-  —  Algèbre,  II.  1  3 
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fonction  entière,  correspondant  à  l'accroissement  h  de  sa 
variable. 

Nous  allons  essayer  de  généraliser  cette  formule;  à  cet 
effet,  désignons  par  P/i'  le  terme  qu'il  faudrait  ajouter  au 
second  membre  pour  qu'elle  devînt  exacte  lorsque  la  fonc- 
tion F(z)  cesse  d'être  entière.  Le  terme  additionnel  pourra 
toujours  être  mis  sous  la  forme  que  nous  lui  avons  assignée 
PA',  i  désignant  un  entier,  si  nous  supposons  tous  les  termes 
de  la  formule  précédente  finis.  Nous  poserons  donc 

F(^  +  A)-F(.r)-:jF'(..)-ilF"{x: 

V"{x]—  /l'P 


Cette  formule  est  une  identité  :  en  d'autres  termes,  P  a 
la  valeur  que  l'on  en  déduirait  en  résolvant  cette  équation 
comme  si  P  était  une  inconnue  entrant  au  premier  degré. 
Nous  supposerons  que  la  fonction  F(z)  reste  finie  et  con- 
tinue, ainsi  que  ses  n  premières  dérivées,  quand  z  varie  de 
X  'd  x-hh;  quant  à  la  dérivée  F''+'  (z),  nous  supposerons 
simplement  qu'elle  existe  et  qu'elle  ait  entre  les  limites  en 
question  une  valeur  unique.  Alors  la  fonction  suivante,  où 
l'on  a  fait  1L  =  x  -h  h, 

7(.)  =  F(X)-F(z)-^F'(.) 

1.2  ^     '  1  . 2  . 3  .  .  .  /«         \  \ 

sera  finie  et  continue  entre  les  limites  z  =^  x  ei 

z  =r  X  -t-  ^  =  X; 

sa  dérivée  n'aura  qu'une  valeur  bien  déterminée.  Or 
(p(X)=  o,  et,  si  l'on  suppose  X  =  x -i- A,  ç(^)  sera  nul  en 
vertu  de  l'équation  (i). 
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Donc,  en  vertu  du  théorème  II,  démontré  à  la  page  i63, 
la  dérivée  de  cp(z)  doit  s'annuler  pour  une  valeur  de  z  com- 
prise entre  x  et  x -\-  h,  valeur  que  l'on  peut  représenter 
par  X  H-  Bh,  0  étant  compris  entre  zéro  et  i .  Or  la  dérivée 
de  cf  (z)  est  donnée,  réductions  faites,  par  la  iormule 

Si  l'on  y  fait  z  =  x-hQh,  on  a,  d'après  la  remarque 
précédente, 

{■y^  —  x  —  ehY^ 

d'où  l'on  tire  la  valeur  de  P  suivante,  dans  laquelle  on  a 
remplacé  X  par  x  -\-  h, 

P  = .  .' F"+i(a7  +  6A): 

1. 1  .2.3.  .  .n  ^  '  ■ 

si  l'on  porte  cette  valeur  de  P  dans  la  formule  (i),  il  vient, 

»en  faisant  passer  dans  le  second  membre  tous  les  termes 
négatifs, 

+  T-z F«(a;  -i-       .    ^'        -> F«+i(^  +  6 A). 

1.2.. ..  n  t .  1 . 2 . 3 . . .  /?  ^  ^ 

Le  dernier  terme  porte  le  nom  de  reste;  on  lui  attribue 
I      généralement  deux  formes  :  l'une  correspond  ki  =  n-hi; 
elle  conduit  à   la  formule   suivante,   due    à  Lagrange   et 
indiquée  par  d'Alembert  : 

(   r(.r-{-/,)  =  F(x)  +  /.F'(x)-f-ilF''(.r)  +  ... 


kn+i 


1  . 2 .  3  .  .  .  [  /^  +  I  ) 


F'^+i(a:-hô//). 
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En  faisant  i  =  i,  on  a  la  formule  suivante,  due  à 
Cauc]]j  : 

F(^-l-  /i)=F{x)-i--F'{x)-h  —  F"(.r)  +  ... 

+  — \- — ^  F-^^^^e/i). 

I .2.3. . .«  ^  ' 

La  formule  (  2)  est  celle  dont  on  fait  le  plus  fréquemment 
usage;  on  peut  lui  donner  une  autre  forme,  très-utile  dans 
les  applications,  quand  F"+'  (x)  est  continue.  On  a,  en 
effet, 

e  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  A,  et,  par  suite, 
la  formule  (2)  donnera 

F(^  -+-/i)  =  F(.r)  +  //F»  4-  —  F"(x)  -f-.  . . 


.2.  .  .\n  -\-  I 


et,  pour  que  cette  formule  ait  lieu,  il  suffît  que  F{x)  soit 
continu,  ainsi  que  ses  n -h  i  premières  dérivées  dans   le 


voisinage  de  x. 


XII.  —  ÛUEiaUES  DEVELOPPEMENTS  EN  SERIE. 

La  formule  de  Tajlor  permet  quel(|uefois  de  développer 
une  fonction  en  série.  Si  dans  la  formule  (2)  du  para- 
graphe précédent  le  terme  complémentaire 

11- F'^+i(ir  +  0/i), 

1.2... (/i  +  i) 

que  nous  appellerons  le  reste,  tend  vers  o  quand  n  croît 
indéfiniment,  on  aura 


CHAPITRE    VII.  197 

et  le  second  membre  de  celte  formule  sera  une  série  con- 
vergente. 

Ordinairement  on  suppose  x  ^o  et  la  formule  que  l'on 
applique  au  développement  en  série  est 

¥{h)=  F(o)+  -F'(o)+—  F"(o)+...+  J^—l—'pn+x(^^h)] 

I  ^     •  l.'2  (714-1)!  ^         ^' 

on  lui  donne  alors  le  nom  àe  formule  de  Maclaurin. 
i""  Si  l'on  suppose  F()v)=::  sinA,  on  trouve 

smh= -r-  —  —...zh  : 0, 

1         i.'4.3        o!  {n  -h  1)1 

0  désignant  un  terme  de  la  forme  sinB  A  ou  cos9  A  ;  le  terme 
complémentaire  tend  donc  vers  o  pour  /i  =  oo  et  l'on  a 

• .    ,       h       h^       h° 
2**  On  trouve  de  même 

A2  7^4 

C0SA=I r   +  —-—..., 

2  !  4  •' 

,  h        if-        h^ 

.'^=i+-  +  ^  +  3j-f-..., 

4"  Pour  obtenir  le  développement  de  {\-\-hY,  il  faut 
partir  de  la  formule  de  Cauchj 

¥{x-^h)  =  V{x)-^  ^  F'(:r)  +  ...-f-  —^  ¥n{x) 
^j  faire  F(^  +  A)  =  (i  +  A)«,  ^  =  i,  et  l'on  trouve 

(f  -+-  hy  =  i-h  -  h  n ^ ^  A2 

I  1 .1 

+. . .  «(«-o.-.,(«-»  +  .) ^^^^ 

/il 

///;-Hl 

R=  — -  a{a  —  i)  ...(a  —  7i)(i  _  e)«(n- 6A)«-«+i  ; 
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on  peut  écrire 

R  =  „„(„_,)/,(^ -,),....  (^_,)/.(J^^^)''(,+e/,)-. 

Si  Ton  suppose  h  moindre  que  i  en  valeur  absolue,  les 
'facteurs  a/i,  {a  —  i)/i,  ...   (^^  —  i  jA,  ont  un  produit  qui 

1                   1  —  6 
pour  71  ^œ  tend  vers  o,  t-j-  ne  peut  être  supérieur  a 

l'unité,  (i  -4-  BA)^  reste  fini  :  donc  Rdcns  ce  cas  tend  verso 

et  l'on  a 

a  .        a(a  —  0  ,, 
^  ^  I  1 .  i 

C'est  la  formule  du  binôme  généralisée.  Il  est  inutile 
d'examiner  le  cas  où  A  >  r  en  valeur  absolue,  car  dans 
cette  hypothèse  la  série  qui  figure  dans  l'équation  précé- 
dente est  manifestement  divergente  (voir  p.  isS). 

5°  L'application  de  la  même  formule  à  la  fonction 
log(i  -h  h)  donne 

,,       ,        A2       A3       A^ 

log(i  -f-  A)  =  A  -  -  -f-  y  -  y  +. . ., 

le  reste  est  an  peu  plus  simple;  les  facteurs- —  i  qui  figu- 
rent dans  l'expression  précédente  sont  remplacés  par  l'uni  té. 

XIII.    —  EXTENSION  AU  CAS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 

Thi^orème.  —  Soientf{x^y)  une  fonction  de  x  et  dey, 
f'j.sa  dérivée  prise  en  regardant  x  cort^me  seule  variable 
et  y  comme  une  constante,  f'y.  sa  dérivée  prise  par  rap- 
port ày  en  regardant  X  comme  une  constante  ;  soient  f"^^ 
la  dérivée  prise  par  rapport  à  x  de  /^.,  f'^y  la  dérivée 
de  f'^  prise  par  rapport  ày,  f^^  la  dérivée  de  f'y  prise 
par  rapport  àx  et  f'y,  la  dérivée  de  f'y  par  rapport  ày\ 
on  a 
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En  effet,  on  a,  par  le  théorème  de  Taylor, 

^t  ceci  suppose  simplement  y (.r,r)  continu  dans  le  voi- 
sinage de  X  et  fy  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et 
secondes  prises  par  rapport  à  x\  s'il  en  est  de  même  des 
-dérivées  prises  par  rapport  à  x  Qij  ou  par  rapport  à  y  deux 
fois,  on  aura 

/(^,  j-f-  /c)=y(^,  j)  +  /c/;  (.r,7)  +  --^/;;  +  k^  «, 

e,  a,  jS,  y  désignant  des  quantités  qui  tendent  vers  zéro 
quand  h  et  k  tendent  Vers  zéro.  Si  dans  la  formule  (i)  on 
change  y  en  y  -h  k,  elle  devient 

/(x  -f-  /^  J  -I-  /c)  =/(x,  j  H-  Â-)  +  V;  (x,  j  +  /c) 

£4  jouissant  toujours  de  la  propriété  de  tendre  vers  zéro 
pour  h  et  k  =^  o]  en  vertu  des  formules  (2),  cette  dernière 
s'écrit 

(  /(^  +  /^  j  +  /o =/+  (  v;  +  A/;  ) 

0  désignant  un  polynôme  du  deuxième  degré  en  h  et  A", 
dont  les  coefficients  a,  (3,  y,  e  deviennent  nuls  pour  h  =  o, 
/f  =  o,  et  qui,  par  suite,  tend  vers  zéro  lors  même  qu'on 
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l'a  divisé  par  hh,  pourvu  que  le  rapport  -  reste  fini.  Or. 

on  aurait  trouvé  de  la  même  façon,  en  permutant  l'ordre 
des  opérations  relatives  à  h  et  A-, 

-+-  ~  (  /^IC.  + 1  id-f;.  H-  k\f;.  )  -4-  rii, 

Q,  étant  un  polynôme  de  même  espèce  que  0. 
Comparant  cette  formule  avec  (3),  on  a 

ou  bien 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  de  H  et  i2i,  si  h  tend  vers 
zéro,  le  rapport  j  restant  arbitraire,  mais  fini,  il  vient  à  la 

limite 

/"   =  f" 

On  peut  donc  intervertir  l'ordre  de  deux  dérivations 
successives  sans  changer  le  résultat  des  opérations;  mais 
ct>ov  suppose  la  continuité  des  dérivées  auxquelles  on 
parvient  et  de  toutes  celles  qui  précèdent  ou  qui  sont  de 
même  ordre.  Si  l'on  avait  plusieurs  dérivées  successives  à 
prendre  par  rapport  aux  mêmes  variables  x,  j,  ou  même 
à  des  variables  différentes  ^,  t.,  u^  .  .  .,  en  pourrait  inter- 
vertir l'ordre  des  opérations.  J-^a  démonstration  de  cette 
proposition  est  calquée  sur  celle  que  l'on  donne  en  Arith- 
métique pour  prouver  qu'un  produit  est  indépendant  de 
l'ordre  de  ses  facteurs. 

Ceci  justifie  la  notation 

-a+p 
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pour  désigner  le  résultat  obtenu  en  prenant  la  dérivée  de^ 
un  nombre  de  fois  égal  à  a  -f-  (3  -}-  7,  à  savoir  a  fois  par 
rapport  à  x,  j3  fois  par  rapport  à  j  ,  y  fois  par  rapport  à  z. 

Théorème  de  Taylor.  —  Considérons  une  fonction  de 
plusieurs  variables, y(a:,  y)  par  exemple;  la  fonction 

f[x^}it,y^kt) 

pourra  être  considérée  comme  une  fonction  de  la  seule 
variable  t,  que  nous  appellerons  pour  un  moment  cp  (t).  La 
formule  de  Taylor,  appliquée  à  la  fonction  9  (ï),  donne 

^(m  h-  t]—  ©(&))  4-  ^y'(w)  +.  .  .H y'^(w)  H-  s;"+S 

et,  pour  w  =:  o, 

(,)      ^(,)=,^(o)  +  ^^'(o)  +  ...-l-^-^-Ç--^/^(o)  +  e,?"+S 

e  et  £i  désignant  des  nombres  finis  pour  ^  =r  o  et  que  nous 
avons  appris  à  écrire  sous  diverses  formes. 
Calculons  ^'(w),  çp''(&t)),  ...  ;  nous  avons 

d'où,  par  le  théorème  des  fonctions  composées  (p.  172), 

oii  nous  écrivons  x  et  j  en  indice  au  lieu  de  x  -{-hta  et 
Y  -f-  /:w,  uniquement  en  vue  de  simplifier  l'écriture.  Soit  en 
général  à  prendre  la  dérivée  par  rapport  à  o)  de  Gtf^^^  ,  G 
désignant  un  facteur  indépendant  de  w;  le  résultat  sera 

c'est-à-dire  le  même  que  si  l'on  avait  multiplié  le  terme 
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primitit  par /^  h  -\-fy  k  et  traité  les  indices  comme  des 
facteurs  de  la  lettre/;  on  aura  donc  symboliquement  et  en 
corrigeant  les  résultats,  comme  nous  l'avons  dit, 

et  en  général 

Si  l'on  fait  co  =  o,  le  second  membre  de  cette  formule  ne 
change  pas,  car  nous  avons  écrit  x  au  lieu  de  x  +  oih,  .  .  . , 
et  l'on  a 

cette  fois  avec  une  notation  plus  régulière,  mais  en  atta- 
chant toujours  à  l'exposant  n  le  même  sens  que  tout  à 
l'heure;  on  a  alors,  au  lieu  de  la  formule  (i),  en  rempla- 
çant <f{t),  9(0),  ...  par  leurs  valeurs  et  t  par  l'unité, 

E  désignant  une  quantité  nulle  avec  h  et  /r,  de  la  forme 

par  exemple  si  les  dérivées  de  l'ordre  n  4-  i  existent,  et 
qui  peut  toujours  être  remplacée  par  un  polynôme  de 
degré  n  en  h  et  k,  dont  les  coefficients  sont  nuls  pour 
7i  z=o,  k  =  o  si  les  dérivées  d'ordre  n  sont  continues  ainsi 
que  les  précédentes. 

Il  va  sans  dire  que  la  formule  de  Taylor  s'applique  à  un 
nombre  quelconque  de  variables. 

ZIV.   —  SUR  LA  CONTINUITÉ  DES  FONCTIONS  IMPLICITES. 

Lorsque  nous  avons  démontré  la  règle  qui  permet  de 
trouver  la  dérivée  de  la  fonction^  définie  par  l'équation 
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(p.  i75)/(^,  jk)  =  o,  nous  avons  admis  que  y  avait  une 
dérivée;  nous  allons  prouver  que  : 

Sif{x,y)  est  continue  par  j^apport  àx  et  à  y  quand  x 
et  y  varient  dans  le  voisinage  des  valeurs  Xq  etyo,  y^ 
désignant  une  racine  de  /{xq,  y)  =  o  telle  que  dans  le 
voisinage  de  Xq  cette  équation  n^ait  pas  d^ autre  racine, 
\°  y  est  fonction  continue  de  x  pour  des  valeurs  de  x 
voisines  de  Xq^  2°  si,  en  outre,  f'^  ^^  f'y  existent  et  si  f^ 
n'est  pas  nul,  y  aura  une  dérivée. 

Soit  k  une  quantité  très  petite;  on  aura 

/(•^o,  7o  -H  /O  =  /(^o,7o)  +  kf'yi^o,  JKo  +  9/0. 
^  étant  compris  entre  o  et  i,  et,  comme/(^07  JKo)  =  o, 

(1)  f{x,,  y,  +  k)  =  //;.(^o,  yo  +0/0, 

On  aura  de  même,  8'  désignant  une  quantité  comprise 
entre  o  et  i , 

<2)  /(^o,  JKo  -  AO  =  —  A/;(^o,  7o  —  Ô'A). 

Or,  si/^(^o?  JKo)  n'est  pas  nul,  ce  que  nous  supposerons, 
k  étant  très  petit, 

/y(^o,JKo  +  eA-)     et    f'^{x,,y,  —  ^'k) 

seront  de  même  signe;  donc,  en  vertu  de  (i)  et  (2), 
/(^o,  yQ-^k)  et  /{xq^  yo  —  k)  seront  de  signes  con- 
traires. Mais  on  peut  prendre  h  assez  petit  pour  que 

f(xo-h  h,yo-^k)     et    f{xo,yo-i-k) 

soient  de  même  signe,  ainsi  que 

f{xo+h,yo  —  k)     et    f{x^,yç,—  k). 
Mais  alors 

f{xo-hh,yo-^l^)     et    f{a;o-\-h,yo—k) 

seront  de  signes  contraires;  donc,  en  vertu  d'un  théorème 
connu  (t.  II,  p.  So),f(xo  +  h, y)  devra  passer  par  zéro  pour 
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une  valeur  dey  comprise  entre  yo  +  k  et  y^  —  k;  donc,  à 
un  accroissement  h  de  œ  suffisamment  petit  correspondra 
un  accroissement  aussi  petit  que  l'on  voudra  de  y,  qui, 
par  suite,  sera  continu.  Cela  posé,  on  a 

f{xo-hh,yo-^k)=o     et    /(a^o -f- A,  jKo  + /c)— /(^o,  ^o)  =  «. 
h  et  /x  désignant  deux  accroissements  simultanés  et  infini- 
ment petits  de  ^  et  jk;  en  développant  le  premier  membre 
parla  formule  du  paragraphe  précédent,  on  a 

hfx  (^0  +  6  A,  jKo  +  6  A')  -^  Â/;.(5?o  +  0  /i,  jKo  +  0  A')  =  o, 

d'où  l'on  tire 

A  ^  _  /^(3?o-+-QA,jKo-+-QA)  ^ 

Or,  quand  h  tend  vers  zéro,  si/^  n'est  pas  nul,  on  a  vu 
que  k  tendrait  vers  zéro  ;  on  a  donc,  en  passant  aux  limites, 

Iim^=j;  =  -/K^^l2:^. 

Considérons  maintenant  une  fonction  y  donnée  par 
deux  équations 

(3)  o{x,  y,  z)  =  o,     t}^(x,  y,z)  =  o, 

définissant  deux  fonctions,  y  et  z  de  x. 

En  vertu  de  ({>  =  o,  ^  est  une  fonction  de  x  et  dey,  con- 
tinue par  rapport  à  x  comme  par  rapport  ky;  si  l'on  sup- 
pose que  de  cette  équation  on  ait  tiré  z  pour  le  porter 
dans  9  =  0,  cette  équation  prendra  la  forme  F(x,  y)=^o 
et  définira  une  fonction  continue  j)/  de  x,  pourvu  que  F' 
ne  soit  pas  nul.  Or  r 

Mais  z  est  donné  par  la  formule  ^  =:o  et  z'  par  la  formule 
on  a  donc 
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Donc,  pour  que  F'  ne  soit  pas  nul,  il  faul  et  il  suffit  que 
le  déterminant  co' (L'  —  9r 'Vv  soit  différent  de  zéro.  S'il  en 
est  ainsi,  y  el  z  sont  fonctions  continues  de  .r,  et  l'on  a,  en 
donnant  dans  (3)  k  x^  y,  z  les  accroissements  A,  A",  /, 

Q  et  8'  étant  compris  entre  o  et  i;  divisant  par  A  et  faisant 
tendre  h  vers  zéro,  on  a  les  équations  suivantes  pour  cal- 
culer y'  et  z'^ 

d'où  l'on  tire 

^,,__   ^'•A'x—Vz'^x         ^,_¥z'^'x—^'zYx 

et  ainsi  de  suite. 

XV.  —  DES  EXPRESSIONS  aUI  SE  PRÉSENTENT  SOUS  LES 

o       00 

FORMES  -j  —,  o  X  00,  ETC. 

o       00 

Certaines  fonctions  se  présentent  pour  une  valeur  par- 
ticulière de  la  variable  sous  la  forme  -;  cela  tient  souvent 
à  la  présence  d'un  facteur  commun  qui  entre  au  numéra- 
teur et  au  dénominateur  de  la  fraction  qui  constitue  la 
fonction  en  question,  facteur  qui  s'annule  pour  la  valeur 
particulière  de  la  variable  qui  donne  à  la  fonction  la  forme 

illusoire  -  •  Tel  est  le  cas  de  la  fonction  — •  Cette  fonc- 

o  X-  —  a^ 


tion  prend  Ja  forme  -  quand  on  suppose  x=.a]  mais, 
comme  on  peut  supprimer  aux  deux  termes  le  facteur 
commun  x  —  a,  on  a 

lim— ^ •  =  lim =  -  a. 

x'^ —  a'^  X  -\-  a  1 

3 

-  a  est  ce  qu'on  appelle  la  vraie  valeur  de  la  fonc- 
tion — —  pour   X  ^=  a.    En   général,   si  f{x)  se  pré- 
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sente  sous  une  forme  illusoire  pour  x  =  a,  on  appel- 
lera valeur  de  /(x)  pour  x  =  a  et  l'on  désignera  par  la 
notation /(a)  la  limite  vers  laquelle  tend/(^)  lorsque  x 
tend  vers  a. 

La  théorie  des  dérivées  fournit  un  moyen  assez  général 
et  assez  rapide  pour  trouver  la  valeur  d'une  expression  qui 

se  présente  sous  la  forme  -  5  il  repose  sur  la  formule 


^'^  f[a-h /i)  —  f{a)  f'(a-{-d/i)* 

Pour  démontrer  cette  formule,  où  0  a  la  môme  valeur  au 
numérateur  et  au  dénominateur,  on  pose 

d'où  l'on  tire 

/{a  -]-  h)—  kf{a-{-  /i)—[/{a)—  /cf{a)]  =  o. 

Si  l'on  applique  à  la  fonctiony[x) — ^^(^)  ^^  formule  de 
Taylor,  on  a 

f{a-h/i)-  kf[a-h/i)—  [Aa)—/>f{a)] 

or,  le  premier  membre  étant  nul  en  vertu  de  la  formule 
précédente,  on  a 

/'(«  _)_  Q/i'j—  kf'{a  -+-  e/i)=o, 

d'où  l'on  tire 

En  éliminant  A"  entre  cette  formule  et  (2)  par  comparaison, 
on  obtient  la  formule  (i),  qu'il  fallait  démontrer. 
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Lorsque /"(a)  et  (^(a)  sont  nuls,  la  formule  (i)  devient 

si  alors  on  fait  tendre  h  vers  zéro,  cette  formule  pourra 
s'écrire 

lim -Y  =  lim  -— -—i     pour  h  =  o, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

lim  — ^ — {  =  Iim  -— — -      pour  xz=za. 

Donc  : 

i"  bi  —77 — {  pour  X  =  a  di  une  limite  bien   connue,  si 

par  exemple /'(«)  et  ^'[a)  ont  des  valeurs  déterminées,  la 

■f  I    \  ■ff(\ 

limite  de     ;  '  "    sera  connue  et  é^ale  à    ,  ;    '  • 

f  [x] 
2°  Si,  ce  qui  arrive  souvent,  ^~^-~  se  présente  aussi  sous 

la  forme  -9  on  lui  appliquera  la  règle  que  l'on  vient  d'appli- 


f'[,r] 
quer  à  — p— ^j  et  l'on  aura 


(,r] 


// 


X 


et  ainsi  de  suite. 

f  [x] 

3"  S'il  arrive  que     / "     n'ait  pas  de  limite,  parce  que 


y/ 

X 


fi 

9'(a)=  o  et  que/'(a)^o,  — p-^  n'aura  pas  de  limite  non 
plus.  Ainsi  : 
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RiGLE. Pour  troiwer  la  vraie  valeur  d'une  expression 

qui  se  présente  sous  la  forme  ^,  on  peut  en  général  rem- 
placer le  numérateur  et  le  dénominateur  par  leurs  déri- 
vées relatives  au  paramètre  variable  en  vertu  duquel  la 

fraction  devient  -  • 

Cette  règle,  due  à  L'Hôpital,  n'est  pas  sans  exception.  En 
effet,  elle  s'appuie  sur  la  formule  de  Taylor  et  elle  tombera 
en  défaut  quand/(x)  et  ^(x)  ne  seront  pas  développables 
par  cette  formule  pour  x  =  a.  Ainsi,  en  particulier,  la  dé- 
monstration ne  s'applique  pas  au  cas  où  a  =  co;  mais  alors, 

I 
en  posant  x  =^  -  ^  on  aura 

lim  -t^  (  pour  a:  =  oo)  =  lim      )^     (  pour  z  =  o), 

et  nous  rentrerons   dans   le  cas  étudié  plus  haut;  d'ail- 
leurs 


=  mil      ,    ,    , r  =  •»"!  ~T7\ 


lim  :- — -  =  lim     \    ;    , r  =  ^^^ 


d'où 


la  règle  démontrée  plus  haut  subsiste  donc  encore. 

Les  expressions  qui  se  présentent  sous  la  forme  ^  se 
ramènent  immédiatement  aux  précédentes  -,  si,  par  exemple, 
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f{a)  =  00,  o(<2)  =  GO^  on  aura 


lim  ^^— — f  z=  lim  -^-^-}, — -  =  1 


im 


?(^)  i:/(^)  /'(^):[/(^)P 

d'où  l'on  déduit 

,.       f{cc)       -.      f'(.x) 


étant  entendu   que  lim  ~ — (  ne  soit  ni  nul  ni  infini.  Sup- 


hm  --^ — -  =  o 


lu     une    mil    — 

posons  donc 

lim 

on  aura 

limZi^l±M^^  =  /c, 

A"  désignant  un  nombre  quelconque;  de  cette  formule  on 
déduira 


/-(.)-!-/■/(.)_ 

^'(x)  —''' 


et  par  suite 


lim^S-7 — ^  =:  o,     c  est-a-dire     =  hm  ^-^ — ^. 

/  l  t27  1  ©  f  JC  I 

Enfin,  si     ;    ;  était  infini,  ■-)—-{  serait  nul,  et  l'on  aurait 


d'où 


hm  ^^  =  hm  ^  =  G, 


hm^4)— /  =:  lim^^^ =  co 


Ainsi,  pouj^  tromper  la  vraie  valeur  d'une  expression  qui 


co 


se  présente    sous  la  forme  — •>  la  règle  à  suivre  est   la 


même  que  si  elle  se  présentait  sous  la  forme  - 
L.  —  Algèbre^  II. 


CO 

o 
o 
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Les  expressions  qui  se  présentent  sous  la  forme  o  X  <» 
se  ramènent  au  cas  précédent;  ainsi,  par  exemple,  si  l'on 

B.f{a)  =  o,  cf  (rt)  =  00  ,  on  aura 

et  le   second  membre  de  cette  formule  est  de  la  forme  - 

G 

pour  X  =  a. 

Si  l'on  ^f[ci)  =  o,  ^[ci)  =  00  ,  on  aura 

lim[9)(x)7(^)  =  IimeA^)'?(-^); 

on  est  ainsi  ramené  au  cas  précédent.  Les  expressions  de 
la  forme  oo®  se  ramènent  donc  aux  précédentes;  celles-ci, 
i",  00  —  co  ,  ...,  s'y  ramènent  à  l'aide  d'artifices  ana- 
logues. 

XVI.    —  APPLICATIONS. 

Problème  T.  —  Trouver  la  limite  de  -^—r  pour  x  =^  co  , 
F(x)  etf[x)  désignant  deux  poljnôtnes  entiers. 

Soient  n  le  degré  de  ¥(x),  m  celui  àef[x)\  si  l'on 
suppose  n'^ju  et  si  l'on  remplace  F (x)  et/(x)  par  leurs 

dérivées,  on  trouve  encore  —  si  m  est]>  i,  et,  si  m  =  ij 

la  fraction  se  réduit  à  co  .  Pour  se  débarrasser  de  la  forme 
illusoire,  on  voit  qu'il  faudra  prendre'  m  fois  la  dérivée 
des  deux  termes  de  la  fraction,  et,  en  faisant  a:  =  oo  dans 
le  résultat,  on  trouvera  l'oo  .  Si  au  contraire  on  avait 
eu  n  =  m^  la  fraction  se  serait  réduite  au  rapport  des 
coefficients  de  x'"  dans  F{x)  elf{x).  Enfin,  si  l'on  avait 
e\in<^m,  on  aurait  trouvé  zéro  pour  la  limite  cherchée. 
Ces  résultats  pouvaient  se  découvrir  sans  le  secours  du 
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calcul  des  dérivées.  En  effet,  on  a 


b,„x"'-^ 


Si  l'on  fait  x  =  oo  ,  la  seconde  fraction  devient  manifes- 
tement  ^  si  m  =  /z,  oo  si  /z  >  m,  et  o  si  zz  «c^  w. 

(iX 

Problîsme  II.  —  Trouver  la  limite  de — pour  :r  =  00  . 
Nous  supposerons  /zz^  o,  a  >>  i .  On  a  (p.  117) 

I  1.2 

donc 

rt'^  I  '      T  logrt  l  (log«)^ 

Tous  les  termes  tendent  vers  zéro  jusqu'à  celui  où  l'expo- 
sant de  X  est  négatif;  à  partir  de  celui-là  tous  les  termes 

sont   infinis   et  de  même  signe  ;   donc  —  est   infini  pour 

X  =:cc>  .  Il  en  serait  de  même  a  fortiori  si  ni  était  négatif. 


jn 


CoROLL AIRES.  —  lim-j— ^-— --  =:  00  Dour  x=ao  ,  lini—  ===  o 
pour  X  =  00  ,  etc. 

Problème  III.  —  Trouver  la  limite  de  — '- pour  x^=oo  , 


Si  l'on  prend  le  rapport  des  dérivées  des  deux  termes  de 

cos.r  -h  I 

cette  traction,  on  trouve ,  et,  cosx  étant  indéter- 

1  ' 

-,                        .                   1                   sin^-f-.r     , 
mine,  on  pourrait  en  conclure  que    n  a  pas  de 
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limite.  Or  on  a 

sin.r  +  j:       sinx 


i; 


sin.r 


or,   sinx  étant  toujours  moindre  que  l'unité,  ^—  a  pour 
limite  zéro.  On  a  donc 


,.     sm.r 
lim 


A  quoi  tient  celte  contradiction? 

Si  l'on  réfléchit  à  la  démonstration  de  la  règle  que  nous 
avons  appliquée,  on  verra  qu'elle  s'appuie  sur  la  formule 
de  Taylor;  notre  règle  du  rapport  des  dérivées  ne  s'ap- 
plique donc  qu'aux  fonctions  f[x)  dévcloppables  par  la 
formule  de  Taylor.  Pour  rendre  ce  fait  sensible,  recom- 
mençons sur  notre  exemple  la  démonstration  de  la  règle. 

On  fera  -  =  z,  et  l'on  aura  à  chercher 


I        I 

sm  -  -{-  - 

lim 

I 

z 
ou  enfin  de 


pour  z  ---  0, 


,:(sml  + 


T  I 


Or  (sin --  +  - j  n'est  pas  développable' par  la  formule  de 

Taylor,  et  c'est  pourquoi  la  règle  de  L'Hôpital  tombe  en 
défaut. 


Problème  IV.  —  Limite  de  — ^ ^— j—  pouj-  x  =  a. 
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En  appliquant  la  règle  de  L'Hôpital,  on  a 


1. 

1  ' 

r-n ' 

sin   ^  X  0,0^  X 


dont  la  limite  est  oo  .  Mais  là  encore  il  est  à  craindre  que 
le  résultat  soit  inexact,  car  sjx  —  a  n'est  pas  développable 
suivant  les  puissances  de  :t:  —  a  par  la  formule  de  Taylor. 
Mais  Y^sinx —  y^sin^  l'est,  et  le  premier  terme  est 

COSrt 

— ,  [x  —  a]\ 

la  limite  cherchée  est  donc  bien  infinie. 


XVII.  —   ÛUELaUES  MOTS  SUR  LES  MAXIMA  ET  LES  MINIMA. 

Nous  avons  vu  que/'(a')  passait  en  général  par  un  maxi- 
mum quand  on  avait  /"^(x)  =:  o.  La  formule  de  Taylor  rend 
parfaitement  compte  de  ce  fait;  ainsi  l'on  a 

/(«  +  //) -/(a)  =  ///(«  +  0/.). 

Si  f'{a)  n'est  pas  nul  et  si  h  est  suffisamment  petit, 
f  [a  -\-  ^ h)  liQ  sera  pas  nul  non  plus  et  sera  de  même  signe 
<^I"^/'(<^)5/(«4-  h)  —  /(a)  changera  alors  de  signe  avec  h 
pour  de  petites  valeurs  de  cette  variable  et  ne  sera  ni 
maximum  ni  minimum.  On  sait  en  effet  quey(<2)  est  maxi- 
mum s'il  est  plus  grand  que/(a  -h  A),  quelque  soit  le  signe 
de  h,  et  qu'il  est  minimum  quand  il  est  plus  petit  que 
f[a  4-  A),  quel  que  soit  le  signe  de  h\  le  caractère  du  maxi- 
mum et  du  minimum  est  donc  quey(a-t-A) — /(«)  a  le 
même  signe  quel  que  soit  le  signe  de  h. 
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D'après  ce  qui  précède, /(a)  ne  sera  donc  maximum  que 
sif'{a)  est  nul;  la  formule  de  Taylor  donne  alors 

/•(« +  /0 -/(«)  =  7/'' («  +  ^^0. 

Sif"(a)  n'est  pas  nul,  le  signe  du  second  membre  pour 
de  petites  valeurs  de  h  sera  celui  àef"[a),  et,  par  suite,  ce 
sera  aussi  celui  de/(a  +  h)  — f{a).  Ainsi 

/(«)  sera  maximum  si /'(«)  =  o  et  ûf"  [a]  <Co, 
»       minimum  »  /   (<^)!>o. 

On  ne  peut  plus  rien  dire  sif'{a)  =  o.  Mais  soit/" (a) 
la  première  dérivée  de/(j:)  qui  n'est  pas  nulle  pour  a:  =  a; 
la  formule  de  Taylor  donne 

La  difrérence/(a  +  A)— /(<2)  ne  changera  pas  de  signe 
avec  h  si  n  est  pair,  et  il  y  aura  maximum  si/"  (a)  <  o  et 
minimum  si/'^(a)>o;  au  contraire,  si  72  est  impair  il  n'y 
a  ni  maximum  ni  minimum,  parce  que  f(a  +  h) — f{a) 
change  de  signe  avec  h.  Nous  retrouvons  ainsi  des  résul- 
tats déjà  indiqués  plus  haut. 

On  obtient  d'une  façon  analogue  les  conditions  du  maxi- 
mum et  du  minimum  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 
Ainsi  la  formule  de  Taylor  donne 

f[a  -i.h,b-^k)  -/{«,  b)  =  hf,[a  +  Oh,  b  +  «/c) 

Pour  que  le  premier  membre  ne  change  pas  de  signe  avec 
h  et  A,  il  est  nécessaire  que/;  et/;  soient  nuls  tous  deux. 
K\nû,pour  qu  une  fonction  de  plusieurs  variables  soit 
maxima  ou  minima,  il  faut  que  ses  dérivées  prises  par 
rapport  à  chaque  variable  soient  nulles. 
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Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  discussion,  qui 
n'offre  aucune  difficulté,  mais  qui  appartient  à  un  autre 
Cours.  Nous  ferons  observer  toutefois  que  nos  conclusions 
ne  sont  exactes  qu'autant  que  la  formule  de  Taj-lor  est 
applicable,  et  la  recherche  d'un  maximum  est  pour  cette 
raison  une  chose  assez  délicate. 

Pour  ne  citer  qu'un  exemple  bien  connu  des  cas  où  les 
méthodes  précédentes  peuvent  tomber  en  défaut,  pro- 
posons-nous de  trouver  le  maximum  de  la  distance  d'un 
point  à  un  cercle  situé  dans  le  même  plan. 

Soient  a  la  distance  du  centre  au  point,  d  la  distance  d'un 
point  du  cercle  au  point  donné;  soit  x  la  projection  du 
rajon  de  ce  point  sur  la  droite  qui  joint  le  centre  au  point 
donné.  On  a,  en  appelant  r  le  rayon, 

o'^  ==?•'-— x^' -^  {a  —  xf- 
OU 

S-  =  /'^  -T-  a^  —  lax. 

Si  pour  avoir  le  maximum  de  8^  on  prenait  la  dérivée  par 
rapportai,  on  aurait,  en  l'égalant  àzéro,  —  2  a  =  o,  résultat 
absurde  ;  cela  tient  à  ce  que  8^  est  maximum  et  minimum 
pour  ^  :=  dz  /'  et  que  la  fonction  ô^  est  discontinue  pour 
^  =  =t:/-:  elle  cesse  en  effetd'existerpour^>-rou^<;  —  /', 
et  par  conséquent  de  coïncider  avec  la  fonction  con- 
tinue r"^  -\-  a'^  —  lax.  La  formule  de  Taylor  ne  lui  est 
donc  pas  applicable,  ù-  est  une  fonction  qui  n'existe  pas 
pour  X  <C  —  r,  égale  à  r-  -\-  a"^—  lax  pour  —  /•  <  ^  <  r 
et  qui  n'existe  pas  pour  x  >-  r. 

Problème  I.  —  Discuter  la  fonction 


y 


COS2X 


Il  s'agit  de  voir  comment  varie  j^  quand  x  passe  de  —  oo 
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à  -j-  oo  d'une  façon  continue  ;  en  formant  la  dérivée  }  ', 
on  voit  d'abord,  en  discutant  son  signe,  quand  j^  croît  et 
quand  il  décroît,  ce  qu'il  serait  sans  cela  difficile  de  décider 
quand  le  numérateur  et  le  dénominateur  varient  dans  le 
même  sens.  On  a 


y 


C0S^2JC 


On  peut  observer  tout  de  suite  que  y  ne  change  pas  de 
valeur  quand  x  se  change  en  — x,  mais  qu'il  change  de 
signe.  Des  valeurs  de  j  pour  x  positif  on  déduira  donc  les 
valeurs  correspondantes  pour  x  négatif,  et  nous  n'aurons 
pas  besoin  de  discuter  les  valeurs  de  j  pour  les  valeurs 
négatives  de  x  si  nous  avons  discuté  ses  valeurs  pour  les 
valeurs  positives  de  x.  Nous  pouvons  même  observer  que 
y  reprend  périodiquement  les  mêmes  valeurs  quand  x 
prend  des  accroissements  égaux  à  27:.  Nous  n'aurons  donc 
qu'à  faire  variera  de  o  à  271,  et  par  cela  même  nous  con- 
naîtrons la  marche  de  la  fonction  y  en  dehors  de  ces 
limites. 

Or,  tant  que  r  reste  moindre  que  ^ ,  les  deux  termes  dej' 
sont  positifs;  j  croît  donc  dans  cet  intervalle;  il  est  nul 
pour  X  =  o  et  infini  pour  x  =  7:  j  passe  alors  brusque- 
ment du  positif  au  négatif,  mais,  j'  étant  encore  positif, 
y  croît  tant  que  l'on  n'a  pasx=  -,  alorsy  s'annule,  et, 
comme  j  est  continu,  il  passe  par  un  maximum  ;  y'  change 
de  signe  ;  y  décroît  jusqu  à  ce  que  1  on  ait  x  =  —  '  /  Y^o.e- 

vient  infini,  mais,  commej'reste  négatif,/  passe  du  négatif 
au   positif,   décroît  encore,  s'annule  pour  x  =  tt,  décroît 

toujours,  devient  infini  pour  x=  —  ;  la  dérivée  restant 
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négative,  il  passe  du  négatif  an  positif  et  décroît  pour 
atteindre  un  minimum  quand  x  =  — ;  la  dérivée  alors  passe 
du  négatif  au  positif;  j^  croît,  devient  infini  pour  x  =z^^ 

et,  comme  y'  ne  change  pas  de  signe,  j  passe  du  positif  au 
négatif  et  croît  jusqu'au  moment  où  x=  27:;  alors  y  est 
nul  et  repasse  par  la  série  de  valeurs  que  nous  venons  de 
trouver  indéfiniment.  L'un  des  objets  de  la  Géométrie 
analytique  est  précisément  la  discussion  des  fonctions  et 
leur  représentation  géométrique;  nous  renverrons  donc 
pour  cet  objet  le  lecteur  à  un  autre  Cours,  en  bornant  là  ce 
genre  de  discussion,  que  nous  ne  saurions  traiter  complè- 
tement ici  avec  les  seules  ressour.jes  de  l'Analyse. 

Problème  II.  —  Trousser  Les  maxima  et  les  minima  de 
la  fonction  xe~^. 

La  dérivée  de  cette  fonction  étant  e~^  —  xe~^  ou 
e~-^(i  —  x),  on  voit  qu'elle  s'annule  pour  x=  i  et  e"-^  =  o; 
or,  e~-^n'étant  nul  pour  aucune  valeur  finie  dex,  la  fonction 
en  question  est  maxima  ou  minima  pour  .r  =:  i ,  car  pour 
x  =  i  elle  est  continue;  la  dérivée   seconde  de  xe~^  est 


—  e 


c'est-à-dire  négative  pour  x  =  i  ;  cette  valeur  de  x  rend 
donc  xe~^  maximum. 

Problème  III.  —  De  tous  les  parallélépipèdes  rectangles 
de  même  surface  li^  inscrits  dans  la  sphère  de  rayon  R, 
quel  est  celui  dont  le  volume  est  maximum? 

Soient  x,j^  z  les  côtés  du  parallélépipède  ;  on  a 

(  I  )  -^J  +  jz  -f-  zx  =  ^2  ^ 


^  OF  THE 

mer  TTT'T'-R  CTT  V 
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Il  faut  rendre  xjz  maximum.  Pour  résoudre  cette  ques- 
tion, il  semble  qu'il  soit  nécessaire  de  calculer  xjz  en 
fonction  de  x,  par  exemple,  pour  égaler  ensuite  sa  dérivée 
à  zéro;  mais  on  peut  poser 

(3)  mz=xjrz 

et  prendre  la  dérivée  de  m  comme  celle  d'une  fonction 
implicite.  Observons  d'abord  que  l'équation  (i)  peut  être 
remplacée  par 


(4)  a:+jH-3=:  v/R2-f-2AS 

qui  est  plus  simple.  La  variable  indépendante  pouvant 
être  à  volonté  x,j^,  z  ou  toute  tonction  de  ces  variables, 
laissons-la  indéterminée  et  prenons  les  dérivées  des  équa- 
tions (2),  (3),  (4)  ;  en  remplaçant  77/' par  zéro,  nous  aurons 

x  -h  r'    +2'   =  G, 

xx'  H-  jj'    +   zz     =  o, 
x'yz  H-  y  zx  -\-  z'  xf  =z  o -, 

en  éliminant  j:',j^,  z\  nous  aurons  une  relation  qui,  jointe 
aux  conditions  (i)  et  (2)  ou  (2)  et  (4),  lera  connaître 
x,jj  z.  En  éliminant  x' ^  y',  z' ,  on  a 

cette  équation  est  satisfaite  pour  j  z=z  z.  Les  formules  (4) 
et  (2)  donnent  alors 


ly  -{-  X  —  y/R2-f-2/r,    '' 

2j2-4-J7^Z=:R% 

d'où  l'on  tirera  les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  j'. 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'achever  le  calcul. 

Problème  IV.  —  De  tous  les  cj  lindres  inscrits  dans 
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un  hémisphère,  quel  est  celui  dont  la  surface  totale  est 
maxima  ? 

En  appelant  R  le  rayon  de  la  sphère,  x  le  rayon  de  base 
variable,  la  surface  à  rendre   maxima  a  pour  expression 


Nous  devons  égaler  la  dérivée  de  cette  quantité  à  zéro; 
nous  trouvons  alors 


ix-h  \/^'  —  x^~ 


ou 


2X  v/^'  —  ^2  -4-  R2  _  2X2  _  o^ 

Isolant  le  radical  dans  un  membre  et  élevant  au  carré,  on  a 

OU 

Cette  équation  bicarrée  donne  pour  seule  solution  réelle  et 
admissible 

R 


X  =  —  \/2  dz  v^^. 

La  solution  correspondant  à  la  plus  petite  valeur  de  x  donne 
évidemment  un  maximum  et  l'autre  un  minimum. 

Le' calcul  de  la  dérivée  seconde  serait,  sinon  difficile 
au  moins  de  peu  d'intérêt,  à  cause  de  sa  complication. 

On  arrive  au  mêmerésultat  en  posant  x=K  cos cp  ;  la  quan- 
ti té  à  rendre  maxima  ou  minima  est  alors  cos-  op  -+-  sin  ©  cos  (i>  ; 
en  égalant  sa  dérivée  à  zéro,  on  trouve 

tang-y  H- atangçï  —  1  =  0. 
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on  en  déduit 


tangç)  =  —  I  zt  y/s,     cos^j  =  -  y?,  dz  sj'i, 
ce  qui  donne  la  valeur  de  x  trouvée  plus  haut. 

XVIII.   —  DES  FONCTIONS  PRIMITIVES. 

La  recherche  de  la  dérivée  d'une  fonction  est  un  pro- 
blème résolu,  d'après  ce  qui  précède,  pour  toutes  les  fonc- 
tions que  l'on  a  à  considérer  dans  les  éléments;  il  n'en  est 
pas  de  même  du  problème  qui  a  pour  but  la  recherche 
d'une  fonction  dont  on  donne  la  dérivée.  Ce  problème,  qui 
est  de  la  plus  haute  importance  en  Analyse,  est  du  ressort 
du  Calcul  intégral;  nous  n'en  dirons  ici  qu'un  seul  mot. 

La  fonction  qui  admet y"(x)  pour  dérivée  s'appelle  la 
fonction  priniiLwe  ou  l'intégrale  àefi^x).  Bien  que  l'on  ne 
sache  pas  toujours  trouver  cette  fonction  primitive,  il  est 
bien  des  cas  dans  lesquels  on  peut  la  deviner  ;  ainsi  l'on  voit 

de  suite  que  la  fonction  primitive  de  Ax'"  est  A , 


excepté  sim  =  — i;  la  fonction  primitive  de  —  estAloga:,etc. 

Mais  on  peut  se  demander  si  une  fonction  n'admet 
qu'une  seule  primitive;  les  théorèmes  suivants  ont  pour 
but  d'éclaircir  cette  question. 

Théorème  L  —  La  dérivée  d'une  constante  est  nulle, 
et  réciproquement,  si  la  dérivée  d'une  fonction  continue 
entre  les  limites  a  et  b  de  la  variable  est  nulle;  cette 
fonction  reste  constante  entre  ces  limites. 

En  effet,  soient /(x)  la  fonction  en  question,  x  elx  -\-h 
deux  valeurs  de  la  variable  comprises  entre  <2  et  Z>  ;  la  for- 
mule de  la  page  i65  lui  est  applicable,  puisque  la  dérivée, 
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étant  nulle  par  hypothèse,  existe  et  est  bien  déterminée,  et 
l'on  a 

f[x  +h)=f[x)  -^  hf[x  -^rOh). 

Or,f'(x)  étant  nulle  pour  a  <^a7  <<  ^,  on  a/'(x  -{-QJi)  =  o, 
et  par  suite/(x  -^  7i)  =  (/.r)  ;  donc/fx)  est  constant,  ce 
qu'il  fallait  prouver.  La  réciproque  est  évidente. 

Théorème  II.  —  Deux  Jonctions  ayant  la  même  dérivée 
ne  diffèrent  entre  elles  que  par  une  constante. 

En  effet,  soient /(x)  et  F [x]  deux  fonctions  telles  que 
l'on  ait 

La  fonctiony(x)  — F(x)  a  sa  dérivée  nulle;  donc  cette 
fonction  est  constante,  et  par  suite 

f[x)z=iY[x]  H-  const. 

Ce  théorème  reposant  sur  le  précédent,  il  est  sous-entendu 
que  les  fonctionsy(x)  et  F(.r)  sont  continues. 

D'après  cela,  on  voit  que  la  fonction  primitive  de 


est     — — h  const., 

m  H-  I 


—     )^       log.r  4-  const.  =:logc^, 

sin.r      »      — coso: -t- const., 
cosx     »      sinx  +  const. 


Pour  faire  comprendre  l'utilité  des  considérations  pré- 
cédentes, nous  résoudrons  quelques  problèmes  : 

1°   Quelle  est  la  fonction  de  x  constamment  égale  à 
sa  dérivée? 
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Soit  j  la  fonction  inconnue;  on  a 

1  =  f^ 
ce  que  l'on  peut  écrire 

J 
Avec  un  peu  d'habitude,  on  reconnaît  que  —  est  la  dérivée 

de  logr;  les  deux  quantités  —  et  i  sont  donc  les  dérivées 

de  \o^j  et  de  x\  comme  ces  dérivées  sont  égales,  log)  eix 
ne  peuvent  différer  que  par  une  constante  c;  on  a  donc 

log  y^.r-^c,     j  =  e^-^^. 

2®  Trouver  le  volume  d'un  segment  sphérique  à  deux 
bases? 

Soient  R  le  rayon  de  la  sphère,  h  la  hauteur  du  segment 
ou  la  distance  de  ses  bases.  Supposons  l'une  des  bases 
variable  de  position  ;  soient  /•  son  rayon  et  z  sa  distance  au 
centre  de  la  sphère.  Si  z  reçoit  l'accroissement  à.z,  le 
volume  cherché  V  reçoit  un  accroissement  AV  que  nous 
allons  estimer.  Ce  volume  AV  est  compris  entre  celui  de 
deux  cylindres  ayant  pour  hauteur  A3  et  pour  bases  deux 
cercles  de  rayons  r  et  r  H-  A;-;  donc 

on  en  conclut 

av 

A  Z 

Si  l'on  fait  tendre  Az  vers  zéro,  —-  tend  vers  V'^  et  la  for- 

Az 

mule  précédente  donne,  en  passant  aux  limites, 
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Or  on  a  /-^  r=  R2  _  ^2 .  Jonc 

On  reconnaît  que  le  second  membre  de  cette  formule  est 
la  dérivée  de  tt  f  R-  -^  —  —  j  ;  on  peut  donc  écrire 

V  — TTJ  R^c—  ^  )  +  const. 


(»-ï) 


Pour  déterminer  la  constante,  on  observe  que  le  volume  V 
est  nul  pour  une  certaine  valeur  de  z  que  nous  appelle- 
rons Zq  ;  il  vient  alors,  en  faisant  z  =  Zq^ 


o  =  71-  (  R^  Zq T  )  +  const., 


3 
d'où,  retranchant  cette  formule  de  la  précédente, 

On  peut  remarquer  que  z  —  Zo=  h  et  que 

On  peut  évidemment  donner  plusieurs  formes  à  V  suivant 
les  données  que  l'on  introduira  dans  la  question. 


EXERCICES  ET  NOTES. 


1 .  Prendre  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 


icjr  -h  6  _  ,  ,      I     v/Aûc  —  b^ 

Y  =  arc  tang  — —  •  Kep.  ;  jr  = 


x\fi                                             ,                   v/'-i 
r  =  arc  tang  -,     —  '  y  = ^ 


2^4  TRAITE    DAT.GEBRE. 

.    .rv^  non  ..  ,'=-j/lllnfl 

y  =  (3^2  _  6)sinx  -  tx'  -  6x)co3x.  /  =  x' sinx, 

,_    cotx 
/=log(logsinar).  r  ~logsin.r* 

r=arccoséc^.  •  ^"^"^f^l' 

1 


.r* 


r  = 


lOg  V^ 


;  = 

,    {x-iY 

.r 

; 

V/IH-^- 

r 

=  arctang 

y 

-•«V     x'- 

y 

=  x^. 

Si  Ton  pose 

;►-  =  arclang^^.  J  ~  çx  ^  ^-i 


rarcsin.r      ,  „./-ir77  /  =  (arcsinx)  (i  —  .r^)   '• 


r' 

= 

i' 

2.r  —  I 

i 

a:2-  3x  + 

•1 

3 

r' 

= 

(i  +  .r2)   '^ 

,./ 

, 

'.\I\  —  X^ 


2.r(.r-  i) 

T^  i\   —  lOgX), 


on  a 


Si  l'on  pose 


,  ^  j.r  log j  —  j.ry-_i 
X  -h  J  H-   Z    =  O, 


on  a 


Si  l'on  pose 
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on  a 


Ji  +  j)^2  -^ . . .  H- j«  =  j:, 

» 


'  _  ^(r,r. r,] 


P  désignant  le  produit  des  différences  que  l'on  peut  former  avec  les 
quantités  placées  dans  la  parenthèse  qui  suit. 


(2/2— 2)  ^.A'2  4-1  ]«-![_  2/2—4^  ^ 

(9,/?—  3)(2/?—  5). ..5.3 


(2/z-4)(2/2-6)...4.: 


(j:2-^  i)«-2 


2/?-3     2//  — 5  ...5.3.1 

4-  ; 7T-7 r'-—, arctangvc. 

{in  —  4)(2«  — 6j. .  .4.2  * 


Rép  :  y  =  - 


Prendre  les  dérivées  do  ; 


7=  log(.r  ±v/«2±  x^), 

m 

8        .                3       j:                    .r 
r  =  -  arc  tang  j:  -h -f . 

-^3  ^  8    I-+-X2  4(1-^-^2)2 

y=z  e-^[x'"-t-  /«x'«-i4-  m[m  —  i)x'"-2. . .  -h  I  .2.3. . .  m\ 

y  =  v/.z-2-i-  2XC0Sa  -^  1  —  COSalog(x  H-  COSa  -+-y/^'2H-  2XC0S'/  -+-  i). 

(Les  résultats  sont  simples). 

2.  Prendre  les  dérivées  de 

logx,  loglog.r  =  logax,  loglogax  =  logsX,  etc. .  . .  log„,r. 
L.  —  Algèbre^   IF,  j  5 
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3.  Trouver  la  w*^'"^  dérivée  de  iww. 

A.  Trouver  la  «'^""^  dérivée  de  arcsin^:  :  si  l'on  appelle  cette  fonc- 
lion  j,  on  se  bornera  à  prouver  que 

j(«+-i)(i_a:2)_(2/i  _,).r)'(«)  — (/?  — i)2/'«-i^=  o. 

5.  Trouver  la  «'è'»«  dérivée  de  arctang.r;  en  appelant  cette  fonc- 
tion j,  on  a 

yUi^  1)  (i  +  x2  )  +  2//j("^  x-^n{n  —  i)y(n-'i)  =  o. 

6.  On  étendra  la  formule  du  binôme  au  cas  d'un  exposant  quel- 
conque en  développant  (i  -^ /«)'"  par  la  formule  de  Taylor.  On  aura 
ainsi 

(H-  AVn  =r  I  -+-     -  h  H ^ h'-^  ... 

^  '  1  1.2 

m{m  —  i]...{m—r7-^\]  ^^^^  _^  j^^ 

"^  1.1.6...  Il 

R  étant  donné  par  la  formule 

1.1.3  ..  .n 

On  supposera 

//  =  d=i, 

et  l'on  étudiera  dans  quels  cas  le  reste  peut  tendre  vers  zéro.  Cette 
discussion  présente  quelques  difficultés  :  on  essayera  de  vamcre  le 
plus  grand  nombre  d'entre  elles. 

7.  Démontrer,  en  s'appuyant  sur  la  formule  de  Taylor,  les  équa- 
tions suivantes  : 

arc  tangx  —  .r  —  y  -h  y  —  •  •  • 

arc  sino^  =  -^  "^  â  y  "^  ^  5    

8    La  formule  de  Tavlor  permet  d'évaluer  une  limite  de  l'erreur 
commise  en  admettant  que  les  différences  entre  les  nombres  sont  pro- 
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portionnelles  aux  différences  qui  existent  entre  leurs   logarithmes, 
lorsque  l'on  fait  usage  des  tables. 

En  effet,  soient  x  et  a:  4-  i  deux  nombres  de  la  table,  x -^  h  un 
nombre  compris  entre  ^  et  .r  -m,  A  la  différence  tabulaire,  on  a  par 
la  formule  de  Taylor 


(l)      l0g(j;4-  //)-  logX=  //log'(x  +  0/i 


h 


X 


~Ui' 


et  0  est  compris  entre  zéro  et  i.  Si  l'on  suppose  /^  -  i,  on  a 

log(jc -f-i)— log^    ou    A  =  — ^ — ■ 

0,  étant  compris  entre  zéro  et  i,  on  établit  ordinairement  la  proportion 

102 (.r  -Jr-  h]—  Ioe:x      A 
d'où 

log  (JC  -+-//)  —  log^  =  /i  A  = ^  . 

j:  H-  ô, 

Mais,  en  comparant  ce  résultat  avec  le  résultat  exact  (i),  on  voit  que 
l'erreur  est -^^- -  _J__;  cette  erreur  est  donc  moindre  que 
h  _  Ji  h  h 

jc'  .;c  -Ti  ^"  ^"^  ^|:7T7)  ^"  "^^"^®  ^"^  ^'  ^^  -^  ^^^  ""  nombre  de 
cinq  chiffres  ;  on  voit  que  l'erreur  est  bien  loin  de  porter  sur  lo 
septième  chiffre. 

9.  Évaluer  d'une  manière  analogue  une  limite  de  l'erreur  commise 
en  faisant  usage  des  tables  trigonométriques,  quand  on  admet  la  pro- 
portionnalité entre  les  différences  des  arcs  et  les  différences  entre 
leurs  logarithmes  sinus;  l'erreur  est  de  la  forme  ^^i^'  pour  le  cas 
où  les  différences  procèdent  de  .0"  en  10";  il  faudra  donréviter  l'usage 
des  petits  arcs  x.  -  Étude  analogue  pour  les  logarithmes  cosinus  et 
tangentes. 

10.  Étant  donnés  un  angle  droit  et  un  point  dans  son  plan,  par  ce 
point  faire  passer  une  droite  qui,  limitée  aux  côtés  de  l'angle  droit 
soit  de  longueur  minima.  ' 
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M.  Un  point  se  meut  avec  une  vitesse  <>  dans  un  milieu  A  et  avec 
une  vitesse  v'  dans  un  milieu  A';  ces  deux  milieux  sont  séparés  par 
une  surface  plane  :  quelle  doit  être  la  trajectoire  de  ce  point  pour  se 
rendre  d'un  point  M  situé  dans  le  milieu  A  en  un  point  M'  situé  dans 
le  milieu  A',  pour  que  le  temps  du  trajet  soit  un  minimum  (on  doit 
trouver  que  l'angle  d'incidence  et  l'angle  de  réfraction  ont  un  rapport 
de  sinus  égal  à  .^  :  (^')?  (Fermât.  ) 

i2.  Trouver  sur  la  droite  qui  joint  deux  lumières  le  point  le  moins 
éclairé. 

13.  Démontrer  que,  a,  [3,  7,   ...  étant  des  nombres  quelconques 

et  j7-+-j-f- z -t- . . .   étant  constants,  le  maximum  de  x'^j-^z^  ...  a 


lieu  quand  -=-  =  -=•.•• 
^  a       p      7 

14.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  et  une  droite  parallèle  à  AB, 
trouver  sur  cette  droite  un  point  M  tel  que  a  MA  -+-  6  MB  soit  un  mi- 
nimum, a  et  b  désignant  deux  nombres  donnés. 

15.  Sur  la  ligne  des  centres  de  deux  sphères,  trouver  un  point  tel 
que  la  somme  des  calottes  vues  de  ce  point  soit  un  maximum. 

16.  Démontrer  que  s'if  [x)  s'annule  pour  x  =  n^x  =  b,  . . .  x  =  t 
les  quantités  a,  b,c^  ...  /  étant  au  nombre  de  «,  on  a 

X  désignant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  quantités  x^  a,  b,  ..,  l. 

17.  Si  l'on  pose 


X  —  (Iz 

on  a 


-^  [x  -  a,)[x  -  Oi).  .  .[x  -  n„)f''[\), 
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X  étant  compris  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  quantités 
X,  <7i,<72,  ...  ^«(Ampère).  (On  s'appuiera  sur  l'exercice  précédent.  ) 

18.  Étant  données  les  équations 

on  en  déduit  que  jr  est  une  fonction  de  x.  Cela  posé,  on  demande  de 
^t^montrer  les  formules 

,„    _   ,{>'"(p'3_    cp'çp'".],'—    3çp"a,';{;"_|_   3,p"2,f,' 
YX '        ''  71: —   •     .    •    • 

19.  Trouver  une  fonction  égale  à  sa  dérivée,  ou  égale  à  sa  dérivée 
multipliée  par  une  constante  [y  =  ce^^^). 

20.  Trouver  une  fonction  égale  a  sa  dérivée  seconde 

[y  —  ce^  -^  c'6'-*^). 

21.  Trouver  une  fonction  égale  et  de  signe  contraire  à  sa  dérivée 
seconde  (r  =:  c  cosx  -h  c'sin.* ). 

22.  Trouver  la  vraie  valeur  des  fractions  suivantes  pour  .r  =  o  : 


tangx 

cos.r  —  e    2 

.rsin.r 

X      ' 

siu*.r 

i-.>-^ 

23.  Trouver  la  vraie  valeur  des  fractions  suivantes  pour  or  =  o  : 

\Ç)%X  —  X  sj  \.  -^  X  -\-  \J %  -\-  X 

îog^-t-x'  ^~ 

24.  Démontrer  que,  si  la  fonction  symétrique  /(x,  y^  z  . . .  )  reste 
constante,  la  fonction  symétrique  «)(x,jr,  s  •  • .  )  sera  maxima  ou  mi- 
nima  quand  on  aura  x  —  y  =  z  = 

23.  Soit  Z  une  fonction  imaginaire  de  la  variable  réelle  x\  le  module 


23o 


TRAITÉ   d'algèbre, 


Z' 

de  Z  croit  ou  décroît  avec  x  suivant  que  la  partie  réelle  de  ^-  est  posi- 
tive ou  négative.  (Puiseux). 

26.  Trouver  le  poids  d'un  cône  dont  la  base  est  B  et  la  hauteur  ^, 
sachant  que  la  densité  reste  constante  dans  chaque  section  parallèle  à 
la  base,  mais  vraie  proportionnellement  à  la  distance  de  la  section  au 
sommet.  On  donne  la  densité  A  sur  la  base  B  et  la  densité  ^  au  sommet. 

27.  Démontrer  que,  si  aucune  cause  ne  s'oppose  à  l'accroissement  de 
la  population  d'un  pays,  cette  population  à  l'époque  t  sera  donnée  par 
la  formule 

Po  désignant  la  population  à  l'époque  ;  =  o  et  /•  un  coefficient  constant. 
C'est  dans  cette  proposition  que  consiste  la  loi  de  Malthus^ 
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CHAPITRE  YIII. 

CALCUL  DES  DIFFÉRENTIELLES. 


I.   —  NOTIONS  SUR  LES  INFINIMENT  PETITS. 

On  appelle  infiniment  petit  toute  quantité  variable 
<jui  a  pour  limite  zéro  (t.  I,  p.  1 15). 

L'infîniment  petit  n'est  donc  pas  une  quantité  nulle,  et 
il  y  a  cette  différence  entre  le  zéro  et  l'infîniment  petit  que 
Je  zéro  est  un  nombre  fixe,  tandis  que  l'infîniment  petit 
est  essentiellement  variable  de  sa  nature. 

On  dit  que  deux  infiniment  petits  a,  (3  sont  de  même 

ordre  quand  la  limite  de  leur  rapport  -  est  finie  et  diffé- 

rente  de  zéro.  Quand  la  limite  de  -  est  nulle,  on  dit  que  (3 
est  d'ordre  supérieur  à  a. 

Si  la  limite  de  ~  est  finie  et  différente  de  zéro,  on  dit 

a  " 

que  (3  est  d'ordre  m  par  rapport  à  a  :  ainsi  a"*  est  d'ordre  /;/ 
par  rapport  à  a. 

Dans  une  question  d'Analyse,  on  prend  en  général  l'un 
des  infiniment  petits  de  la  question  pour  infiniment  petit 
principal;  tout  infiniment  petit  de  même  ordre  que  l'infî- 
niment petit  principal  est  alors  considéré  comme  étant  du 
premier  ordre,  et,  en  général,  tout  infiniment  petit  d'ordre 
772  par  rapport  à  l'infîniment  petit  principal  est  simplement 
appelé  un  infiniment  petit  d'ordre  m.  Nous  pouvons  ré- 
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sumer  ces   notions   dans  une  formule.   Soit  a  rinfiniment 
petit  principal;  (3  sera  infiniment  petit  d'ordre  m  si 


g 
lim-^  =z  p. 


p  désignant  une  quantité  finie  différente  de  zéro,  et  de 
cette  formule  on  déduit,  en  appelant  s  une  quantité  infini- 
ment petite 

6 

a'"        ' 
OU 

p  =/?«'"  4- a'"  e. 

a^e  est  d'ordre  supérieur  à  a'",  puisque  son  rapport  à  a"' 
est  £,  qui  par  hypothèse  est  infiniment  petit,  c'est-à-dire  a 
pour  limite  zéro.  On  voit  donc  que  tout  infiniment  petit 
d'ordre  m  est  de  la  forme  pa"^  H-  un  infiniment  petit 
d'ordre  supérieur  à  m. 

II  y  a  ici  une  remarque  importante  à  faire  :  pour  que 
l'ordre  d'un  infiniment  petit  (3  soit  supérieur  à  l'ordre  de  oc, 
il  n'est  pas  nécessaire  que  l'ordre  de  (3  soit  déterminé  par 

rapport  à  a;  il  suffit  que  lim  "  =  o.  Ainsi  il  y  a  des  infi- 
niment petits  qui  sont  d'ordre  supérieur  à  celui  de  a, 
sans    être    pour    cela    d'aucun    ordre    par    rapport  à  a. 

(loga)-^  , 

a(loga)~'  n'est  d'aucun  ordre,  parce  que  ^—^^ —  ne  tend 

vers  aucune  limite,  quel  que  soit  m,  pour  a  =  o.  Il  est 
cependant  d'ordre  supérieur  à  celui  de  a. 

II.  —  THÉORÈME  FONDAMENTAL. 

Lorsque  l'on  cherche  la  limite  du  rapport  de  deux  in- 
finiment petits,  on  peut  sans  inconvénient  remplacer  ces 
infiniment  petits  par  d'autres,  pours^u  que  la   limite  du 
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rapport  de  chaque  infiniment  petit  à  celui  qu'on  lui  sub- 
stitue soit  l'unité. 

a  .       3 

En  effet,  supposons  que  lim  —  =  i ,  lim  — =i.  Je  dis 

^  a  p 

que  l'on  aura 

u  a! 

lim  -  =  lim  —  • 


Cela  résulte  de  la  suite  d'égalités 

,.      a        T      a         a.'  /3  a   a'    ^  a' 

Ijm  -  =  lim  -  Iim  —  lim  — -  =  lim  -  —  ■—  ^:r.  hm  —  • 

On   peut  donner  à  ce  théorème  fondamental  une  autre 
forme  plus  commode  dans  les  applications.  Remarquons 

en  effet  que,  si  lim  —  =  i,  a'  ne  diffère  de  a  que  par  un 

infiniment  petit  d'ordre  supérieur  par  rapport  à  a  et  à  a', 

qui  sont  de  même  ordre.  En  effet,  si  lim—  =  i,  c'est  que 

—  =  I  -f-£,  s  tendant  vers  zéro  avec  a  et  a':  donc 


a  =:  a   -f-  a  £. 


Or  cfJî  est  d'ordre  supérieur  à  celui  de  a! ,  car  — -  :=  s   qui 

tend  vers  zéro.  Donc,  deux  infiniment  petits  tels  que  la 
limite  de  leur  rapport  soit  i  ne  diJJ'èrent  que  par  un 
terme  d' ordre  supérieur . 

Réciproquement  :  Si  la  différence  de  deux  infiniment 
petits  est  d* ordre  supérieur  par  rapport  à  chacun  d'eux, 
la  limite  de  leur  rapport  est  i . 

En  effet,  soient  <x  et  a'  deux  infiniment  petits,  e  leur 
différence;  on  aura 
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d'où 

as  ' 

Si  s  est  d'ordre  supérieur  par  rapport  à   oc,  —,  tendra  verg 
zéro  et  l'on  aura 

liin  —  =  I . 
a 

De  là  résulte  que  nous  pouvons  énoncer  notre  théorème 
fondamental  en  ces  termes  : 

Quand  on  cherche  la  limite  du  rapport  de  deux  infini- 
ment petits,  on  peut  négliger,  dans  V expressioji  de  cha- 
cun d'eux,  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  veuille  trouver  la  li- 

mite  de — ^r-  pour  x  =  o  ;  on  observera  que,  x  étant 

infiniment  petit  principal,  x^  et  x'^  sont  d'ordre  supérieur 
par  rapport  à  — x  et  à  —  3  a:;  on  peut  donc  les  négliger,  et 

la  limite  cherchée  est  celle  de  — —  ou  -• 

—  ôjc        6 


m.   —  DES  DIFFÉRENTIELLES. 
Soit  j  une  fonction  de  x  ayant  une  dérivée  j)';  on  a 


lim^-=J        (pourAjrrrrd 


ou,  si  l'on  veut, 


Ar        , 

—  =:/-t-  e, 
ùiX 


£  désignant  un  infiniment  petit,  c'est-à-dire  une  quantité 


I 
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nulle  avec  Ax,  mais  dont  l'ordre  précis  nous  est  d'ailleurs 
inconnu,  ce  qui  pour  le  moment  est  tout  à  fait  indifférent. 
On  en  conclut 

E  désignant  le  produit  de  s  par  Ax,  c'est-à-dire  un  infini- 
ment petit  d'ordre  supérieur  par  rapport  à  Ax,  et  par  suite 
par  rapport  ky  Ax,  dont  la  limite  du  rapport  à  Ax  ouj' 
est  en  général  finie  et  différente  de  zéro. 

Le  produit  j'Ax,  différant  de  A;^'- par  un  infiniment  petit 
d'ordre  supérieur  E,  pourra  remplacer  Ay  dans  une-  limite 
de  rapport,  et,  comme  il  sera  généralement  plus  facile  à 
calculer,  ily  alieu  de  prendre  ceproduiten  considération. 
On  lui  donne  avec  Leibnitz  le  nom  de  différejidelle  dej,  et 
on  le  représente  par  dj.  On  a  donc  par  définition 

(l)  djrzzy'Ax. 

Ainsi  ; 

1°  La  différentielle  d'une  fonction  est  le  produit  de  la 
dérivée  de  cette  fonction  par  l' accroissement  arbitraire 
Ax  de  la  ^variable', 

2°  Quand  l' accroissement  donné  à  la  variable  est  infi- 
niment petit,  la  différentielle  de  la  fonction  est  infiniment 
petite,  et  elle  peut,  dans  la  recherche  des  limites  de  rap- 
ports, remplacer  l' accroissement  de  la  fonction,  dont  elle 
diffère  par  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  ; 

3°  Quand  V accroissement  de  la  variable  est  égal  à  i , 
la  différentielle  de  la  fonction  est  égale  à  sa  dérivée. 

Cette  dernière  remarque  n'a  d'autre  utilité  que  de  faire 
bien  observer  que  la  difïérentielle  d'une  fonction  n'est  ni 
une  quantité  nulle,  ni  une  quantité  très  petite,  ni  une 
quantité  égale  à  l'accroissement  de  la  fonction. 
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11  y  a  un  cas  remarquable  dans  lequel  on  a  Ar  =  dy  : 
c'est  celui  où  l'on  ay  =  x.  En  effet,  si  dans  (i)  on  sup- 
pose y  =  x,  on  a,  en  observant  que  x'  ^=  i^ 

d.r  T=z  A.r. 

Ainsi,  la  difféicntielle  de  la  variable  est  égale  à  son  ac- 
croissement. Si  l'on  remplace  alors,  dans  (i),  Ax  par  son 
és-al  dx,  on  a 

dy=fdx, 
d'où 

■^  ~  dx' 
Puisque  la  dérivée  y'  est  égale  au  rapport -j-»  rien  n'em- 
pêche de  représenter  à  l'avenir  la  dérivée  de  la  fonction  j 
parla  notation  -— -,  c'est  ce  que  l'on  fait  souvent. 


IV.   —   AVAMTA&ES  DE  LA  NOTATION  LEIBNITZIENNE. 

La  notation  -^  présente  sur  la  notation  plus  simple  r' 
dx 

d'immenses  avantages. 

I  °  D'abord  elle  est  expressive  ;  elle  rappelle  par  sa  forme 
l'origine  de  la  dérivée. 

2"  Un  autre  avantage  de  la  notation  différentielle  con- 
siste en  ce  que  dj  est  toujours  la  différentielle  de  j,  quelle 
que  soit  la  variable  indépendante,  tandis  que  la  notation/ 
représente  des  fonctions  bien  différentes,  suivant  la  nature 
de  la  variable  indépendante.  Je  m'explique.  Soient  j'  une 
Ibnction  de  x  et  f  une  autre  fonction  de  x\  alors  y  sera 
par  cela  même  fonction  de  t.  Soient  y'^  la  dérivée  de  y 
relative  à  x,  y^  sa  dérivée  relative  kt]  soient  dtu,  en  géné- 
ral, la  différentielle  d'une  fonction  u  relative  à  t,  d^u  la 
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dinerenlielle  de  la  même  fonction  relative  àx;  on  a 

Ainsi  —représente  la  dérivée  de  j  relative  à.r,  que  xsoit 
variable  indépendante  ou  que  t  soit  variable  indépendante, 
puisque  ^  =  ^;  au   contraire,  y'^  n'est  pas  égal  à  j'^, 

cl ^  X  (Il  X 

puisque  rx  =  rr4ouy^.=  ^- 

3°  Mais  la  notation  différentielle  présente  encore  un 
autre  avantage  sur  celle  des  dérivées,  et  celui-là  est  im- 
mense. 

Supposons  que,  en  négligeant  des  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur  à  ceux  que  l'on  a  conservés,  on  soit 
parvenu  à  une  équation  de  la  forme  suivante,  où  A,  B,  C, 
D,  sont  finis  ; 

(l)  kdx  +  Bf/j  4-  C ^3  -h  Dr//  =r  o. 

Une  pareille  équation,  en  vertu  de  la  notation  dont  on  a 
fait  usage,  est  rigoareusernent  exacte;  les  erreurs  se  sont 
compensées  d'elles-mêmes. 

Pour  expliquer  cette  proposition  un  peu  paradoxale, 
observons  que,  si  l'équation  (i)  est  inexacte,  la  suivante 
sera  parfaitement  exacte  : 

A dx  +  Br/j-  -r  C f/c  -h  Ddt  =  e, 

£  désignant  un  terme  d'ordre  supérieur  à  dt,  puisque,  par 


(*)  Il   est  à  peine  nécessaire  de  faire  observer  que  j'^  =  —  '  P^^rce  que 
l'on  a 

y^—  \\m  -^  =  lim    -"         — 


ùix  Ax  :  Af 
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hypothèse,  on  n'a  négligé  que  des  termes  d'ordre  supé- 
rieur. Divisons  alors  par  dt  et  observons  que,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  dt,  on  a 

dx  ,       dj         ,       dz         , 


nous  aurons 


dt  "      dt~~^''     dt 


A.T't  -+-  B  r't  -f-  Cs'  H-  D  =  4-  • 
dt 


Or  — tend  vers  zéro  avec  dt,  puisque  i  est  d'un  ordre  supé- 
rieur à  celui  de  dt.  Le  premier  membre  de  l'équation  pré- 
cédente, pouvant  être  pris  aussi  petit  que  l'on  veut  en 
prenant  dt  suffisamment  petit,  est  rigoureusement  nul, 
puisqu'il  est  indépendant  de  dt\  on  a  donc  ligoiireuse- 
ineJit 

kx\  4-  B/^  +  Cz^  H-  D  =:  o. 

En  multipliant  par  dt  et  en  observant  que  x\dt=  dx, 
y'fdt  =  dj,  —  on  a  aussi  rigoureusement 

A  dx  +  B^/r  +  Cdz  +  Ddt  =  o. 

L'erreur  £  était  donc  bien  nulle. 

V.   —  DIFFÉRENTIELLES  DES  FONCTIONS. 

Puisque  la  différentielle  dj  de  j  est  le  produit  de  sa 
dérivée  7'  par  dx,  on  aura,  en  faisant j^  =  x"',  u'',  .  .  .  dans 
h  formule  dj=ydxj  ^' 

d.x'"  —mx"'-^dx, 
d.a^  ■=.  a^  log a  dx, 
—         —  xdx 


d.i 
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On  a 

f  M  db  r  itz  tp  zti .  .  . ]'  =  u'  dïzi'' dz. <v' dt .  . .  , 


et,  en  multipliant  par  dx, 

d[uzt:  vzïzwzh.  .  . ]  =  du  dz cà> zh  dw  dz . . .  . 

On  a 

(wp]'=  U  V  -f-  v' u. 

On  en  conclura,  en  multipliant  par  la  différentielle  dx  de 
la  variable 

d  .uv  =.  [  w'  dx  )  <^  -f-  (  «''  dx  )  u 
OU 

d.  uv  =  i'du  -h  udi\ 
De  la  formule 


(r)='^ 


on  déduira,  en  multipliant  par  dx, 
^u       V  du  —  u  dv 

'^-.  =  — -.- — 

Le  théorème  des  fonctions  de  fonctions  donne  l'égalité 

,         dr       ,         du       ,         dx 
et,  en  remarquant  que  7^„  = -7-5  w^^-—»  ç^„=--,  on  a 
^  ^      -^  "^       du       ^       dv       "        dv 

,   .  dy        dy  du  dv 

^*^  'd~r~  "du  dv    'dx'' 

ou  plus  exactement,  en  mettant  au  bas  de  la  lettre  d  la 
variable  par  rapport  à  laquelle  on  différentie, 


dy.r diiY  d^ u  d^ V 

d^x        d^^u   d^,v   d^x'' 
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mais  on  a  vu  que  l'on  pouvait  supprimer  les  indices  placés 
au  bas  de  la  lettre  d  et  les  supposer  identiques  (p.  23o), 
en  sorte  que  cette  formule  ou  (i)  est  évidente. 

Nous  ferons  au  sujet  du  théorème  des  fonctions  com- 
posées une  remarque  importante.  S\f[u^  p»)  désigne  une 
telle  fonction,  u,  v  désignant  des  fonctions  de  x,  on  a 

ou,  en  multipliant  par  dx^ 

Je  n'ai  pas  remplacé/'^  et/J  par  —  et  "  -  parce  qu'il  en  résul- 
terait une  confusion;  l'équation  précédente  pourrait  en 
effet  s'écrire 

(2)  df=%du-^%.d.. 

^    '  du  dv 

On  serait  tenté  de  simplifier,  et  alors,  en  supprimant 
des  facteurs  communs,  on  trouverait  df  =^  '>-df,  ce  qui  est 
absurde;  mais  il  est  facile  de  voir  que  cette  simplification 
ne  doit  pas  se  faire,  les  trois  (^Z" figurant  dans  ces  formules 
ayant  des  significations  distinctes. 

df  qui  est  écrit  dans  le  premier  membre  représente, 
aux  termes  du  second  ordre  près,  l'accroissement  dey  dû  à 
l'accroissement  dx  donné  kx.  Au  contraire,  le  première?/ 
qui  est  écrit  dans  le  second  membre  représente,  aux  termes 
d'ordre  supérieur  près,  l'accroissement  que  prend  f 
quand  f^seul  croît  de  du,  w  restant  constant.  Or  on  conçoit 
que/" prendra  des  accroissements  tout  différents,  quand  on 
fera  varier  à  la  fois  u  et  ^  par  un  accroissement  donné  à  x 
ou  quand  on  fera  varier  \^  tout  seul.  Pour  éviter  toute  con- 
fusion et  pour  marquer  que  l'on  ne  doit  pas  chasser  les 
dénominateurs,  on  représentera  les  dérivées  partielles  de  f 
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,  .  àf      df  .      r  1 

par  les  notations  -z-t  --5  et  la  lormule 
^  au    ai' 


2    s  écrira 


ou  dv 

ou  encore 

dx        du  dx        àv   dx 

df 
et  l'on  convient  de  regarder  -^-  comme  un  symbole  irré- 
ductible (*).  Si  en  particulier  u-=x,  on  a 

djf^  _  df       df  d^ 
dx        dx        ôv  dx 

équation  qu'il  serait  difficile  d'écrire  avec  les  notations  de 

La2:rane:e;  en  effet,  ~  et  ~  sont  essentiellement  distincts, 

»        ^    '  ^  dx        dx 

et  avec  la  notation  de  Lagrange  on  les  représenterait  tous 
deux  paryj..  Si  l'on  considère  la  fonction  x",  on  aura 

df  .       df  .  ,        du 

dx  dx  dx 

àf        df 
ainsi,  on  n  a  pas  -,—  =-—• 
^      dx       dx 


VI.   —  DIFFÉRENTIELLES  DES  DIFFERENTS  ORDRES. 

La  fonction  y  a   pour  différentielle  j't/x,  et  l'on  peut 

<icrire 

dy^  y  dx. 


(*)  En  d'autres  termes,  on  n'attache  plus  aucun  sens  à  ol/et  à  dx  tout 
leuîs,  de  telle  sorte  que  y-  ne  peut  plus  se  simplifier  quand  on  le  multi- 
plie par  àx. 

L.  —  Algèbre,   H.  it) 
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mais  ydx  ou  dy  a  lui-même  une  différentielle  que  l'on 
désigne  par  d^j  et  que  l'on  calculera  en  multipliant  la 
dérivée  dej/c^xpar  dx.  En  prenant  cette  dérivée,  on  doit 
regarder  dx  comme  une  constante,  en  d'autres  termes, 
supposer  ddx  ou  d'^xnvl,  parce  que  l'accroissement  de  a: 
est  arbitraire,  et  par  suite  indépendant  dex;  on  a  donc 

(Pf  =z  y"  dx .  dx  z=z  y"  dx^ . 

Ainsi,  ce  qui  caractérise  la  variable  indépendante  x,  c'est 
que  dx  est  indépendant  de  x  ou  que  d'^ x  =  o.  De  même, 
d^r  OM y" dx-  a  une  différentielle  égale  au  produit  de  sa 
dérivée  j"' dx-  -^diV  dx\  on  représente  cette  différentielle 
par  d^Y^  et  l'on  a 

d''y=y"'dx\ 

En  général, 

d^i y  =z yi'i) dx'f  ; 

d^j  est  ce  que  l'on  appelle  la  différentielle  n^^"'^  de  j.  La 
formule  précédente  donne 


d"r 


d'où  la  notation  — ^  pour  représenter  la  dérivée /z'^""^  de  j. 


VII.   —  GHÂNGEMCNT  DE  VARIABLE. 

Lorsque  l'on  considère  des  dérivées  d'ordre  supérieur, 
la  notation  différentielle  perd  une  partie  de  ses  avantages. 
Ainsi,  en  convenant  de  représenter  par  dj,  d-j,  ...  les 
différentielles  d'une  fonction  j  prises  par  rapport  à  x  et 
par  dy,  d-y,  ...  les  différentielles  de  la  même  fonction 
prises  par  rapport  à  f,  on  a,  comme  on  l'a  vu  (p.  23;), 

dy dy 

10  d^-ô~^'' 
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mais  on  n'a  pas 

—L  —  ^. 

et   y      cl   y 
Nous    allons    calculer  — — ,  — —,    ...    en  fonction  de  dy, 

dr'     dx-  '^ 

d^j,  ...,  dxy  d^x,  ....  A  cet  effet,   différentions  la  for- 

d^Y 
mule  (  I  )  par  rapport  à  x  ;  le  premier  membre  deviendra  --—  • 

Pour  obtenir  la  dérivée  par  rapport  à  a:  du  second,  nous 
appliquerons  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions  et 
nous  prendrons  sa  dérivée  par  rapport  à  t,  que  nous  multi- 
plierons par  la  dérivée  —  de  éprise  par  rapporta  x\  nous 
aurons  ainsi 

^__dr    dt^ 
dx^  dt     dx 

^""''d-x^Tx'^  ^"^"^  ^  ^Tx'  '^^''^^^^  ^  —^^ -• 

On  a  donc 

.    ,  d^X d^r  dx  —  d^x  âr 

résultat  qui  diffère  de  -r-j  par  le  terme ^^'  Si  l'on 

ox  Ox 

voulait  calculer  -— ,  il  faudrait  prendre  la  dérivée  du  second 

membre  de  la  formule  précédente  par  rapport  à   t  et  la 

1  .   1-  dt        dt  ... 

multiplier  par  —  ou  -r- 5  on  aurait  ainsi 


^à-y 

àx~ 

d^x  dj 

d'y 

Ôx 

i 

dt 

dx^  ■■" 

àt 

dx' 
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OU,  réductions  faites, 

<J^r  _  d\r  dx^  —ô^jc  dj  d.r^  —Zd^.T  d\r  d.v  +  3 d^ x^ dx 

et  ainsi  de  suite. 

Ces  formules  servent  à  changer  de  variable.  Le  change- 
ment de  variable  est  un  problème  qui  a  pour  but,  étant 
donnée  une  expression  contenant  les  dérivées  d'une  fonc- 
tions^ de  :c,  lafonctionj- et  la  variable  X,  de  calculer  cette 
expression  en  n'employant  que  les  dérivées  d'une  autre 
fonction  n  prises  par  rapport  à  une  autre  variable  l,  la  Jonc- 
tion yj  et  la  variable  '^.  j  et  x  sont  donnés,  bien  entendu, 
en  fonction  de  ^  et  de  y;.  Pour  résoudre  cette  question,  on 
remplacera  d'abord  j'^  et  x  par  leurs  valeurs  en  ^  et  y?,  qui 
sont  censées  données  ;  puis,  désignant  par  un  à  les  dérivées 
de  Yi  relatives  à  ^,  on  aura 

^  f  dx       dx' 

.    ,                       d^y       ô^yôr — d-xdr 
[2]  -^i;  = ^^^ -i 


dx^  à 


et  l'on  remplacera  dj,  dx^  à^j,  ô^x,  .  . .  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  donnant  x  ctj>^  en  fonction  de  ^  et  y}. 

d^y 
Exemple.  —  Que  devient  Véciualion  -r^  =  o  quand  on 

remplace  x  et  j  par  ^  et  n  donnés  par  les  formules 

[a]  x=^-h-ri,     j  —  l~-Q, 

En  vertu  de  (2),  on  peut  écrire  l'équation  proposée 

/ ,  X  d^rdx  —  d'^x  dr 

[b)  — -:=o; 
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or  les  équations  [a)  donnent 

et  [b)  devient,  en  prenant  J  pour  variable  indépendante, 
c'est-à-dire  en  faisant  d-'^  =  o  (p.  24'^) 

—  r^r^ r-Ti =  o     ou     --—  =  o. 

[de,  -h  O-ny  dV 

VIÏI.   —  REMARQUE  AU  SUJET  DE  LA  FORMULE  DE  TATLOR. 

La  formule  de  Tajlor  peut  s'écrire 

.  1.2.^'  \  .1.  .  ,n 

R  désignant  une  quanti  té  nulle  pour  h=o]  ceci  suppose  seu- 
lement/"" (x)  continu.  Si  l'on  fait  h  =  dx,f[x  H-  h)  — J{x) 
sera  A/  et  hf'[x)  sera  df,  h-f'[x)  sera  égal  à  d'^f^  etc. 
(p.  242)  par  définition  même;  on  pourra  donc  écrire 

(l)  A/z^ry-f-^r/y+...4-        /  d-f+z, 

2  \  ,  ^. .  ,  ,  n 

6  désignant  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  n.  Cette 
formule  montre  bien  que  la  différence  entre  A/ et  dj  n'est 
pas  nulle  ;  on  voit  qu'elle  est  égale  à  \  d-f^  en  négligeant 
des  termes  d'ordre  supérieur  au  second.  Il  ne  faut  pas 
oublier  d'ailleurs  que  la  formule  (i)  suppose /'^(x)  continu 
pour  la  valeur  de  x  à  laquelle  on  applique  cette  formule. 

IX.    —  DES  DirrÉREWTIELLES  TOTALES. 

Soit/'(x,  7,  z)  une  fonction  de  plusieurs  variables;  on 
appelle  différentielle  totale,  ou  simplement  différentielle 
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de/,  et  l'on  dénote  par  c?/ l'expression 

—  r/^  -H  —  ^j  H-  -c-  dz, 
ox  oy  dz 

dans  laquelle  dx,  dy.  dz  sont  des    accroissements  arbi* 

r^  .   df      df     df  1 

traires  donnes  a  x,  y,  z.  Quant  a  ^j  -r-?  -j-i  ce  sont  les 
'  ^  '        ^  ôx    ôy    dz 

dérivées  partielles  de  /  relatives  à  x^  j,  z  ;  en  d'autres 
termes,  -^  est  la  dérivée  de  /  prise  par  rapport  à  x  en  lais- 
sant j  et  z  constants,  y-  est  la  dérivée  de /prise  par  rap- 
port k  j  en  laissant  x  et  z  constants,  etc. 

Si,  conformément  à  l'usage,  on  suppose  dx,  dj,  dz 
choisis  de  telle  sorte  que  leurs  rapports  restent  finis,  en 
d'autres  termes  si  on  les  suppose  de  même  ordre,  la  dif- 
férentielle d/  pourra  remplacer  dans  la  recherche  d'une 
limite  de  rapport  l'accroissement  A/de/.  En  effet,  on  a, 
en  donnant  à  x,j,  z  des  accroissements  dx,  dy,  dz, 

A/z=zf[.v  -+-  dx,  y  -h  dy,  z  -f-  dz)  —f{x,  y,  z) 


ou 


àf—f[x  -f-  dx,  y^dy,  z^dz)  —/(x,  y  -f-  dy,  z  +  dz) 

+/(-^,  X  +  ^(r,  z  +  dz)  —f(x,  y,  z  +  dz)      ■ 
-hf{x,y.  z  +  dz)—f[x,y,z). 

A/  est  ainsi  décomposé  en  trois  différences  qui  peuvent 
respectivement  se  mettre  sous  les  formes  (p.  176) 

dxf^[x  -hQdx,  y  4-  dy,  z  -+-  dz),     dyf^[x,  7  -h  6'  .//,  z  +  dz) 

et 

dzf[[x,y,z-^^"dz). 
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ç,  6',  6"  désignant  des  nombres  compris  entre  o  et  i.  Mais, 
si  les  fonctions  f'xif'yifz  ^^"^^  continues  (  ce  que  n  ous  sup- 
poserons), les  coefficients  de  dx^  dy,  dz  dans  les  trois 
expressions  précédentes  diffèrent  infiniment  peu  de  f'^^fy, 

^,         .    df    df   df  .  .  .         ... 

f^  ou  de  —5  -pi  —)  et,  par  suite,  ces  trois  expressions  dii- 

féreront  de  -r-  dx,  —  dj\,  -^  dz  par  des  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur;  on  aura  donc 

a  désignant  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur. 

G.     Q.     F.     D. 

La  différentielle  de  dfse  désigne  par  c^^y:  c'est  la  diffé- 
rentielle totale  seconde  de  df.  La  différentielle  de  d'^J 
que  l'on  désigne  par  d/^J  est  la  dilïérentielle  troisième 
de/,.... 

De  même  que  nous  avons  remplacé  les  notations  fj^^fL 

r>         àf     df    df     ,         ^  ,  ,  ^ 

t^  par-T-)  -r-5  -T-'  de  même  nous  remplacerons  la  nota- 
^^  ^     dx    ày    dz  ^ 

tion/^a'^l^   ,  assez  incommode,  par  la  notation  symbolique 

irréductible  -r — r-^ — »  sans  d'ailleurs  chercher  à  attacher 

d.r'^dyK.. 

un  sens  précis  aux  éléments  dx'^,  djK  •  •  -,  d'^^^--f. 
Gela  posé,  calculons  d-f.  On  a,  par  définition, 

dx  dy  dz 

et 

d^f  =  - -. —  dx  H r —  dr  H ^ —  dz, 

dx  dy  dz 

c'est-à-dire,  en  observant  que  dx^  dy,  dz  ne  sont  pas  fonc- 
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lions  de  jr,  y,  z,  puisqu'ils  sont  arbitraires, 


OU 


d^/*  d^f  d^f 

-h  2  - — r-  djdz  -+-  1  ~^^  clxdz  4-  2  -^— V  dxdy, 
oyoz  ôxôz  oxay 

On  peut  écrire  cette  formule  symboliquement 

en  traitant  d  aux  numérateurs  comme  une  véritable  quan- 
tité; puis,  en  effectuant  la  multiplication  par  y,  en  l'écri- 
vant à  côté  et  à  droite  de  c)-  en  numérateur,  je  dis  que  l'on 
a  plus  généralement 

pourvu  que,  après  avoir  développé  le  produit 

à    ,  à   ,  à    ^ 

—  dx  -f-  -  ^  dj  -h  ^  d; 
Ôx  oy  oz 

en  considérant  d  aux  numérateurs  comme  une  véritable 
quantité,  on  écriveyimmédiatement  après  la  lettre  d^.  Cela 
résulte  de  la  formule 

df—  ~^dx-^-^  dy  -\-  -—dz, 
ôx  dy  ôz 
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en  vertu  de  laquelle,  pour  différentier  une  quantité /*,  il 
suffit  de  la  multiplier  symboliquement  par 

l)  —  f/u:  +  —  df  -f-  --  dz. 

^  '  dx  dr  Oz 

Pour  difterentier  df,  il  faudra  différentier  chacun  de  ses 

termes,  c'est-à-dire  multiplier  chaque  terme  symbolique- 

â    ,  d    j  d    j  -1 

ment  par  -r-  ax  -j-  ^  dy  -i-  -^  dz,  ce  qui  donnera 
^      ox  oj   -^         oz  ^ 


[ô7/-'-^ô}'^-^ô-z''V^^- 


Pour  avoir  d^J\  on  multipliera  cette  expression  par  le  tsyni- 
bole  (i),  comme  il  a  été  expliqué,  ce  qui  donnera 

et  ainsi  de  suite. 


X.  —  QUELQUES  THÉORÈMES  SUR  LES  DIFFERENTIELLES  TOTALES. 

I.  Le  théorème  de  Taylor,  appliqué  à  la  fonction 
/'(x,  y,  z),  donne,  en  appelant  t/x,  dj^  dz  des  accroisse- 
ments arbitraires  de  x,  j,  z^ 


ts.f=f,dx  -^fydy^fijlz  H-  y--  [f'^dx  ^f'^dx-\-f'^dzY-^.  . . 
ou,  par  définition, 

A/=  df-v-  -  d'^f-^.  .  .  H ' .  d-f  ^  E, 

2  i  .1. . .n 

E  désignant  an  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  tî. 
Cette  forme  du  théorème  de  Taylor  est  fréquemment  em- 
ployée. 
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IL  En  général,  si  l'on  trouve  une  relation  de  Informe 
df=zVclx-\-qdy-\-Rdz, 
il  faudra,  si  dx,  dj,  dz  sont  arbitraires,  que  Von  ait 

ôjc  dj  dz 

car,  df  étant  égal  k  -^  dx  ~\~  —  ^Y  -^  ^  dz,  on  aura 
dx  dr  ^        dz 

Vdx  ^qdY-\-Kdz=^dx-^%  dy  +  %-  dz, 
dx  dy  dz 

et,  comme  cette  relation  a  lieu  quels  que  soient  dx,  dy,  dz, 
elle  entraîne  les  formules  (i)  (t.  I,  p.  4o,  dernière  ligne). 

III.  Si  la  différentielle  totale  d' une  fonction  est  toujours 
nulle,  cette  fonction  est  constante. 

En  effet,  dire  que  <i/=  o.  c'est  dire  que  l'on  a,  quels  que 
soient  dx,  dj,  dz, 


ou 


Or,  ~  étant  nul,  /'est  constant  quand,  faisant  varier x,  on 

laisse j)^  et  z  constants  :  donc/^ne  contient  pas  x.  On  voit 
de  même  que/  ne  contient  ni  r  ni  z.  Don-d  enfin yj  ne  dé- 
pendant ni  de  .r,  ni  àey,  ni  de  z,  est  une  constante  ou, 
plus  exactement,  ne  varie  pas  quand,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs,  on  fait  varier  x,j,  z. 

IV.   Si  Von  a  établi  une  jormule  telle  que 

A  r//  +  B  ^/^  -{-  . .  .  -I-  Vdx  -h  Qflf;-  -t-  .  .  .  =  o, 


dx 

ix-^ 

1* 

*i 

dz: 

df 

dx' 

=  o, 

àf 

ro, 

df 

dz 
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en  négligeant  des  infîniments  petits  d'ordre  supérieur  au 
premier.  A,  B,  C,  ...  ne  contenant  pas  dx,  dy,  ...,  dfy 
dg,  ...,  différentielles  des  ^variables  x,  j,  ...et  des  fonc- 
tions J\  g,  . . .,  cette  formule  se  trouve  rigoureusement 
établie  en  "vertu  de  la  notation  employée. 

En  effet,  si  cette  formule  n'est  pas  exacte,  son  second 
membre  o  doit  être  remplacé  par  un  certain  infiniment 
petit  s  d'ordre  supérieur;  en  divisant  par  dx,  elle  devient 
alors 


■) 


\dx       dx   df 

^  f  dg       dg  dj  \  Tt     n'^^  ^ 

\  dx        dj  dx  j  dx  dx  ' 

Or,  si  l'on  fait  tendre  dx  vers  zéro  en  conservant  aux  rap- 
ports —  5  -r">   '"   ^^^  valeurs  finies  y',  z' ,  ...,    fixes,   — 

Ce  du        CILL  ex.  JC 

tend  vers  zéro,  et  l'on  a  rigoureusement 

OU,  en  multipliant  par  dx  et  en  observant  que  -f-î  — ^  •  •  • 

^        dx    dx 

sont  restés  les  mêmes  bien  aue  dx  ait  pu  varier,  on  a  ri- 
goureusement 

kdf-\-  Bdg  -^  .  .  .  -^  P dx  -}-  qdj  -h  .  .  .  =zo. 

c.     Q.     F.     D. 

On  verrait  de  même  que,  si  une  équation  telle  que 
Ad'-f-h  Bf/^i' -h.  .  .  4-  Pdx^  -h  Q  J/2  _^    _  ^  o 


252  TRAITÉ   D'ALGEBRE. 

a  été  établie  en  négligeant  des  termes  d'ordre  supérieur 
au  second,  elle  est  rigoureusement  exacte,  etc. 

Nous  terminerons  ce  qui  est  relatif  aux  différentielles  to- 
tales en  faisant  observer  que  Ton  a 

d[nzti'±a']  =dud-ch±  d(v^ 
din>  z=z  u  (h  -\-  V  du, 
u         V  du  —  u  dv 


d- 


dans  le  cas  où  d  représente  une  différentielle  totale  comme 
dans  le  cas  où  il  n'y  a  qu'une  variable  indépendante.  Ainsi, 
par  exemple,  dans  le  cas  où  il  y  a  deux  variables  x,  j,  on  a 

.           duv            d  m>  , 
dm>  =r  — —  dx  H dj 

ÔX  ÔJ 

dv  .  du  ^  di>    ,  du 

=  u-—  dx  -^  V  —-  dx  -\-  u  ---  dv  -[-  V—-  dy 
dx  dx  dy  df 


d^  ,     .    dv  ,  \         f  du  ,        du 
dx 

u  dv  -h  p  du. 


d.  +  ^.fyy,(^p^d.  +  p^dr) 


Les  autres  formules  se  démontrent  de  la  même  façon. 

Si  ô  est  fonction  de  m,  v^,  et  si  m  et  p»  sont  fonctions  de 
x,j)^,  la  différentielle  totale  de  0  sera 

de  ^       do  ^  /do  du      de  di'\ 

dx  -h  —  djr=  l  -^  ]dx 

'^-  \du  dx       Ov  ^    ' 


dx  du  \  du  dx       ôv  dx 

do  du       do  di> 


If 


du  dy       dv  df 

de  (du   ,         du      \ 

=     Tu\d:r''^-^Ty'^) 

de  Idv    ,         dv      \ 

-^j\-d-x'^-^Ty'n 

de  ,       de  , 

=  —-  du  -h  -r-  dv, 
du  dv 
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XI.   —  UTILITÉ  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 

La  considération  des  difFérentielles  totales  permet  de 
reconnaître  s'il  existe  des  relations  entre  des  fonctions 
^ionnées /i,  /o?  .  .  . ,  //z  de  ^i,  ^2?  .  .  . ,  ^,2.  En  effet  : 

Si  l'on  a  entre  les  différentielles  df^,  df^^  . .  .  une, 
deux, trois,  ...  relations  linéaires  et  homogènes  telles  que 

(i)  Aid/i-\-  A^df^-h..  .-i-  AndJn  =  o, 

il  existera  une,  deux,  trois,    . . .  relations  de  la  forme 

'2)  F(.A,/„   ..,,/„)  =  0, 

entre  les  fonctions  f  et  réciproquement . 

En  effet,  toute  équation  de  la  forme  (2)  différentiée 
fournit  une  équation 

(3)  ^^A  +  ...+  ^-^/„=:o, 

de  la  forme  (i),  et  réciproquement,  une  relation  de  la 
forme  (i)  exprime  que  si  «i/o,  df^^  ...,  dfa  sont  nuls, 
c'est-à-dire  si /a, /s,  .  .  .,  fa  sont  constants,  df^  est  nul, 
c'est-à-dire  que  /<  est  constant,  ce  qui  veut  dire  que  f^ 
est  fonction  dey^?  •  •  •  ^  fn^  ou  qu'il  existe  une  relation  de 
la  forme  (2). 

Cette  proposition  peut  se  traduire  en  d'autres  termes. 
En  effet,  s'il  existe  entre  les  fonctions  /i,/2,  ...  une 
relation  telle  que  (2)  on  en  déduit  (3)  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  n  relations 

àj_àf^  _^dj_dj^  ^   ^_^^àfn^^ 
àf\  àxi         dfi  dxi        '  '  '       dfn  àxi  ' 


àfi  dxn        d/2  dxa  "^  '  "       dfn  dx^  ' 
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oc    . 


d'où  l'on  lire,  en  éliminant  les  dérivées  -rj-, 


aFi  d¥,  dfn 

(A)  2±  ^  -^+...H-_^  =0. 

Réciproquement,  si  cette  relation  a  lieu,  il  existera  des 
quantités  Xo)^2,  ...,  ^^^^  que  l'on  peut  appeler  <ijc,,  dx2,  ..., 
dxn  telles  que 

dXi  àXi  OXa 

ou  telles  que  l'on  ait  à  la  fois 

dfx  =  o,     dji  =  0,      .  . . ,     dfn  =  o, 

c'est-à-dire  en  même  temps  /,  =  const.,  ^  =  const.,  .  .  .; 
donc  la  relation  (4)  entraîne  une  relation  telle  que  (2). 
Le  déterminant  (4)  est  ce  que  l'on  appelle  le  Jacobien 
ou  le  déterminant  du  système  des  fonctions /<  ,/2,  ...  ;  on 
le  représente  souvent  par  la  notation 

d(Xi,  X^s    .  .  .,  X,i) 

On  voit  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'il  existe  une  relation  entre  /i,  /o,  --  -,  fn  est  que 
leur  Jacobien  soit  nuL 

XII.  —  NOTIONS  SUR  LES  INTÉGRALES. 

Nous  avons  vu  (p.  220)  que,  si  une  fo'nction  admettait 
une  fonction  primitive  ou  intégrale,  elle  en  admettait  une 
infinité  différant  entre  elles  par  une  constante.  Dans  les 
traités  de  Calcul  intégral  un  peu  étendus,  on  donne  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonction 
admette  une  intégrale,  et  l'on  donne  de  l'intégrale  une 
définition  un  peu  plus  générale. 
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La  fonction  primitive  de /(^■)  ou,  plus  correctement, l'in- 
tégrale deladifrérentielle/(^)<^:r  se  désigne  parla  notation 

Sf{x)dx, 

et  cette  notation  représente  l'une  quelconque  des  inté- 
grales àe  f{x)dx.  Ainsi  on  a 

fx"^  dx  — h  const., 


et  en  général 


/  cosa?  dx  =  sino?  +  const.,  .  . . , 

ff'{x)dx  =f{x)-^  const. 

On  peut  déterminer  la  constante  en  donnant  à  x  une 
valeur  particulière  a,  et  il  est  facile  de  voir  quey'(x) — /{ci) 
est  la  valeur  de  l'intégrale  àe /' (œ)  dx  qui  pour  ^  =  a 
s'annule.  Si  l'on  fait  ;r  =  b,  la  valeur  particulièrey(^)  —  f(a) 
de  l'intégrale  ainsi  obtenue  se  représente  par  la  notation 


/ 


b 

f'(x)dx=^/{b)—f{a), 


et  porte  le  nom  d'intégrale  définie  de  f(x)  prise  entre  les 
limites  a  et  b,  on  lit  la  formule  précédente  :  somme  de  a 
à  b  def{x)dx  é^dXe  f  {a)  ~  f  {b) .  L'intégrale  sans  limites 
s'énonce  somme  def'(x)dx.  La  raison  de  ces  dénomina- 
tions et  la  notation  /  qui  est  l'ancienne  forme  de  l'S  dé- 
coulent du  théorème  suivant  : 

L'intégrale 

/     f'(x)dx, 

est  la  limite  vers  laquelle  converge  la  somme 


[f(ci)-+-f'{a-^h)-hf{a-h2h)-^...-\-f'(a-i-n-ih)]h, 
OU  h=z quand  n  croit  indéfiniment. 
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On  a  en  effet 

f{a  +  h)  —f{a)  =  hf'(a)  +  /isq, 
f(a-^ih)  —f{a  +  h)  =  hf(a  +  h)-\-h 


f{b)  —  f(a-h  n—ih)  =  hf\a-^n  —  \h)^  ht,,- 
et,  en  ajoutant, 


f(b)-f{a)  =  h[f'(a)-hf(a-\-h)...-hf'(a  +  n—ih)']  +  h^t: 

or  nous  admettrons  que,  quand  h  tend  vers  o,  tous  les  £ 
tendent  vers  o.  En  appelant  E  le  plus  grand  d'entre  eux, 
ASe  sera  moindre  que  ji/iE  ou  que  (b  —  a)E,  c'est-à-dire 
tendra  vers  o,  et  l'on  aura 

f{b)-f{a)on    /    f\x)dx  =  \\m[f'{a)^...^f{a+n-xh)\h, 

•   n 

Cette  démonstration  n'est  pas  très  rigoureuse,  mais  elle 
suffit  pour  le  moment,  la  question  qui  nous  occupe  devant 
être  reprise  plus  tard  et  étudiée  avec  beaucoup  de  soin. 
Maintenant,  appliquons  ces  considérations  à  un  exemple 
et  reprenons  la  question  traitée  à  la  page  222. 

Trouver  le  volume  d'un  segment  sphérirjue  à  deux 
bases. 

Soient,  comme  à  l'endroit  cité,  R  le  rayon  de  la  sphère, 
h  la  hauteur  du  segment;  supposons  l'une  des  bases  va- 
riable, soit  /■  son  ra}'on,  z  sa  distance  au  centre  de  la  sphère, 
soit  dz  un  accroissement  donné  à  z,  le  volume  V  du  seg- 
ment prendra  l'accroissement  AV  ou  dv  aux  termes  du 
second  ordre  près;  cet  accroissement  est,  aux  termes  du 
second  ordre  près  aussi,  égal  à  r^r"^  dz^  car  la  quantité 
négligée  dans  son  évaluation  est  inférieure  à 

7r[(/--f- Ar)2— ;'2],/-^. 

on  a  donc 

^V  =  T.r"-  clz, 


/  OP  TTtT  \ 

{  OTNIVERSITY  ] 
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et  cette  formule  est  rigoureuse  en  vertu  du  théorème  p.  281 . 
En  intégrant  alors  depuis  Zq,  distance  de  la  base  inférieure 
du  segment  au  centre  de  la  sphère,  jusqu'à  z,  on  a 

V=    r   Tzr'-dz 
OU 

l'intégrale  indéfinie  étant  tzI  K-z  —  y  )  '  ^^  ^^^^^ 


V  =  7^R2(5-^o)-|(s-iJo)^ 


comme  plus  haut. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Les  seules  fonctions  d'une  variable  dont  les  difTérenlielles  sont 
égales  aux  accroissements  sont  de  la  forme  ax-hb^  aetb  désignant 
des  constantes. 

2.  Traiter  les  exercices  26  et  27  du  paragraphe  précédent  en  fai- 
sant usage  de  la  métliode  infinitésimale. 

.r» 

3.  Déterminer  l'ordre  infinitésimal  de  e  2^  sin^,  i  — coso;  par 
rapport  à  .r. 

j_ 

4.  Déterminer  l'ordre  infinitésimal  de  (1  +  xf^  par  rapport  à  a, 
de  log^x  par  rapport  à  x  —  i,  de  a-^—  i  par  rapport  à  a. 

5.  Calculer  les  diff'érentielles  totales  de 

xr  +  r-^,     arc  tans:  -  ,     I02;  i/x^  -f-  r^. 

^  X  ^ 

6.  Interpréter  géométriquement  les  expressions  dx^  dy  eid^y. 

L.  —  Algèbre,   II,  I7 
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7.  Démontrer  à  l'aide  du  théorème  §  M  que  si  l'on  a 

àf  àf  df 

la  fonction /est  toujours  homogène  et  de  degré  m. 

8.  Démontrer  à  l'aide  du  même  théorème  que  si  la  normale  à  une 
surface  rencontre  une  droite  ûxe  elle  est  de  révolution. 
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CHAPITRE  IX. 

CALCUL   DES   DIFFÉRENCES. 


I.   —  PRELIMINAIRES. 

Considérons  une  fonction  jk  =/(^)  de  ^,  et  donnons 
à  X  l'accroissement  A.r,  y  subira  un  accroissement 

Ar  =/(^  +  A^)-/(^). 

Les  accroissements  A.r,  Ajk  portent  souvent  le  nom  de  dif- 
férences finies  ou  simplement  de  différences  de  x  et 
dey.  AjKest  une  fonction  de  x^  elle  a  une  différence  A.Aj^ 
que  l'on  désigne  par  A^y  et  qui  porte  le  nom  de  différence 
seconde  de  jk;  la  différence  de  A^y  se  représente  par  k'^y 
et  porte  le  nom  de  différence  troisième  de  jk,  et  ainsi  de 
suite. 

Appliquons  ces  considérations  au  polynôme  entier 

y  =  Aoa7'«  +  Al  a7'«-i  -i- ... -I-  A ,n-\  X  -h  A,„. 

Si,  pour  abréger,  nous  supposons  A^r  =  A,  nous  aurons 

A/  =  Ao(^  +  hyn  +  Ai(a7  +  A)'«-i  +  A„,_i(^  -h  /O 4-  A,„ 
—  Aoo;'"—  Aiip'«-i  . . .—  k,n-iX  —  k„t 
ou 


Ar: 


r m{m  —  i) .    1 

mAoa7"i-i/i+    /yi— 1  AiH ^Aq  Lpw-2/i2 


en  sorte  que  Ajk  sera  un  polynôme  de  degré  m  —  i  dont 
le  coefficient  de  ^'«~<  sera  mK^h^  la  différence  se- 
conde A2j  sera  un  polynôme  de  degré  /n  —  2,  et  le  coef- 
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ficient  de  x"''^  dans  A^y  sera  m{m  —  \)Aoh-, Enfin, 

^"'y  sera  égal  à  m(m  — iV  .  -  2.  i  AqA'"  elles  différences 
suivantes  seront  nulles. 

Nous  nous  bornerons  à  citer  les  formules  suivantes  que 
le  lecteur  vérifiera  sans  peine. 

M,  P,  w,  . .  .  désignant  des  fonctions  de  x  et  a,  6, 
c,  .  .  .  des  quantités  indépendantes  de  x,  on  a 

^{audzbvdtcw  ...)  =  a  t^u±b  t^v  ±  c  t^w  . . ., 
Il        V  b^u  —  u  A(^ 

A  —    =   ; 7 — -  >        •  •  •  • 

II.   —  CALCUL  DE  A"  V. 
On  peut  calculer  A«y  directement  comme  il  suit  : 
Posons  l^x  =  h,  et 

on  aura 

(i)  AjKo=yi-Jo, 

et,  par  suite, 

de  ces  deux  formules  on  déduit  par  soustraction,  en  obser- 
vant que  ^y^  —  Ajto  est  égal  à  A^yo, 

(2)  A2j^o  =  r2  — 271+70/ 

et,  par  suite  aussi, 

A27i  =  73  — 272  +  71' 
en  retranchant  ces  formules  membre  à  membre  et  en  ob- 
servant que  A^x,  —  A^jo  est  égal  à  A^jKo 
(3)  A^/o  =73— 372 -t- 371—70. 
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L'examen  attentif  des  formules  (i),  (2),  (3)  conduit  à 
soupçonner  la  formule 

(4)  ^Vo  =-rn—  Gkyn-i  +  G;i7,,_.2  -  .  .  .d=  JKo, 

dont  elles  ne  sont  que  des  cas  particuliers  et  où  l'on  a 
posé 

^t        "'       rz—^^"-  —  ^)       r-i       n(n  —  i)(n  —  i) 
C„==-,     C,_— __— ,     L,,=  --^ ,      ..., 

comme  dans  la  formule  du  binôme.  On  démontre  bien 
facilement  cette  formule  (4)  en  montrant  que,  si  elle  a  lieu 
pour  la  différence  /i*^™*,  elle  a  encore  lieu  pour  la  diffé- 
rence n-\-  ii^°^«.  A  cet  effet,  observons  qu'en  vertu  de  (4) 

et  en  soustrayant  (4) 

c'est-à-dire  en  vertu  d'une  propriété  connue  des  nom- 
bres  g;;,, 

^n+lv  =jK„+,_  G,\+i^„+  G2  +  ,JK„_,  — .  .  .±70; 

cette  formule  ne  différant  de  (4)  que  par  le  changement 
de  /i  en  n  4-  i ,  la  formule  (4)  est  générale. 

Pour  faire  une  application  de  la  formule  (4),  faisons 

.ro  =  o',  jK,  =  1  s  j2  =  2',    . . . , 

nous  aurons 

A«yo  ou  A«a^'  =  /i'  — GA(/i  —  iy +02(^  —  2)'— ...dzo', 
en  particulier  si  i  <C  n 

et  si  1=^  n 

1.2.3. ..  /i  =  /i» —  G/j(n~  !)«-+-.... 
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Théorème.  —  La  limite  de  — ^  pour  àx  =  o  est  la 

n'^^^  dérivée  de  y,  en  sorte  que  d"y  et  A«y  diffèrent 
entre  eux  par  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur 
à  n.  (Cela  n'est  vrai  que  si  y  est  développable  par  la  for- 
mule de  Tajlor.) 

En  effet,  si  dans  la  formule  (4)  on  fait 

y=f{^\    t,x  =  h, 
on  a 

Lnf{x)  =f{x  -H  nh)  —  Clf{x  -h  n'^h)-^..  .±f{x), 
et  si  l'on  applique  la  formule  de  ïajlor 

A«/(^)  =  /(-^)(i-'  GA+  G?,-. . .+  g;j) 

1  .2.  .  .  /l 

e  désignant  des  termes  d'ordre  supérieur  à  n;  en  vertu  des 
deux  dernières  formules  du  paragraphe  précédent,  on  a 
donc 

OU 

Or  -A  a  pour  limite  zéro  pour  h  =  A^'  =  o  ;  donc 
h"      ^ 

lim  ^^   =/"(^)-  C.    y.    H.    D. 
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m.  —  CALCUL  DE  7„  AU  MOYEN  DE  Ajo,    .... 

On  peut  calculer  jj//i  en  fonction  de  j^o,  ^Jo,  •  •  • ,  ^"  yo 
comme  il  suit. 
On  a 

et,  par  suite, 

.n  =yo  -+-  A70,     Aji  =  Ajo  +  A2j^o, 

72=ri-i- Aji, 

et,  en  éliminant  y^  et  AjKi, 

on  vérifie  que  l'on  a 

(0  yn=ro-+-  CZ  Ajo  +  Q  A2jKo  +. . .+  A«7o, 

I  eu  montrant  que  celte  formule  qui  a  lieu  pour  n  =  i 
et  n  —  2  a  encore  lieu  quand  on  remplace  n  par  Ai -f-  i , 
si  l'on  admet  qu'elle  a  lieu  pour  une  valeur  déterminée 
de  n.  Et,  en  effet,  en  l'appliquant  à  la  suite  A^^,  Aji, 
AjKo  ^   .  .  . ,  on  a 

Aj,,  =  Aro  +  GA  A2j,.o  -i-  G  2  A3jKo  + . . .  ; 

en  ajoutant  cette  formule  à  (i)  et  en  tenant  compte  des 
relations 

I  .  +  GA=:G,U,,     Gi  +  G2  =  C2^,,     G2  +  G;1=G;^,,,     ..., 

f      on  trouve 

Jn+i  =  .70  -+-  G,Ui  AjKo  +  G2^i  A2jKo  + . . . , 

ce  qui  établit  la  formule  (i)  pour  toutes  les  valeurs  de  n. 

IV.   —  FORMULE  D'INTERPOLATION  DE  NEWTON. 

La   formule  (4)  du  paragraphe    précédent   permet  de 
trouver  un  polynôme  de  degré  n  prenant  n  4-  i  valeurs 
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données  jKo,  JKi?  •••7  yn  pour  /^  valeurs  données  .^o, 
XQ-\-h^  ...,  XQ-\-nh  de  sa  variable  ^  en  progression 
arithmétique.  En  effet,  si  Ton  considère  le  polynôme 


(0 


-  I 


X  —  Xf,  X  —  Xq   /x—Xq  \  A2  Ko 

J  x  —  Xo/x—Xo        \        /x  —  xo  \        A«ro 

(        +-T-(-fe — ')■■■{— k — "+VT-r:3f:7, 

il  se  réduit  poar^^^oàjKo  j  pour  ^  =  j^q-I-^  ou  — 

il  se  réduit  à  j'q  +  ^yo  ou  à  j^<,    ...   pour  — ,— ^  —  i  ou 

pour  ^  =  :ro  -h  ih  il  se  réduit  à 

i  ^  iii  —  1  )    , 

OU  à  j^f  et  cela  quand /  =  o,  i,  ...,  /i  ;  le  polynôme  cp(^) 
jouit  donc  de  la  propriété  énoncée.  La  formule  (i)  porte 
le  nom  àe  formule  d'interpolation  de  Newton. 


V.   —  USAGE  DE  LA  THEORIE  DES  DIFFERENCES. 

Le  calcul  des  différences  peut  servir  à  abréger  considé- 
rablement le  calcul  des  tables.  Supposons  d'abord  que 
l'on  veuille  calculer  une  table  des  valeurs  d'une  fonction 
entière  x'* ^  par  exemple,  pour  des  valeurs  de  x  en  pro- 
gression arithmétique  et  qui  seront  si  l'on  veut  o,  1,2, 
3,  4i  •  •  •  1  '^"^  s'appuiera  sur  ce  fait  que'A'^''  est  constant 
et  égal  à  1.2.3.4  =  24.  On  calculera  alors  — i ',  o'',  1% 
2%  3^,  ce  qui  permettra  de  former  les  diflerences 

A  —  1^,   Ao'%   A  i*,  A '2% 

et  par  suite  les  différences 

A2-  I*,  A2oS   A5  i^ 
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et  par  suite 

A3  — i\   A3oS 
et  enfin 

qui  comme  vérification  devra  être  égal  à  24.  On  formera 
alors  toutes  les  différences,  A^i^,  A^a'^  A^S^  ...  qui 
sont  en  progression  arithmétique  de  raison  égale  à  24; 
connaissant  les  différences  3'''"'*^  et  A^o^,  on  formera  A^  i^, 
A- 2',  ...  par  de  simples  additions,  puis  les  dilïerences 
premières  et  enfin  les  nombres  i^,  2^,  3'*,  .  .  .  eux-mêmes. 
La  même  méthode  s'applique  encore  aux  fonction» 
transcendantes  quand  la  différence  constante  de  la  variable 
est  suffisament  petite. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  La  formule  de  Newton  peut  s'écrire  en  supposant  la  fonction  y 
quelconque,  mais  possédant  une  n  4- 1^"-"""*  dérivée  bien  déterminée,  et 
pour  //  =  Ax 


h 


Ç  désignant  un  nombre  compris  entre  xq  et  xq  -h  n/i. 

2.  On  déduit  de  là 

hf'ix)  =  A/-  l  AV+  ^  A3/_  ±  -^  /-^i(Ç). 

3.  Former  une  table  de  la  fonction  x^  pour  des  valeurs  de  x  en 
progression  arithmétique  de  raison  un. 

4.  Former  la  différence  //'^""'  de  -  ♦  ou  de  e^'. 

X 
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5.  Il  V  a  deux  moyens  de  faire  la  différence  «"'"•=  de  -  >  soii  directe- 

X 

,     .     .       Il//  I 

ment  ainsi  ——-7  —  -  =  -7-,.  ,   ,.  =  A  - ,  • . . ,  soit  en  faisant 
.r  -\-  /i         X         x(x  -T-  /i)  X 

usage  de  la  formule  §  2;  en  identifiant  les  résultats,  on  a  une  for- 
mule remarquable. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS. 


ï.  —   QUELQUES  NOTIONS  FONDAMENTALES. 

Théorème  I.  —  Tout  polynôme  ¥  [x]  entier  en  x  est  une 
fonction  cojitinue  de  x. 

En  effet,  x"^  est  une  fonction  continue  de  x,  A.r"^  éga- 
lement, A  désignant  une  constante;  donc  un  polynôme 
entier  qui  est  une  somme  de  termes  de  la  forme  Kx^  est 
aussi  une  fonction  continue.  Autrement,  le  polynôme  F  (x) 
a  une  dérivée  finie  F'(x)  qui  est  un  autre  polynôme  et 

qui  est  finie  pour  toute  valeur  finie  de  x\  donc   ■  tend 

A.r 

vers  une  limite  finie,  et  à  un  accroissement  infiniment 
petit  quelconque  de  x  correspond  un  accroissement  infi- 
niment petit  de  F;  donc,  etc.  G.   Q.   F.   D. 

L.  -    Mircbre,  III.  I 
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Théorème  II.  —  Le  polynôme 

F  (  X )  =  A„, .r'» -4- A,„_i  .r'«-i  +  .  .  .  +  Al ^  4- Ao 

lend  vers  Aq  quand  x  tend  vers  zéro  y  et  il  devient  infini 
pour  X  =  c^  .  Si  les  coefficients  A^,  Am-\ ,  .  •  . ,  Ao  sont 
réels  pour  de  très  grandes  valeurs  de  x^  ce  polynôme  sera 
très  grand  et  de  même  signe  que  son  premier  terme  AmJC"^- 
Pour  a:  =  o  on  a  évidemment  F  (a:)  =  Aq,  et,  comme  F(x) 
est  continu,  quand  x  tend  vers  zéro  F(.r)  tend  vers  Aq. 

On  peut  écrire 

.    A„,_i   I    _    A,„_2    I  ,    ^0 


F(x 


Quand  le  module  de  x  croît  indéfiniment,  -  tend  vers  zéro  : 

donc  la  quantité  écrite  entre  parenthèses  tend  vers  i,  et 
F{x)  se  composant  de  deux  facteurs,  dont  l'un  A„^x'^  de- 
vient infini  pour  ^  =  co  et  dont  l'autre  tend  vers  i,  est 
infini  lui-même  pour  a?  =  od  . 

Enfin,  si  les  coefficients  A„,,  A„,_i,  .  .  . ,  Ao  sont  réels, 
on  voit  que  la  quantité  entre  parenthèses  ajant  pour  li- 
mite I  finit,  pour  de  grandes  valeurs  de  x  positives  ou 
négatives,  par  devenir  positive;  F{x)  est  alors  de  même 
signe  que  A^Jo"'.  c.   q.  f.  d. 

Rappelons  enfin  que 

Si  le  polynôme  F{x)  s'annule  pour  x  =  a^  il  est  dwi- 
Me  par  x — a,  et  s'il  s'annule  pour  xt=ay  x  =  h,  . .  . , 
x=  l,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 

f{.x]{.T  —  a)[x—  h)  ..  .  [jc  —  l]. 

Si  un  polynôme  est  nul  quel  que  soit  x,  ou  même  seule- 
ment pour  plus  de  valeurs  de  x  qu'il  n'y  a  d'unités  dans 
son  degré,  il  a  tous  ses  coefficients  nuls. 
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Deux  polynômes  égaux  pou?"  plus  de  valeurs  de  x  qu'il 
n'y  a  d'unités  dans  leurs  degrés  sont  égaux  quel  que 
soit  X  et  ont  leuj  s  coefficients  égaux  deux  à  deux. 


II.  —  TEÉORÈMB  DE  D'ALEMBERT. 
Toute  écj  nation  de  la J orme 

F(.)  =  o, 

dans  laquelle  F(z)  représente  un  polynôme  entier  cl  coef- 
ficients réels  ou  imaginaires  de  la  forme  a  -+-  (S  %! —  a  > 
admet  nécessairement  une  racine  de  la  même  forme. 

Ce  théorème  est  souvent  attribué  à  Cauchy.  Voici  com- 
ment Gauss  s'exprime  à  ce  sujet  dans  un  Mémoire  public 

en  1799  (*)  ' 

(c  Prima  theorematis  démons tratio  illustri  geometrœ 
d'Alembert  debetur  [Recherches  sur  le  Calcul  intégral. 
Histoire  de  V Académie  de  Berlin,  année  174^?  P«  '82 
et  suiv.).  Eadem  exstat  in  Bougain ville  (  Traité  de  Calcul 
intégral;  Paris,  1754,  p.  47  ^t  suiv.).  » 

Gauss,  dans  le  Mémoire  en  question,  discute  successi- 
vement plusieurs  démonstrations  données  par  d'Alembert, 
Euler,  Foncenex  et  Lagrange;  enfin  il  propose  la  sienne, 
qui,  extrêmement  remarquable  en  elle-même,  prête  ce- 
pendant à  des  objections  sérieuses. 

Pour  démontrer  le  théorème  qui  nous  occupe,  considé- 
rons l'équation 

(i)  A„,s"^-f-A^_is"^-^  +  A,„_25"^-2-i-...-i-Ao  =  o  ou  F(2)=:0, 

dans  laquelle  Ao,  A, ,  A2,  . .  .  sont  des  coefficients  réels  ou 


(*)  Cauchy,  né  vers  1789,  n'avait  donc  guère  plus  de  dix  ans. 

I. 
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imaginaires.  Posons 

2  =  r{cosd  -+-  v/— I  smO), 
Ai  =  pi{cos  WjH-  y' —  I  siaw/). 

Le  premier  membre   F(z)  de  l'équatioTi   (i)  prendra  la 
forme 


F(z)  =:2?''(cosiO  -i-  v/ — »  sin/0).p/(cosw^-4-^— I  sin 


"/. 


OU 


F(z)  =2p//-'fcos(/0  4-w/)  H-  y/— isia(/'9-{-  w,-)]  =  Ph-Ov/~-T; 

l'argument  de  F(z)  est  l'une  des  valeurs  de  l'expression 

,    .                                 2;o,/'sin(/0-4- w,0  Q 

(  2  )  arc  taiiLT  — ^ — ^ '-— ;-  r:^  arc  tans:  -- . 

Ceci  posé,  laissons  /'  constant  et  faisons  varier  Q  de  Oq  k 
6q-\-  27T,  l'expression  précédente  subira  un  certain  accrois- 
sement positif,  négatif  ou  nul  qui  ne  pourra  être  qu'un 
multiple  de  27r,  puisque  l'argument  de  F(z)  est  déterminé 
à  un  multiple  de  2  71  près,  et  que,  pour0  =  0o  et6  =  Qo-h  27r, 
l'expression  placée  sous  le  signe  arctang  a  la  même  va- 
leur. Cependant  l'accroissement  en  question  pourrait  être 
indéterminé  si  P  et  Q  s'annulaient  en  même  temps;  or  le 
module  de  F(z)  est  y/P--i-Q'-.  Si  donc  nous  admettons 
que  P  et  Q  puissent  être  nuls  à  la  fois,  nous  admettons 
par  cela  même  que  F (2)  peut  s'annuler;  .c'est  le  théorème 
qu'il  faut  établir.  Admettons  donc  que  P  et  Q  ne  puissent 
jamais  s'annuler  ensemble,  et  alors  la  variation  de  l'expres- 
sion (2)  sera  nécessairement  un  multiple  de  2  71. 

Maintenant,  considérons  deux  valeurs  de  /•  très  voisines, 
à  savoir  /i  et  7-2]  soit  Pj  et  Q,,  P2  et  Q2  ce  que  de- 
viennent P  et  Q  quand  on  y  fait  /•  =  /'o  /•  =  /'o,  les  rap- 
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ports  Tf-  et  — ^  différeront  peu  l'un  de  l'autre,  et  les  arcs 

dont  ils  sont  les  tangentes  différeront  peu  l'un  de  l'autre 
si  on  les  a  choisis  peu  différents  pour  0  =  60.  Les  arcs  en 
question   seront   encore   peu    différents   pour   P,  =z:  o   ou 

1^2=  o,  parce  que  leurs  cotangentes  tt-  et  — ^  seront   peu 

Qi         Q2 

différentes;  les  différences  des  arcs  considérés  pour 
6  =  9o-h  "iT^  seront  donc  peu  différentes,  et,  par  suite,  si 
l'un  des  arcs  a  varié  de  ni:,  il  faut  que  l'autre  ait  varié  aussi 
de  /m,  sans  quoi  leur  différence  serait  voisine  d'un  mul- 
tiple de  71,  puisqu'alors  leurs  tangentes  sont  peu  diffé- 
rentes; cette  différence  ne  resterait  donc  pas  très  petite. 

En  résumé,  si  P  et  Q  ne  s'annulent  à  la  fois  ni  pour  /•  =  /'^ , 
ni  pour  /•  =  /'2,  ni  pour  des  valeurs  intermédiaires  de  /',  de 

P         P 

telle  sorte  que  l'on  puisse  admettre  que  77-  et  — ^  diffèrent 

Qi       Q2 

1»        1    11  Qi  Q> 

toujours  peu  1  un  de  1  autre,  arctang  —    et  arctang  ^-  va- 

Pi  P2 

rieront  de  quantités  égales  pour  une  variation  de  2  7r  de 

l'argument  0.  Ceci  revient  à  dire  que,  si  P  et  Q  ne  peuvent 

s'annuler  en  même  temps,  ou  que  si  F[z)  =  o  n'a  pas  de 

racines,  la  variation  de  l'expression  (2)  pour  une  variation 

2  71  de  0  sera  la  même,  quel  que  soit  /•. 

Or,  si  7^  est  très  petit,  l'expression  (2)  se  réduit  à  peu 

Po  sinwo         >  7        7    1,' 

près  a  arctang  -, —  ou  a  Wq  +  /iTT,  k  désignant  un  entier, 

^  ^Pocoswo  ^ 

et  varie  très  peu  avec  0;  donc  sa  variation  totale,  quand  S 

varie  de  27r,  est  nulle. 

Au  contraire,  si  /'  est   très   grand,   l'expression    (2)   se 

,1    •  -Il  ,     ,  ,  p„,r^^f^\n(  mO  -h  r,)„,) 

réduit    sensiblement    a    arc  tanj?  ' -^   ou    a 

^  p,„r"' cas  [m 6 -\-co,^) 

niQ  -H  w„i4-  Att,  /l  désignant  un  entier;  cette  quantité  varie 

de  0.17111  quand  Q  varie  de  2  7r. 

La  variation  de  l'expression  (2)  n'est  donc  pas  constante 
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quand  /•  varie  ;  il  faut  en  conclure,  d'après  ce  qui  précède, 
que  F(:^)  doit  s'annuler  pour  certaines  valeurs  de  /•  et  0, 
c'est-à-dire  au  moins  pour  une  valeur  de  z. 

III.   —   COROLLAIRES  DU  THÉORÈME  DE  D'ALEMBERT. 

GoROLLAinE  I.  —  Tout  poljnôme  F (2)  du  degré  n 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

Yfi  désignant  une  constante. 

En  effet,  si  nous  posons  ¥{z)  =  o,  l'équation  ainsi  ob- 
tenue a  une  racine.  Soit  a,  cette  racine,  F(3)  s'annulant 
pour  z  =  a,  est  divisible  par  .z  —  a,  ;  on  peut  donc  poser 

(1)  F(z)  =  F,iz){z-a,); 
on  trouvera  de  la  même  façon 

(2)  F,(z)  =  F,(z){z-a,\ 


(n)  Fn-x{-z)  =  F„{z-an), 

F„  désignant  une  constante,  Ffi^i  un  polynôme  du  pre- 
mier degré,  F„_,  un  polynôme  du  second  degré,  etc.  En 
multipliant  les  équations  (i),  (2),  ...,  {n)  membre  à 
membre,  on  a 

F{z)  =  F„{x—ai){x—'Xz)...{x  —  cia). 

..-'         G.    Q.    F.    D. 

Nous  admettrons  maintenant  que  la  décomposition  ne 
peut  se  faire  que  d'une  seule  manière,  ainsi  du  reste  que 
nous  l'établissons  page  10. 

Corollaire  II.  —  Si  donc  on  pose 

F(z)^o 
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l'équation  ainsi  obtenue  peut  se  mettre  sous  La  forme 

[.X  —  ai)(^—  «2)-  •  -(-^  —  ««)  =  0' 

à  laquelle  on  peut  satisfaire  en  posant  a:  =  «< ,  «2,  •  •  •  >  «/?  î 
donc  toute  équadon  du  degré  n  a  en  général  n  racines. 
Il  pourrait  se  faire  que  quelques-uns  des  facteurs  z  —  a^y 
z—  a^y  '  '  •  fussent  égaux,  et  V équation 

n'aurait  pas  n  racines;  mais  alors  on  considère  comme 
racines  doubles,  triples,  etc.,  celles  qui  correspondent 
aux  facteurs  binômes  qui  entrent  deux,  trois,  etc.,  fois 
dansF(^).  A  l'aide  de  cette  convention,  on  peut  énoncer 
ce  théorème  général  : 

Toute  équation  du  degré  n  an  racines. 

Corollaire  III.  —  Supposons  le  polynôme¥[z)  à  coef- 
ficients réels;  si  l'équalion  F(^)  =  o  admet  pour  racine 
a-t-v  \J —  I,  elle  admettra  un  nombre  égal  de  fois  pour 
racine  p.  —  v  \J —  i . 

En  effet,  décomposons  F(^)  en  facteurs  linéaires,  nous 
aurons 

Ce  polynôme  ayant  ses  coefficients  réels  ne  doit  pas 
changer  quand  on  change  \j — i  en  —  y/ — i,  z  restant 
réel   (M;   en    désignant  alors  par  a  ^ ,  a'^,  ...  ce  que  de- 


(*)  En  général,  si  ¥{x)  est  une  fonction  rationnelle,  et  si  l'on  a 
on  aura 
En  effet,  pour  former   f(\/— i),  on  forme  F(i)  en  traitant  î  comme  une 
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viennent  a^,  «o?  •  •  •  par  ce  changement,  on  a 

Gomme  un  polynôme  de  degré  Ji  ne  peut  s'annuler  pour 
plus  de  n  valeurs  de  sa  variable,  il  en  résulte  que  les  quan- 
tités a, ,  ^2,  ...,«,/  et  c(\,  &'.,,  '  ■  ' ,  (y-^  sont  égales  deux  à 
deux;  donc  {x-hvyj — i  sera  aussi  souvent  racine  que 
F  — vv/— I.  G.    Q.    F.    n. 

Corollaire  IV.  —  Z7/2  polynôme  réel  est  décompo- 
sable  en  un  produit  de  facteurs  réels  du  premier  et  du 
second  degré. 

En  efîet,  considérons  toujours  la  formule 

^[z]=^Y,,[z-u,]{z-.,}...[z-.,,), 

Si  l'on  considère  deux  facteurs  binômes  correspondant 
à  deux  racines  conjuguées  a  -I-  v^ —  i ,  [i  —  v  s! —  i ,  leur 
produit 


[z—^  —  VyJ—\)[z  —  ^-hvSj'—\)  =  Z^ 


2.^: 


se  réduit  à  un  trinôme  réel  du  second  degré.  Or,  les  ra- 
cines imaginaires  étant  conjuguées  deux  à  deux,  il  en 
résulte  que  F(z)  se  réduit,  comme  nous  l'avions  annoncé, 
à  un  produit  de  facteurs  réels  du  premier  et  du  second 
degré. 

Ce  corollaire  est  le   théorème  que  Gauss  substitue  au 


quantité  dont  le  carré  serait  —  i  ;  F  (y/— i)  ne  peut  donc  différer  de  F  (—  \J  —  i  ) 
que  par  le  signe  de  i  ou  de  ^ — i. 

Ce  raisonnement  ne  s'applique  évidemment  plus  aux  fonctions  irration- 
nelles ou  transcendantes,  car  les  opérations  qui  ne  dépendent  pas  exclu- 
sivement des  quatre  opérations  de  l'Arithmétique  ne  peuvent  pas  se  défi- 
nir comme  les  premières. 
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théorème  de  d'A.lembert,  tel  que  nous  l'avons  énoncé, 
dans  son  Mémoire  publié  en  1799;  la  démonstration  de 
Gauss  est  très-curieuse,  car  cet  auteur  ne  se  sert  pas  des 
quantités  imaginaires. 

lY.   —  RELATIONS  ENTRE  LES  COEFFICIENTS  ET  LES  RACINES 
D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIOUE. 

Théorème  I.  —  Si  l'on  désigne  par  cf,Çù,y,  .  .  . ,  1  les 
racines  de  l' équation 

(  1  )     /(.r  )  —  r/o  -f-  «1 X  -+-  a^.r:^  +...-{-  «:/„_i  ^""^  +  J:"  —  O, 

on  aura  les  relations 


:=») 


an-^=^  -^<^-=  -  [y-  ^  ï^  -^  '  ' 

•  +  >.), 

c'n-^  =^^-?^  «r^  ^-  ay  +  .  .  .  + 

f-/H-.. 

»  » 

fln-z—  —  ^^PV^ 

rto=±:«S7---^- 

En  effet,  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


(^_  c,)f.^_/3) 


^.\^7 


^/^ 


y)...[.r-\). 


Or,  nous  avons  appris  (t.  II,  p.  8)  à  former  ce  produit 
Le  coefficient  de  x'^  est  i  ;  celui  de  a:"~^  s'obtient  en  prenant 
le  second  terme  dans  chacun  des  facteurs  binômes  et  en 
ajoutant  les  résultats;  celui  de  x""^  s'obtient  en  multi- 
pliant entre  eux  les  seconds  termes  de  deux  facteurs  pris 
de  toutes  les  manières  possibles,  etc.,  ce  qui  fournit  les 
relations  (2). 
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Remarque.  —  Puisque  le  théorème  précédent  fournit 
m  relations  entre  les  racines,  il  semble  que  l'on  pourrait 
profiter  de  ces  relations  pour  résoudre  l'équation  (i)  ;  effec- 
tivement, ces  relations  peuvent  être  utiles  dans  certains 
cas,  mais  on  peut  montrer  que,  en  cherchant  à  éliminer  [3, 
y,  .  .  . ,  X,  l'équation  en  a  que  l'on  obtient  ainsi  ne  dif-- 
fère  pas  de  (i).  En  effet,  si  l'on  multiplie  par  a"~'  la  pre- 
mière des  équations  (2),  par  a""^  la  seconde,  et  ainsi  de 
suite,  si  l'on  ajoute  les  résultats,  on  trouve,  réductions 
faites, 

équation  identique  avec  (i).  On  aurait  pu  écrire  cette 
formule  a  priori,  en  observant  que  le  résultat  obtenu  en 
éliminant  n  —  i  quelconques  des  n  racines  devait  être 
toujours  le  même  à  cause  de  la  symétrie  des  formules  (2); 
le  résultat  de  l'élimination  devait  donc  admettre  pour 
racines  a,  |3,  .  .  . ,  X,  c'est-à-dire  être  identique  avec  l'équa- 
tion (i). 

V.   —  DES  DIVISEURS  ALGÉBRIQUES. 

Si  l'on  désigne  par  ¥[x)  un  polynôme  du  degré  m  y 
nous  avons  vu  que  ce  polynôme  s'annule  en  général  pour 
m  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  sa  variable  x,  ou,  pour 
parler  plus  exactement,  nous  avons  vu  que  tout  poly- 
nôme F  (a:)  du  degré  m  pouvait  être  mis  sous  la  forme 
d'un  produit  de  ni  facteurs  linéaires  multipliés  par  une 
quantité  indépendante  de  x.  Cette  décomposition  ne  peut 
évidemment  se  faire  que  d'une  seule  manière;  en  effet,  si 
l'on  pouvait  avoir  à  la  fois 

Y[x)=K  (x  — a)H-    (a;-p)\.., 
A  et  A'  désignant  des  quantités  indépendantes  de  x,  on  en 
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conclurait 

A{^  _  «)^(x  -  |3)—  .  .  .  =r  A' (.7:  -  a' )i^' (x  -  3' )^' .  .  ^  . 

Or,  le  premier  membre  s'annulant  pour  .r  =  a,  (3,  ...  et 
seulement  pour  ces  valeurs  de  Xy  il  doit  en  être  de  même 
du  second,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  quantités 
a',  (3',  .  .  .  sont  respectivement  égales  à  a,  jS,  ...  ;  en  outre, 
je  dis  que  iJ.  =  (x'.  En  effet,  si  l'on  supposait,  par  exemple, 
j:ji>/^',  en  divisant  les  deux  membres  de  l'équation  précé- 
dente par  {x  —  a.y',  le  premier  membre  s'annulerait  en- 
core pour  a:  =  a,  tandis  que  le  second  serait  essentielle- 
ment différent  de  zéro.  On  a  donc  y.  =  p/,  v  =  v',  ...  et 
par  suite  A  =  A';  les  facteurs  linéaires  d'un  polynôme 
jouent  donc  le  même  rôle  que  les  nombres  premiers  en 
Arithmétique. 

On  appelle  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux 
polynômes  P  et  Q  le  produit  des  facteurs  linéaires  com- 
muns à  ces  deux  polynômes  multiplié  ou  non  par  un  fac- 
teur constant. 

Problème.  —  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  deux  polynômes  U  et  V. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  suivrons  une  marche 
analogue  à  celle  que  l'on  suit  en  Arithmétique  pour  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  nombres  ;  nous 
diviserons  U  par  V  en  supposant  le  degré  de  U  égal  ou 
supérieur  à  celui  de  V.  Si  V  divise  U,  il  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherché;  sinon,  en  désignant  par  Q  le 
quotient  et  par  R  le  reste,  nous  aurons 

U==VQ-i-R. 

Or  R,  en  vertu  de  cette  formule,  est  identique  à  U — VQ', 
il   doit    donc  forcément   admettre   les   facteurs   linéaires 
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communs  à  U  et  V;  donc  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  V  et  R  contient  les  mêmes  facteurs  que  celui  qui 
existe  entre  U  et  V.  De  même,  U  admettant  les  facteurs 
linéaires  communs  à  V  et  à  R,  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  U  et  V  contient  les  mêmes  facteurs  que  celui 
de  V  et  R;  donc  enfin  les  deux  plus  grands  communs 
diviseurs  en  question,  se  composant  des  mêmes  facteurs 
linéaires,  sont  égaux,  à  un  facteur  constant  près,  c'est-à- 
dire  sont  les  mêmes  puisque  nous  faisons  abstraction  des 
facteurs  constants.  Mais  R.  est  de  degré  inférieur  à  V; 
donc  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  V 
et  R  est  plus  simple  que  celle  du  plus  grand  commun  divi- 
seur de  U  et  V. 

Divisons  V  par  R;  si  la  division  se  fait  exactement^ 
R  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché;  sinon,  en 
appelant  Q'  le  quotient  et  R'  le  reste,  on  aura 

Un  raisonnement  semblable  à  celui  que  nous  venons  de 
faire  nous  conduit  à  diviser  R  par  R';  si  la  division  se  fait 
exactement,  R'  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché; 
sinon  on  posera 

R  — R'Q''+  R", 

et  l'on  divisera  R' par  R'',  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que 
l'on  tombe  sur  un  reste  divisant  le  précédent  (et  dans  ce 
cas  ce  reste  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché), 
ou  bien  jusqu'à  ce  que  l'on  tombe  sur  ,xin  reste  indépen- 
dant de  X,  et  dans  ce  cas  il  n'existe  pas  de  diviseur  com- 
mun entre  U  et  V. 

Remarque.  —  On  n'altère  évidemment  pas  les  facteurs 
linéaires  du  reste  d'une  division  algébrique  en  multipliant 
chaque  dividende  partiel  par  une  quantité  indépendante 
de  la  lettre  ordonnatrice  x;  car  cette  multiplication  n'in- 
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troduit  dans  le  reste  que  des  facteurs  indépendants  de  x. 
On  pourra  donc,  pour  éviter  les  dénominateurs,  multi- 
plier par  des  facteurs  convenables  les  dividendes  par- 
tiels que  l'on  rencontre  dans  la  recherche  des  restes  suc- 
cessifs dont  le  dernier  doit  être  le  plus  grand  commun 
diviseur. 

Théorème  I.  —  Pour  que  le  polynôme  F{x)  admette 
n  fois  le  J  acteur  x  —  a,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  poly- 
nôme s'annule  pour  x  =  ccy  ainsi  que  ses  n  —  i  premières 
dérivées. 

En  d'autres  termes  : 

Pour  que  V équation  F(x)  =  o  admette  m  fois  la  ra- 
cine a,  il  faut  et  il  suffit  que  F(x)  s  annule  pour  x  =  a, 
ainsi  que  ses  n  —  i  premières  dérivées. 

En  effet,  on  a  identiquement 

F(.r)  =  F(a-f-^  —  «), 

et  par  suite,  en  posant  dans  la  formule  de  Taylor  (t.  II, 
p.  190)  X  =  a,  /i  =  X —  a,  il  vient 

F(^)  =  F(a)  +  ^î^  F'(a)  +  i^^^:^  F"(c<)  +  . . . 


1.2.^^..   .IL  


i2  désignant  un  ensemble  de  termes  qui  contiennent  tous 
le  facteur  [x  —  a)";  les  termes  qui  précèdent  ù  étant 
de  degré  inférieur  à  [x  —  a)«  représentent  le  reste  de  la 
division  de  ¥[x)  par  [x  —  a)'^,  et,  pour  que  F(x)  soit 
divisible  par  [x  —  a)«,  il  faut  que  ce  reste  soit  nul  quel 
que  soit  x,  et,  par  suite,  quel  que  soit  x  —  a;  on  devra 
donc  avoir 


F(a]=^o,     F'(a)r=o,      F"(«)=:o,...,     Y"-' [ca\ 


G. 
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Réciproquement,  si  cette  condition  est  satisfaite,  il  est 
bien  évident  que  F(x)  sera  divisible  par  (x  —  a)"  (*). 

C.     Q.     F.    D. 

Théorème  II.  —  Le  plus  grand  commun  dwiseur 
entre  ¥ [x)  et  F'(x)  se  compose  de  tous  les  j acteurs  li- 
néaires multiples  de  F(x)  éles^és  chacun  à  une  puissance 
égale  à  leur  ordre  de  multiplicité  diminué  de  i . 

En  effet,  soit 
on  aura  (t.  II,  p.  i65) 

-{-  Av(.r  —  a);*(x  —  P)^-'4- 

Les  seuls  facteurs  linéaires  communs  à  F(j:)  et  F'(.t) 
sont  X  —  a.,  X  —  (3,  .  .  . ,  et  X  —  a  n'entre  que  ^i  —  i  fois 
dans  la  dérivée,  [x  — 13),  v  —  i  fois,  etc.;  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  F(x)  et  F' (a:)  est  donc 

{x  —  a)i^-^(.-r  —  (3)^-1 

On  verrait  de  même  que  le  plus  grand  commun  diviseui 
entre  F(:r)  et  ¥"[x)  est 

[a:-aY-^[x-py-\.., 

et  ainsi  de  suite.  c.   q.  f.  d. 

Applicatiojvs.  —  i""  x^ —  I  a  pour  dérivée  mx^~^  ;  si 
l'on  divise  x^  —  \  par  mx^~^  ^  ou,  pour  éviter  les  déno- 


(*)  Nous  verrons  plus  loin,  Cbap.  X,  §  VIII,  comment  on  exprime  par 
des  relations  entre  les  coefficients  qu'une  équation  a  une  racine  double, 
triple,  etc. 
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mînateurs,  si  l'on  divise  wx'^ — m  par  mx^~* ,  on  trouve 
pour  reste  —  jn',  x"'- —  i  n'a  donc  jamais  de  diviseur  com- 
mun avec  sa  dérivée  ;  donc  x"^ —  i  =  o  n'a  pas  de  racines 
égales. 

2"  Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 

x^  -f-  p.x''-  -f-  q.7:  4-  r  =  U 

et  sa  dérivée 

3.^2  -I-  Q.px  -f-  (7  =r  U'  ; 

le  reste  de  la  division  de  U  par  U'  est 

(&q  —  ^.p~)x  -hgr  —  pq, 

à  un  facteur  constant  près.  En  divisant  U'=3x-4- 2;Ar-f-</ 
par  ce  reste,  on  trouve,  à  un  facteur  constant  près,  pour 
nouveau  reste 

^{^gr  —  pqY  —  Qp{6q  —  '?.p'^){gr  —  pq]  -{- rj  (6q  —  ^p'-^; 

en  égalant  ce  reste  à  zéro,  l'équation  proposée  acquiert 
deux  racines  égales. 

La  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  est  bien 
simple  en  théorie,  mais  d'une  complication  inouïe  dès  que 
l'on  entre  dans  le  domaine  des  applications;  on  cache  cette 
difficulté  aux  élèves  en  leur  donnant  des  exemples  choisis 
d'avance  et  pour  lesquels  les  calculs  se  font  avec  facilité. 
Si  le  lecteur  veut  se  convaincre  du  fait  que  j'avance,  il  n'a 
qu'à  chercher  les  conditions  pour  qu'une  équation  du 
quatrième  degré 

x'  +  p.r^  -f-  qx'^  -+-  r.T.  -\~  s  z=  o 

ait  ses  racines  égales  deux  à  deux.  On  doit  exprimer  que 

le  plus  grand  commun  diviseur  est  du  second  degré;  les 

calculs  sont  lort  longs,  et  l'on  arrive  aux  conditions  bien 

simples 

p'^s  —  r^=:o,      [l^q  —  p'^Y=L(r>[]^s, 
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si  faciles  à  obtenir  en  exprimant  que  le  premier  membre 
de  Téquation  est  un  carré  parfait. 


VI.  —  THÉORIE  DES  RACINES  EGALES. 

Lorsqu'une  équation  algébrique  a  des  racines  égales, 
on  peut  la  décomposer  en  plusieurs  autres,  de  degrés 
moindres  et,  partant,  plus  faciles  à  résoudre  ;  cette  décom- 
position n'exige  pas,  comme  nous  allons  le  voir,  d'opé- 
ration d'un  ordre  plus  élevé  que  la  division. 

Soit  F(x)  =  o  une  équation  algébrique  :  pour  recon- 
naître si  cette  équation  a  des  racines  égales,  il  suffit  de 
chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  F(a:)  et  sa 
dérivée  F'(x);  si  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  une 
quantité  indépendante  de  x,  l'équation  ^  [x)  =-  o  n'a  pas 
de  racines  égales  (p.  \l\).  Si  au  contraire  il  existe  entre 
F(x)  et  F'(x)  un  plus  grand  commun  diviseur,  il  est  de  la 
forme 

abstraction  faite  d'un  facteur  numérique  qui  est  le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  F(x).  Si  donc 
on  désigne  d'une  manière  générale  par  V/  le  produit  des 
facteurs  binômes  de  F(a:)  correspondant  aux  racines  dont 
Tordre  de  multiplicité  est  i,  et  par  D^  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  F(j:)  et  F'(a:),  on  pourra  écrire 

F(:r)  =  V,V|V5...V;..., 

(i)  D,=:V2V^..v^'..., 


et  par  suite 


^  '  •'■^  )  _  V  V  V        V . 

-      —    Vj  v^  V  3.  .  .  V/. 
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On  est  ainsi  ramené  à  une  équation 

Ff.r] 

qui  ne  contient  plus  que  des  racines  simples,  à  savoir  les 
racines  deF(x)  =  o  dont  le  degré  de  multiplicité  aurait 
été  réduit  à  l'unité.  Mais  on  peut  calculer  séparément 
Yi ,  Vo,  .  .  . ,  V/,  ...  et  abaisser  considérablement  le  degré 
de  l'équation  à  résoudre  en  procédant  comme  il  suit. 

Soit  Da  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  D^  et  sa 
dérivée,  l'équation  (i)  donnera 


D,=  V,V^ 

;t  par  suite 

3) 

^   -V  V 

l 


les  équations  (2)  et  (3)  donnent  alors 

On  calculerait  Va,  V3,  .  .  .,  V/  d'une  manière  analogue; 
ainsi,  en  appelant  D3  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
Do  et  sa  dérivée,  D4  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
D3  et  sa  dérivée,  et  ainsi  de  suite,  on  aura 

L.  —  Algèbre,  III.  2 
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Les  équations  V,  =  o,  V»  =  o,  V3  =  o .  .  .  que  l'on  forme 
ainsi  par  de  simples  divisions  feront  alors  connaître  les 
racines  simples,  doubles,  triples,  etc.,  de  F  (a)  =  o. 

Remarque.  —  Toute  racine  d'une  équation  F(:r)  =  o 
algé1)rique,  seule  de  son  degré  de  multiplicité,  sera  alors 
fournie  par  une  équation  V/  =  o  du  premier  degré,  et, 
comme  V/  se  trouve  par  de  simples  divisions,  cette  racine 
seraune  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  l'équation; 
ainsi  : 

Théorème  I.  —  Toute  racine  d'une  équation  seule  de 
son  degré  de  multiplicité  est  fonction  rationnelle  des 
coefficients  de  l'équation. 

VII.   —  DE  L'IRRÉDUCTIBILITÉ. 

On  dit  qu'une  équation  Y [x)  ^=^  o  est  irréductible 
quand,  en  considérant  ses  coefficients  comme  des  fonctions 
rationnelles  de  quantités  données p,  q^r,  ...  (qui  peuvent, 
être  ces  coefficients  eux-mêmes),  elle  ne  peut  pas  se 
décomposer  en  d'autres  équations  à  coefficients  rationnels 
par  rapport  à  p,  q,  r,  .... 

L'irréductibilité  d'une  équation  est  donc  une  chose 
relative;  ainsi,  par  exemple,  l'équation  a:- -\- i  =  o  sera 
irréductible  si  l'on  considère  comme  donnés  tous  les 
nombres  réels,  et  seulement  ces  nombres;  elle  devient 
réductible  dès  que  l'on  adjoint  à  ces  nombres  l'imagi- 
naire y/ —  1 . 

Une  équation  dont  les  coefficients  sont  donnés  es! 
réductible  quand  elle  a  des  racines  égales,  etc. 

Théorème    IL     —    Lorsque    deux     équations,  f=o 
F(x)  =  o,  ont  une  racine  commune,  sif=o  est  irréduc- 
tible, F(x)  =:  o  admet  toutes  les  racines  def=  o. 


CHAPITRE    PREMIEK.  ly 

En  effet,  cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre /"et  F  ;  ce  plus  grand  commun  diviseur  sera  au  moins 
du  premier  degré  et  à  coefficients  rationnels  par  rapport 
aux  quantités  données,  puisque  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  n'exige  que  des  divisions.  Mais/ étant 
divisible  par  D,  qui  est  rationnel,  /=  o  ne  pourra  être 
irréductible  que  si/est  le  produit  de  D  par  une  constante  ; 
mais  alors  F  est  divisible  par/,  et  F  —  o  admet  toutes  les 
racines  de/=  o.  (F  est  une  puissance  de/.) 

Corollaire  I.  —  Une  équation  irréductible  a  toutes 
ses  racines  simples.  (Les  coefficients  sont  donnés.) 

Car  les  racines  multiples  sont  données  par  des  équations 
à  coefficients  rationnels. 

Corollaire  II.  —  Si  une  équation  à  coefficients  entiers 
admet  la  racine  a  -j-  \jh^  oit  ^b  est  irrationnel  mais  oit  a 
et  b  sont  entiers,  elle  admet  aussi  la  racine  a —  y/^,  car 
a-\-  sfb  et  a  —  sjb  sont  racines  de  l'équation  irréductible 

x^  —  2ajr -\- a^  —  6*  =  G,        ' 

quand  on  suppose  donnés  tous  les  nombres  rationnels. 

Corollaire  III.  —  Si  une  équation  à  coefficients  réels 
admet  la  racine  a -\- b  y/—  i  de  l'équation  irréductible 

X^  —  lax  4-  ^^  +  rt^  r=  O, 

elle  admet  Vautre  racine  a —  b  \j —  i,  etc.  etc. 

VIII.  —  REMARQUE  AU  SUJET  DES  ÉQUATIONS  QUELCONQUES. 

Nous  nous  occuperons  plus  spécialement  des  équations 
dont  le  premier  membre  est  de  la  forme /(x)  =  o,  f(x) 
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désignant  un  polynôme  entier;  mais  souvent  nos  raison- 
nements s'appliqueront  à  des  équations  quelconques  :  nous 
en  préviendrons  toujours  le  lecteur.  On  dit  qu'une  équa- 
tion f(^x)  =  o  est  algébrique  ou  ti^ansceiidante,  suivant 
que  la  fonction  f  est  algébrique  ou  transcendante. 

Quand /"n'est  pas  un  polynôme  entier,  on  dit  que  a  est 
racine  d'ordre  de  multiplicité  a  def[x)  =  o,  a  pouvant  être 

entier  ou  fractionnaire,   si  7 — ^^ — ^,-  a  une  limite   finie   et 

différente  de  zéro  pour  x  =  a. 

Théorème.  —  Si  f[x)  a  ses  n  premières  dérivées  finies 
et  continues  pour  x  =  a,  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  f{oc)  =  o  admette  n  fois  la  racine  a 
[n  étant  entier,  bien  entendu)  est  que  :  \^  f[x)  soit  nul 
ainsi  que  ses  n  —  i  prenùhres  dérivées  pour  x  =z  a\  1^  que 
f"-(^a)  soit  difiérent  de  zéro. 

En  effet,  on  a  par  la  formule  de  Taylor,  applicable  au 
moins  pour  de  petites  valeurs  de  x  —  a, 


f{x]  ^f[a  ^x-a]  =.f[a)  + -f[a]  +  . 


(/^-I]! 


/«-!(,)+ ^^lL/.(o; 


0  désignant  un  nombre  compris  entre  aet  x;  pour  que 

fix) 
,  ^  ^"'       soit  fini  et  différent  de  zéro,  il  faut  et  il  sufit  que 

[x — a)"'  ^  ^ 

/[a)  =  o,    f{n)  =  o,      ...,     /-i(«)  =  o,     lim/-(0)>o; 

mais  dire  que  limf^  (  6  )  doit  être  différent  de  zéro,  cela  veut 
dire  que/'^(a)  doit  être  lui-même  différent  de  zéro,  car 
f'^iO)  tend  vers/(«). 
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IX.  —   QUELaUES  MOTS  SUR  LA  TRANSFORMATION 
DES  ÉQUATIONS. 

On  appelle  transformée  d'une  équation  une  seconde 
équation  dont  les  racines  soient  des  fonctions  données  des 
racines  de  la  proposée. 

Problème  I.  —  Soient  ol^^,  .  .  .,  X  les  racines  d'une 
équation  ¥[x)  ■=  o;  on  propose  déformer  une  équation 
admettant  pour  racines  (i^ [a.),  ?(P)>  •••>  ^Wi  ^^^^^  ''^'- 
soudre  V équation  donnée. 

Voici  une  solution,  et  la  seule  qu'il  soit  utile  de  men- 
tionner pour  le  moment.  Posons 

(i)  f{x)  =  z; 

en  résolvant  cette  équation,  on  en  déduit 

Si  l'on  forme  alors  l'équation 

(3)  F[^(x)]  =  o, 

il  est  clair  que  cette  dernière  sera  satisfaite  quand  on  y 
remplacera  x  par  çp(a),9(|3),  ...,  (p(X).  En  effet,  des 
équations  (i)  et  (2)  on  tire 

et  par  suite 

donc 

F(«)  =  FJ^[y(«:)]|  =  o,     F(,3)  =  FJ^[y(,S)]|  =  o,      ...; 
donc  enfin  l'équation  (  3  )  est  bien  la  transformée  demandée. 
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Première    application.    —    Changer    les    signes    des 
racines  de  l'équation  F(x)  =  o. 

On  a 

L'équation  qui  satisfait  à  la  question  est  donc 

F(-.r)  =  o; 
elle  porte  le  nom  de  transformée  en  —  x. 

Deuxième  application.    —   On  verrait  de   même  que 

a    pour    racines    les    inverses    des    racines  de  l'équation 
F  (x)  =  ()  ;  c'est  la  transformée  en  -  de  cette  équation. 

Troisième  application.  —  Augmenter  d'une  quantité 
Il  toutes  les  racines  de  l'équation  F(x)  =  o. 

On  a 

(j)  [ x)  1=:  .r  -4-  /^,      ■^[x]-=  jr  —  h\ 

la  transformée  est  ici 

F(.r-A)  =  o     (*), 
c'est-à-dire 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

pih)^.'l  F'  (-/^)  +  ^^V"[-h).  ..=0. 


(*)  Tout  ce  qui    vient  d'être  dit  Jusqu'ici  dans  ce  paragraphe  s'applique 
aux  équations  transcendantes. 


CHAPITRE    PREMIER.  23 

Remarque.  —  En  augmentant  d'une  quantité  convenable 
les  racines  d'une  équation,  on  obtient  une  équation  trans- 
formée de  même  degré  que  la  proposée.  Supposons  que 
l'équation  proposée  soit  du  degré  tz;  si  l'on  pose  alors 

F'(-//)=:0, 

le  terme  en  x^  disparaîtra  de  l'équation  transformée,  et 
l'on  voit  que  pour  faire  disparaître  ce  terme  il  faudra 
résoudre  l'équation  précédente,  qui  est  de  degré  n  —  i. 
Les  solutions  feront  alors  connaître  les  quantités  dont  il 
faut  augmenter  les  racines  de  l'équation  proposée  pour 
faire  disparaître  le  terme  en  x^  de  la  transformée.  On  voit 
que  pour  faire  disparaître  le  terme  indépendant  de  x  il 
faudrait  résoudre  l'équation 

F(-//)  =  o, 

ce  qui  revient  au  fond  à  résoudre  l'équation  proposée.  On 
conçoit,  en  effet,  que,  la  transformée  ayant  alors  une  racine 
égale  à  zéro,  il  faille  diminuer  chaque  racine  de  la  pro- 
posée d'une  quantité  égale  à  l'une  d'elles,  ce  qui  suppose 
que  l'on  sache  résoudre  celle-ci. 

L'évanouissement  du  terme  en  x'^~^  dépend  de  la  réso- 
lution d'une  équation  du  premier  degré 

F"-i(— //)z=o. 
Si  l'on  a 

l'équation  précédente  pourra  s'écrire 

— /^«,J/^ -h  «,,_!=  o; 
d'où  l'on  déduira 
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et  l'équalion 

=  O 


/la. 


ne  contiendra  pas  de  terme  en  x""*. 

Par  exemple,  l'équation  générale  du  troisième  degré 

a.i-^  -i-  b x^  -\-  c a:  -h  d  z=z  O 

pourra  toujours  se  ramener  à  la  forme 

A  cet  effet,  il  suffira  de  remplacer  x  par  x  —  ^  et  de  di- 
viser le  résultat  par  le  coefficient  de  x^  dans  la  trans- 
formée. 

L'équation  du  second  degré 

.7;^  -i-  px  -h  q  =  O 

se  ramènera  à  la  forme 

X^-\-q  —  -,    =0. 

4 

JEn  remplaçant  x  par  x  —    ^les  racines  de  la  transformée 
sont 


4 


celles  de  la  proposée  sont  donc 


9: 


'  1 


X.   ~  RECHERCHE  DES  RACINES  GOMMENSURÂBLES. 
Théorème  I.  —  Une  équation  de  lafoj^me 
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dans  laquelle  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de 
X  est  l'unité  et  dans  laquelle  les  autres  coefficients  sont 
entiers,  ne  saurait  avoir  de  racines  fractionnaires. 

En  effet,  si  x  =  - satisfaisait  à  cette  équation,  p  el  q 
désignant  des  entiers  premiers  entre  eux,  on  aurait 

pTi  n-i 

qti  qii-i  fj 

OU  bien,  en  multipliant  par  q'^"^, 

^  +  a,,^^p^-^  +  .  .  .  +  a,pq^-^  +  «o<Z"~'  =  o, 

et  l'on  déduirait  de  là  pour  ^ —   une  valeur  entière,  ce  oui 

est  absurde  puisque  p^^  et  q  sont  premiers  entre  eux.  (On 
sait,  en  effet,  que  si  p  el  q  sont  premiers  entre  eux,  p'^  et 
q  le  sont  également.  ) 

Si  Ton  donne  une  équation  à  coefficients  entiers  de  la 
forme 


et  si  l'on  change  x  en—,  cette  équation  prend  la  forme 


Ses  racines  ont  été  multipliées  par  a^,  mais,  en  vertu  du 
théorème  précédent,  elle  ne  contient  plus  de  racines  frac- 
tionnaires; la  recherche  des  racines  commensurables  se 
ramène  donc  en  dernière  analyse  à  la  recherche  des 
racines  entières. 

Théorème  II.  — Les  racines  entières  de   l' équation  à 
coefficients  entiers 

F  (  X  )  =  j:"  +  «,,_t  .r'^-i -h  .  .  .  4- «1  .r  +  ^0— O 
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ne  peuvent  se  lrou\>er  que  parmi  les  lUviseuj's  de  son  der- 
nier terme. 

Soit,  en  effet,  w  une  racine  entière  de  cette  équation, 
F(a7)  devra  être  divisible  par  x  —  w(t.  I,  p.  41);  d'après 
la  manière  même  dont  se  forment  les  différents  termes 
du  quotient  (t.  I,  p.  4»)?  ^^  "^^it  que  ces  termes  auront  des 
coefficients  entiers.  Or,  de  quelque  manière  que  l'or 
opère  la  division,  on  doit  toujours  trouver  pour  quotient 
le  même  polynôme.  Nous  allons  alors  ordonner  par  rap- 
port aux  puissances  croissantes  de  x  et  nous  diviserons 
F(cr)  par  w — x,  ce  qui  ne  fait  que  changer  le  signe  du 
quotient;  les  coefficients  devant  être  entiers,  «0 1  ^j^>  pre- 
mier terme  du  quotient,  devra  donc  être  un  nombre  entier, 
ce  qui  démontre  notre  théorème. 

En  poursuivant  le  raisonnement  précédent,  il  est  facile 
de  constater  si  le  nombre  w,  diviseur  de  Uq,  est  une  racine 
de  F(x)  =  o.  Achevons  la  division  :  si  dans  le  courant  de 
l'opération  nous  rencontrons  un  coefficient  fractionnaire, 
nous  nous  arrêterons,  car  w  ne  sera  pas  racine.  Cette 
méthode  a  l'avantage  de  fournir  immédiatement  une  équa- 
tion débarrassée  de  la  racine  w,  de  degré  inférieur  à  F(  jt:), 
partant  plus  facile  à  résoudre  et  admettant  du  reste  toutes 
les  autres  racines  de  F(x). 

Pour  bien  faire  saisir  l'esprit  de  la  méthode  précédente, 
nous  l'appliquerons  à  l'équation 

x^  —  S.r'*  -f-  y  ,r^  -h  '^^x'^  —  i6o.r  -f-  3:?.  =^  o; 

nous  vérifions  immédiatement  que  -H  i  et  —  i  ne  sont  pas 
racines;  il  faut  essayer  successivement  les  diviseurs  de  Zi  : 
nous  commencerons  par  les  plus  petits,  les  calculs  étant 
ainsi  plus  faciles.  (Nous  verrons  un  peu  plus  loin  qu'il  n'est 
pas  toujours  nécessaire  d'essayer  tous  les  diviseurs,  parce 
que  l'on  détermine  facilement  des  nombres  au  delà  des- 
quels il  n'existe  pas  de  racines  de  l'équation.) 
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Si  l'on  essaye  le  diviseur  2  et  si  l'on  divise 

3*2  —  160X  H-  -^4-^^  +  7-^^ —  8./.^ -h  jo^ 
par  2  —  X,  on  trouve  pour  quotient 

iG  —  72  a? -I- 372 -h  4  373  —  aip'*...; 

le  terme  en  x'*  donne  un  reste;  donc  2  n'est  pas  ra- 
cine :  c'est  du  reste  ce  qu'indique  la  suite  de  la  divi- 
sion. On  verrait  de  même  que  —  2  n'est  pas  racine.  Si  l'on 
divise  par  4  —  ^1  on  trouve  au  contraire  pour  quotient 
exact 

8—  38.r  -\-  ç).r2-f-  4.r^—  .r^ 

En  divisant  de  nouveau  par  4  —  oc,  on  reconnaît  que  4  est 
encore  racine,  et  l'on  trouve  pour  quotient 

2  —  Ç)x  H-  x^. 
On  est  ainsi  ramené  à  cherclier  les  racines  de  l'équation 

,r  3  —  9  '^  +  2  =  0, 

qui  n'admet  pas  de  racines  entières. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Toute  équation  algébrique  peut  se  mettre  sous  la  forme 


-m      Tm- 


,m      nm- 


X^      X      I 

a-     a     I 


Ini        lm-\        .  _       /2         /        , 

Ses  racines  sont  alors  a^b^c,  •  •  • ,  ^,  mais  elles  sont  supposées  inégales. 
2.  Soient  «  et  ^  des  nombres  commensurables,  et  )/b  un  nombre 
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irrationnel,  loule  équation  à  coefficients  entiers  qui  admet  n  fois  la 
racine  a-h\/b  admet  le  môme  nombre  de  fois  la  racine  a—yjb. 

3.  SoitF(a:)  =[x~a)[x  —  b)...[x  —  l)^\Q  déterminant  suivant 
est  indépendant  de  .r  : 


^ 

I 

I 

a 

b 

/ 

«2 

b^ 

.  .            /2 

<7'^-2 

(^«-2 

.  .         ln-2 

Y{x) 
X  —  a 

Y{x) 
x-b     ' 

F{x) 
X  -~  l 

4.  OAo,  AoAi,  Al  Ag,  . . .  sont  des  droites  de  longueurs  données  «o, 
«1,  <72,  ...  ;  la  première  est  perpendiculaire  sur  la  seconde,  celle-ci  sur 
la  troisième,  etc.  OKi  fait  avec  OAo  un  angle  cp;  par  le  point  Ki,  où 


K, 

^^' 

\ 

\ 

_,'' 

^'^ 

\ 

0                  Ao 

\ 

\ 

R* 

\                ^^'^ 

\           ^^ 

\   ^^^ 

A 

Kî 

Aj 

OKi  rencontre  AoAj,  on  mène  une  perpendiculaire  Ki  Kg  sur  OK,  ; 
par  le  point  K2,  où  elle  rencontre  Ai  A2,  on  lui  mène  une  perpendicu- 
laire, et  ainsi  de  suite,  etc.  Prouver  que 

kn\^n=^  ^0-1-  «1  tangtpH-  r/2tang2çp-t-...4-«„tang"'f. 

En  conclure  un  moyen  de  résoudre  graphiquement  l'équation 

a^  -i-  /7i  .r  -f-  «2 -^^  -t-  '  •  •  -H  «M-2:"  =  o. 

Un  appareil  pour  la  résolution  des  équations,  fondé  sur  ce  principe,  a 
été  construit  par  M.  Lill. 

5.  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plus  de  deux  poly- 
nômes 
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0.  Prouver  que  le  polynôme  de  moindre  degré  divisible  à  la  fois 
par  P  et  Q  est  le  produit  PQ  divisé  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  P  et  Q. 

7.  Si  les  racines  de  l'équation 

^"  -h  Ajc«-i  -+-  Ba;«-2.  . . .  =  o 

sont  en  progression  arithmétique,  les  racines  extrêmes  sont  données 
par  la  formule 

o(/i  —  i) 

(Gatti.) 

8.  Résoudre  l'équation 

dont  les  racines  sont  en  progression  arithmétique. 

9.  Pour  que  l'équation 

x«i  H-  /7a''«-i  +  èx"'-2  -{-  . .  .  H-  /-.r  -i-  I  =r  o 

ait  toutes  ses  racines  réelles,  a,  b,  c  . . . ,  /-  désignant  des  nombres 
positifs,  il  faut  que  «  >  w.  En  général,  il  faut  que 


1-2  ^  1.2.3  ' 

10.  L'équation 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

11.  Dans  toute  équation  qui  n'a  pas  de  coefficients  nuls,  et  qui  a 
toutes  ses  racines  réelles,  un  coefficient  quelconque  est  plus  grand 
que  la  moyenne  géométrique  du  précédent  et  du  suivant. 

(De  Gua.) 

12.  Etant  donnée  une  équation 

ûfm.^'"  4- ^//^z-i  .r'«-i  + . . . -h  rto  =  o, 
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on  remplace  les  coefficients  a,n,  <7,„_i,  . . .,  /^/q  respectivement  par  des 
nombres  bm,  b,n-i,  . . . ,  ^o  qui  en  diffèrent  peu  ;  calculer  Terreur  com- 
mise ainsi  sur  les  valeurs  de  x. 
Posons  bi=  ni  h-  A<7/  :  on  aura,  par  exemple, 

et,  par  suite, 

En  développant  le  second  membre  par  la  formule  de  Taylor,  on  a,  en 
tenant  compte  de  l'équation  (i.), 

-^  \rhn-\  Tm-i  (<7,„  -h  0  Arir,„,  (( „^_^  4-  G  \'l,n-\ ) 

5 

<?m,  ?m-i,  •  •  •  désignant  les  dérivées  dcf  relatives  à  «,„,  <7„i_i,  ...  etO 
désignant  un  nombre  compris  entre  o  et  i .  Aa:  est  l'erreur  :  la  formule 
précédente  en  donnera  facilement  une  limite  supérieure.  On  a  en  effet 

,^.  =  _  X'  :  [w//,;,x'«-i  4-  [m  -  i)^,„_i.r'«-2, . .]  ; 
ainsi,  en  appelant  \  ce  que  devient  x  quand  on  remplace  «,•  par 


A.r  = 


d'où  l'on  conclut  facilement  une  limite  supérieure  de  l'erreur  Ax. 

13.  L'équation  x'"-  -t-  P.r'«-i  -h  Q.r'"  -2  4- . . .  T  =  o  a  des  racines 
imaginaires  si  P^—  2Q  < m'\jT-.  ^ 

(Fa A  DE  Bruno,  Journal  de  Liomnlle,  i'*  série,  t.  XIV). 

M.  Une  équation  du  troisième  degré  à  coefficients  rationnels  ne 
peut  pas  avoir  de  racine  de  la  forme  a  -+-  y/S  h-  v/7,  à  moins  que  v/f^7 
soit  un  nombre  rationnel.  (Léonard  de  Pise.) 

15.  Dans  quel  cas  un  polynôme  est-il  divisible  par  sa  dérivée? 
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16.  Si  un  polynôme  P  du  premier  degré  divise  les  déviwéùs  fx,f  y,  f'z 
de  la  fonction  homogène /(x,j,  z,),  P^  divisera  la  fonction/. 

.17.  Condition  pour  que 

.r*  -f-  4/^-^'^  -h  67X2  -f-  4  rX  -h  .V  r=:  o 

ait  une  racine  double,  triple,  quadruple. 

18.  Soient  U  et  V  deux  polynômes  entiers  en  x  et  ^  une  quantité 
indépendante  de  x.  Si 

U-^V  =  o 

a  une  racine  double,  elle  satisfait  à  l'équation 

UV'-VU'-o. 

(Jacobi,  Fiindamenta  nova.) 

19.  Soit  D  le  plus  grand  commun  diviseur  entre /(x)  et  sa  dérivée 
f'[x)\  soient  de  plus 

i3   ~   '    D    ~^' 

Le  produit  des  facteurs  de  f{x)  dont  l'ordre  de  multiplicité  est  n  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  P  et  Q  —  «P',  P'  désignant  la 
dérivée  de  P.  (Ostrogradsky.) 

20.  Soient  a^  b,  c,  . . . ,  /  les  racines  de  /{x)  =0  au  nombre  de  ;«, 
le  reste  de  la  division  de/(x)  par /'(x)  est 

(Sylvester.  ) 

21.  Résoudre  les  équations 

x^  —  S,r^  -h  26.T^  —  /[i  x'^  -h  33x3_  <26a:2-+- 4o.r  —  ^5  _  q^ 

j;8 -f- 2 x"^ -+-    3x^-1-    ix^-+-    2x*-h    3x^-\-    2x-i-    1  =  0, 

22.  Déterminer  a  de  telle  sorte  que 

X*  —  ^ÛX^  -h  IX-  —  X-hI=  O 

ait  une  racine  double,  et  résoudre  cette  équation. 
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23.  Déterminer  a  et  b  de  telle  sorte  que 

ait  une  racine  triple. 

24.  Trouver  les  racines  commensurables  de 

8x^  —  20^3-+-  10X2 -t-  5x  —  3  =  o. 

25.  Résoudre 

26.  Résoudre 

x^  —  2.r* —  S.r^-i-  6.r2+  ix  —  4  =  o. 

27.  L'équation 

X       x(x  +  i)  x(.r-Hi)...(.r-f-/?) 

*  -i  r-    ■ 1-  .  .  .  -t- 7 —    =  O 

I  ]  .  '2  I  .  2  .  3  ...(/?  H-  I  ) 

n'a  que  des  racines  entières  ;  les  trouver. 

28.  Démontrer  la  formule  du  binôme  en  résolvant  l'équation 

ni          ,       m  [m  —  i  ) 
x'n  H .r'"-i  H x'«-2  .  . .  =  o. 

I  I  .'2 

29.  Soit  M  le  plus  grand  coefficient  de  l'équation 

—  K  4- X -+- Ax2 -h  Bx3 . . .  =  o, 
où  K  est  positif;  si  l'on  a 

K  ^ 


4(M  +  i) 
l'équaiion  aura  une  racine  réelle  positive  et  moindre  que     ...         ^ 

(MURPIIV.) 
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CHAPITRE  II. 

SÉPARATION  DES  RACINES. 


I.   —  MARCHE  A  SUIVRE  POUR  RÉSOUDRE  UNE  ÉQUATION. 

On  ignore  à  qui  l'on  doit  la  résolution  des  équations  du 
premieret  du  second  degré  ;  Tartaglia,  Hudde,  Cardan,  etc. , 
nous  ont  appris  à  résoudre  celles  du  troisième  (*);  Louis 
Ferrari,  disciple  de  Cardan,  a  résolu  celles  du  quatrième  ;  les 
efforts  des  géomètres  ne  les  ont  pas  conduits  au  delà  du  qua- 
trième degré,  et  Abel  a  démontré  que  l'équation  générale  du 
cinquième  degré  ne  pouvait  être  résolue  en  ne  faisant  usage 
que  des  signes  -f-,  _,  . ,  :  ^  ^~  usités  en  Algèbre.  (Pour  la 
démonstration  du  théorème  d'Abel,  voir  :  i«  ses  OEuvres  ou 
2""  V^lgèhj^e  supérieure  de  J.-A.  Serret  ;  3«  ou  la  Théorie 
des  substitutions  et  des  équations  algébriques  de  C.  Jor- 
dan.) On  ne  sait  pas  en  général  résoudre  les  équations 
algébriques;  on  sait  encore  moins  résoudre  (j'entends  au 
moyen  de  formules  analytiques)  les  équations  transcen- 
dantes, mais  on  peut  approcher  tant  que  l'on  veut  de  la 
valeur  numérique  des  racines.  Viète  (jo4o-i6oo)  est  le 
premier  qui  se  soit  occupé  de  la  résolution  numérique  des 
équations  de  degré  quelconque  [De  numerosa  potestatum 
adfectaru?n  resolutione.) 


(*)  L'équation  du  second  dejré  est  résolue  dans  les  OEuvres  de  Léonard 
de  Pise  (Flbonacci). 

L.   —  Algèbre,   IIL  3 
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Pour  résoudre  une  équation  algébrique,  on  la  débarrasse 
de  ses  racines  multiples  par  la  méthode  donnée  (p.  i5); 
pour  résoudre  une  équation  transcendante,  on  essaye  égale- 
ment d'en  faire  disparaître  les  racines  multiples,  mais 
souvent  on  ne  pourra  pas  constater  leur  présence  et  encore 
moins  s'en  débarrasser.  Cela  l'ait  : 

i"  On  cherche  des  limites  au  delà  desquelles  il  n'existe 
plus  de  racines;  afin  de  diminuer  l'intervalle  dans  lequel 
on  doit  chercher  les  racines,  on  essaye  de  resserrer  autant 
que  possible  ces  limites  :  nous  verrons  comment  on  peut 
trouver  de  telles  limites. 

2°  S'il  s'agit  de  résoudre  une  équation  algébrique,  on 
procédera  à  la  recherche  des  racines  entières,  parce  que 
cette  recherche  simplifie  toujours  l'équation,  mais  on  ne 
procédera  à  cette  recherche  qu'après  avoir  trouvé  les 
limites  des  racines,  afin  d'éviter  les  essais  infructueux 
autant  que  possible. 

3"  On  cherche  des  nombres  séparant  les  racines,  c'est-à- 
dire  tels  qu'entre  deux  de  ces  nombres  il  n'existe  qu'une 
seule  racine  de  l'équation  à  résoudre. 

Le  but  de  ce  Chapitre  est  de  montrer  comment  on  peut 
séparer  les  racines  d'une  équation. 

Quand  ces  opérations  préliminaires  sont  terminées,  on 
applique  alors  les  méthodes  d'approximation,  qui  feront 
l'objet  du  Chapitre  suivant. 

II.      -  PROPOSITIONS  FONDAMENTALES. 

Nous  allons  avoir  souvent  besoin  de  former  la  valeur 
d'un  polynôme  donné  pour  une  valeur  donnée  de  sa 
variable  :  voici  le  moyen  le  plus  expéditif  d'arriver  au 
résultat. 

Soient  m  la  plus  haute  puissance  de  x,  ai  le  coefficient 
«le  xS  s  la  valeur  numériaue  attribuée  à  x;  après  avoir 
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formé  le  produit  sam,  on  y  ajoute  àm^^  et  l'on  multiplie 
le  résultat  par  s.  On  ajoute  am^^  au  produit  et  l'on  mul- 
tiplie ce  nouveau  résultat  par  s,  et  ainsi  de  suite.  Cette 
règle  n'a  pas  besoin  d'être  démontrée. 

Théotième.  — Désignons  par  ¥{x)  un  polynôme  entier 
en  X  à  coefficients  réels. 

i""  Si  F  {a)  et  F  [b)  sont  de  signes  contraires,  l'équation 

(')  F(a:)z=o 

admettra  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  aetb, 
et  en  tout  cas  un  nombre  impair  de  racines  comprises 
entre  ces  limites. 

i""  Si  F  [a)  et  F [b)  sont  de  mêmes  signes,  V équation  (i) 
n'aura  pas  de  racines  comprises  entre  a  et  b^  ou  bien  en 
aura  un  Jiombre  pair. 

En  eflet,  la  fonction  F(x)  étant  continue  entre  les 
limites  a  et  b,  si  F[a)  et  F{b)  sont  l'un  positif,  l'autre 
négatif,  zéro  sera  une  valeur  intermédiaire  par  laquelle 
F[x)  devra  passer;  en  second  lieu,  je  dis  qu'entre  a  el  b 
il  existe  forcément  un  nombre  impair  de  racines.  Pour  le 
démontrer,  désignons  par  a,  [3,  y,  .  .  .,  l  les  racines  com- 
prises entre  a  et  b\  plusieurs  d'entre  elles  pouvant  être 
égales,  on  aura 

(2)       F(.r)=?(-^)(^-a)(x-/3)(^_y)...(^_>)^. 

9  (x)  désignant  le  produit  des  facteurs  binômes  de  F{x) 
correspondant  aux  racines  non  comprises  entre  a  et  b. 
(f{a)  et  (^{b)  sont  deux  quantités  de  même  signe,  sans 
quoi  cp  {x)  pourrait  s'annuler  entre  les  limites  a  et  b,  serait 

par  conséquent  divisible  par  un  facteur  tel  que  x co 

étant  compris  entre  a  et  b,  et  pourrait  se  mettre  sous 
forme 


co,  w 
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par  suite,  on  aurait 

F(a-)=3-M.r)(.r_co)(.r_a)...(a:->), 

et  F[x)  s'annulerait  pour  x  =  w;  5:,  [3,  y,  .  .  . ,  X  ne  se- 
raient donc  pas  les  seules  racines  comprise-  entre  a  et  b. 
Ceci  posé,  si  l'on  fait  successivement  x  =  a,  jc  =  b 
dans  l'équation  (2),  le  premier  membre  prend  des  valeurs 
de  signe  contraire  ;  il  doit  donc  en  être  de  même  du  second. 
Or  CP  (  «  )  et  ©  (  Z>)  sont  de  même  signe  ;  donc 

(«_«)(«_  P)...  («_  >)     et      (b-  u][b  —  ^j)...{b-l) 

sont  de  signe  contraire,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les 
facteurs  (x  —  a),  [x  —  |3),  ...,  [x  —  X)  sont  en  nombre 
impair,  car  a  —  a  et  b  —  a,  a  —  (3  et  b  —  P,  • .  •  sont  de 
signes  contraires,  et  par  suite  le  nombre  des  racines  a, 
|3,  ...,  A  est  impair.  Si  au  contraire  F (rz)  etF(Z>)  étaient 
de  même  signe,  a,  (3,  . . . ,  X  devraient  être  en  nombre  pair 
ou  nul.  c.    Q.    F.    D. 

Remarque.  —  Ce  théorème  aurait  encore  lieu  si  F[x) 
était  une  fonction  quelconque  continue  entre  a  et  ^,  mais 
n'ayant  entre  ces  limites  que  des  racines  d'un  ordre  de  mul- 
tiplicité entier,  car  F[x)  serait  encore  Je  la  forme  (2). 

Corollaire  I.  —  2oute  éf/uatio7i  F[x)  =  o  de  degré 
impair  à  coefficients  réels  admet  au  moins  une  racine 
réelle  et  toujours  un  nombre  impair  de  racines  réelles. 

Car  le  premier  membre  prend  les  valeurs  -f-  ce    et  —  go 
quand  on  y  iait  x  =  ±  co   et  x  =:  zp  co  ." 

CoHOLLAiRE  II.  —  Toulo  équation  F(x)  =  o  de  degré 
pair  à  coefficients  réels  admet  un  nombre  pair  de  racines 
réelles,  ce  nombre  pouvant  du  reste  se  réduire  à  zéro. 

Car    son    premier    membre    a    le    même    signe    pour 

-X  =  -h  00   et  X  =  —  co  . 
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Corollaire  III.  —  Toute  équation  F(j:)=  o  de  degré 
pan,,  dans  laquelle  le  premier  terme  et  le  dernier  sont  de 
signe  contraire,  a  au  moins  deux  racines  réelles. 

En  effet,  F(o)  et  F(-hso  )  sont  de  signes  contraires^ 

F(o)etF{ — co  )  aussi. 

lîl.   —  LIMITES  DES  RACIÏ3ES. 

On  appelle  limite  supérieure  (ou  limite  inférieure)  des 
racines  d'une  équation  un  nombre  supérieur  (ou  inférieur) 
à  la  plus  grande  (ou  à  la  plus  petite)  des  racines  de  cette 
équation. 

Une  limite  supérieure  des  racines  d'une  équation 
¥[x)  ~  G  est  un  nombre  qui,  substitué  à  la  place  de  l'in- 
connue X,  fait  acquérir  au  premier  membre  un  signe  qu'il 
ne  perd  plus  pour  des  valeurs  supérieures  de  x. 

Soit,  en  effet,  1  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives de  ¥[x)  =  o  et  supposons  ¥ [l)  positif;  si  l'on  avait, 
pour  une  valeur  a  de  x  supérieure  à  1,  ¥{y.)<^o,  il  y 
aurait  une  racine  de  F(:t:)=o  entre  1  et  a,  ce  qui  est 
impossible,  puisque  1  est  plus  grand  que  la  plus  grande 
racine  de  F(^)=r  o. 

Une  remarque  analogue  pourrait  être  faite  sur  la  limite 
inférieure  des  racines  positives  et  sur  chacune  des  limites 
des  racines  négatives. 

Réciproquement,  si,  pour  ^>  A,F(x)  conserve  toujours 
le  même  signe,  /.  est  une  limite  supérieure  des  racines;  si, 
au  contraire,  pour  x<l,  ¥[x)  conserve  toujours  le  même 
signe,  X  est  une  limite  inférieure  des  racines. 

C'est  sur  ce  principe  que  nous  allons  nous  appuyer  dans 
la  recherche  des  limites  des  racines;  nous  indiquerons 
seulement  le  moyen  de  trouver  une  limite  supérieure  des 
racines  positives.  En  effet,  la  limite  inférieure  des  racines 
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positives  de  F(:c)=  o  est  égale  à  la  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  F  (  -  j  =  o,  que  l'on  peut  ramener  à  la 

forme /(x)=  o,/ désignant  un  polynôme  entier  en  x,  en 
chassant  les  dénominateurs;  de  même,  la  limite  supérieure 
des  racines  négatives  de  Y{x)=o  est  égale  à  la  limite 
inférieure  des  racines  positives  de  ¥ {—  ^)  =  o-  Enfin  la 
limite  inférieure  des  racines  négatives  n'est  autre  chose 
que  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de 

F(— a7)  =  o. 
Première  MÉTHODE. — Considérons  Téquation  ^ 

En  supposant  x  >  o,  en  désignant  par  N  la  valeur  du  plus 
grand  coefficient  négatif  et  par  aix^  le  premier  terme 
négatif,  on  a 

F(.r)>^;'^-N(^-'-4-u:'-i-T-...4-i), 
OU  bien 


F  (^)  >  .r"  —  N  — — 5 

c'est-à-dire 

FW>-^ ^— ^ ' 

et  a  fortiori 

F  X  >— ^^ 

On  rendra  donc  F(x)  positif  en  prenant  à  la  fois 

.r>i,      .r«(.r— 0— N.r'+*>0. 
La  seconde  formule  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

:r"-'-'(.r-l)-N>0, 
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et  elle  sera  satisfaite  a  fortiori  si  l'on  prend 

(a:  — l)«-'— N>0, 


OU 

ii-i , 


1-1- "VN  est  donc  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives, et,  si  N  >  I,  on  voit  que  N  +  i  sera  a  fortiori  une 
limite  supérieure  des  racines  (*). 

Seconde  méthode,  dite  de  Newton.  —  Si  X  est  une 
valeur  de  x  qui  rend  positif  le  polynôme  F(a7)  et  toutes 
ses  dérivées,  A  est  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives de  F(a:)=  o. 


(*)  Cette  méthode  permet  aussi  de  trouver  une  limite  supérieure  des 
modules  des  racines.  Soient  en  eflet  p„_,,  /5„_2)  ••  •>  Po  les  modules  respec- 
tifs de  «„_,,  «„_2»  ..•»  «0?  on  peut  écrire 

et  il  est  clair  que,  si  l'on  choisit  le  module  r  de  a;  tel  que 


r  r"-  r' 


mod. 

X 


cette  inégalité  subsistera  pour  des  valeurs  croissantes  de  r,  et  l'on  satis- 
fera à  la  première  inégalité  en  prenant 


«(;-.;; -.^-..•)<' 


R  étant  le  plus  grand  des  modules  p,,_,,  p„_v,  . . .,  po,  ou  en  prenant  /  >■  i 
et 

r  —  I 

ou  enfin  en   prena  t  /•>  R-hi;  R -t- 1  est   donc  une  limite  supérieure  des 
modules  des  racines  de  F(x)  =  0. 


4o  TRAITÉ   d'algèbre. 

En  effet,   en  désignant  par  h  une   quantité  positive,  la 
formule  de  Taylor  donne 

F(^  4-  //):.=:  F(  >)  +  ^F'(X) -I- — F"().) -h.  .  . 

h" 

-F('OfAl_f_.... 


1.2.3 


i'^; 


Si  donc  F(a),  F'(a),  ...  sont  positifs  ainsi  que  /z, 
¥(l-\-h)  le  sera  aussi,  quelle  que  soit  la  quantité  posi 
tive  h\  ce  qui  revient  à  dire  que  1  est  une  limite  supérieure 
des  racines  positives. 

On  peut  généraliser  le  théorème  précédent  et  lui  donner 
une  forme  plus  utile  : 

Soit  F(x)  =  o  une  équation  quelconque  dans  laquelle 
F  [x]  reste  fini  et  continu  ainsi  que  ses  n  premières  dérivées 
quel  que  soit  x;  si  pour  une  valeur  1  dex  on  a 

F(>)>o,     F'()0>o,     ...,     F"()-)>o, 

et  si  en  outre,  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à\,  on  a 
F'*(^)^o,  X  sera  une  limite  supérieure  des  racines  de 

¥{x)=o. 

En  effet,  quel  que  soit  le  nombre  positif /i,  on  a 

V(\  +  b)  =  F(/0  +  /.r  (X)  +  . .  .+  ^    J''^      ^  F»(^+  6h), 

B  étant  compris  entre  zéro  et  i ,  et  l'on  voit  que  F(a  H-  /z) 
est  une  somme  de  termes  essentiellement  positifs  si  les  hy- 
pothèses admises  sont  satisfaites;  donc,  pour  toute  valeur 
de  X  supérieure  à  X,  ¥  [x)  est  positif  et,  par  suite,  ne  peut 
être  nul. 

Pour  appliquer  la  méthode  de  Newton,  on  commence 
par  former  les  dérivées  successives  du  premier  membre  de 
l'équation  proposée  ¥i^x)  =  o  en  les  divisant,  si  cela  sim- 


CHAPITRE    II.  4l 

plifîe,  par  les  facteurs  numériques  i,  >  -•)  •••:  ]^uis 

^  l  .9.      l  .1.6  ^ 

on  change  le  signe  de  F  (x)  s'il  y  a  lieu,  de  telle  sorle  que 
F(H-ao  )  soit  positif. 

Soit  F"(x)  une  dérivée  de  F(x)  qui  reste  positive  pour 
x^a.  [Si  F(j;)  est  un  polynôme  entier,  l'avant-dernière 
dérivée  de  ce  polynôme,  qui  est  du  premier  degré,  restera 
évidemment  positive  pour  toute  valeur  a  de  x  supérieure  à 
la  racine  de  l'équation  obtenue  en  égalant  cette  dérivée  à 
zéro.]  Si  «  rend  positifs  F"'*  (x),  F"-^{x),  ...,  F{x), 
a  sera  la  limite  cherchée;  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  soit 
F"~P[x)  la  dérivée  d'ordre  le  plus  élevé  qui  cesse  d'être 
positive  ^onrx  =  a:  on  substituera  dans  cette  dérivée  des 
nombres  plus  grands  que  a  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve  un 
nombre  è  qui  la  rende  positive.  F''~/'+'  (Z>),  ...,  F'^(^)  seront 
positifs,  puisqu'ils  le  sont  pour  x  =  a<:^by  en  vertu  du 
théorème  que  nous  venons  de  démontrer.  On  substituera 
alors  h  dans  les  dérivées  d'ordre  inférieur  k  n  —  p  et  dans 
F[x).  Si  l'on  obtient  des  résultats  positifs,  b  sera  la  limite 
cherchée;  sinon,  on  déterminera  un  nombre  c  d'une  façon 
analogue  à  celle  dont  on  a  déterminé  b,  et  ainsi  de  suite. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 


en  a 


r(x)  =::  .^6  —  3.r*  +  8.r2  —  7  .r  —  8  =  G  ; 
F'(j:)  =   6.T^   —  l2.r^H-  l6.r  —  -y, 

.-F"(^)  =  i5^-^— i8.r2+8, 


gF'"(^)z=:20x3—  I2.r  =4.r(5.r^—  3). 

3       I 
Cette  dernière  dérivée  est  positive  pour  x  >  -^^  -  F'^ (x) 

est  positif  pour  cette  valeur  de  x;  F' [x)  est  encore  positif 
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pour  celle  valeur  de  a:;  maisF(x)  est  négatif  pour  x=  -i; 

s/5 

tout  nombre  plus  grand  que  -^  rendant  F(x)  positif  sera 

S  5 

alors  une  limite  supérieure  des  racines  de  cette  équation, 

x=  sJZ  par  exemple. 

M.   Laguerre  a  fait  connaître   une   méthode  beaucoup 

plus  simple  que  celle  de  Newton  pour  trouver  une  limite 

supérieure  des  racines  de  l'équation  algébrique 

f{x)  =  Ao  -T-  kxX  -f-  k^_X^-  -4-   .  ,  .   -f-  x\„iX"K 

On  a  (t.  I,  p.  42),  en  divisant/(^)  par  x  —  a, 

f(x)  -^{x-  a)[x'n-\f,  (a)  +  :r'«-2/2(«)  +  .  . .  -f-  /m-i(a)]  +/(«), 

formule  où  l'on  a  posé 

/i(a)  =  A„j, 

f^{a)  =  X,na  -\-  km~u 

fs{a)  =  A,„a2  -H  A„i-ia  -+-  A,„_5,     . . , . 

Il  résulte  de  cette  formule  que  : 

Si  le  nombre  positif  a  renH  positifs  f^  {a),f<._{a)^  ... , 
fm-\  {a),  ce  nombre  a  sera  une  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  f{x)  ^=  o. 

La  supériorité  de  cette  méthode  sur  cella-de  Newton 
consiste  en  ce  que  le  calcul  des  polynômes /0/2,  .^.  est 
infiniment  plus,  facile  que  celui  des  dérivées  de/,  chacun 
d'eux  se  déduisant  du  précédent  en  le  multipliant  par  a 
et  en  lui  ajoutant  un  nombre  A. 

Méthode  du  groupement  des  termes.  —  Souvent  la 
meilleure  manière  de  trouver  une  limite  supérieure  des 
racines  d'une  équation  consiste  à  décomposer  son  premier 
membre  en  plusieurs  parties  qui  restent  toutes  positives; 
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mais  cette  méthode,  laissant  beaucoup  d'arbitraire  dans  les 
calculs,  demande  à  être  maniée  avec  habileté.  Le  théorème 
général  qui  suit  en  facilitera  l'application  : 

Considérons  une  expression  de  la  forme 


F(x)  =  A,;,.r"'-hA 


m— 1' 


,/n— 1 


+  A„x"  —  An-v-^"-'  —  A,,_2X«-2  —  ...  —  hpOnP, 

dans  laquelle  il  existe  une  série  de  termes  positifs  suivie 
d'une  série  de  termes 'négatifs,  ces  termes  étant  or- 
donnés suivant  les  puissances  décroissantes  de  x',  siF{x) 
est  positif  pour  x  =  a^o,F{x)  restera  positif  pour  toute 
valeur  supérieure  de  x. 

En  effet,  on  peut  écrire 


T{jc)=x"U 


or  la  quantité  entre  parenthèses  se  compose  de  deux  parties, 
l'une  additive  croissante,  l'autre  soustractive  décroissante 
quand  x  croît  à  partir  d'une  valeur  positive  a  quelconque 
de  x;  si  donc  F  (a)  est  positif,  F{x)  sera,  a  fortiori,  po- 
sitif pour  des  valeurs  de  x  supérieures  à  a. 
L'équation  considérée  tout  à  l'heure 

x'^ —  3^^  +  8.J* —  7^  —  8=:  o 

peut  se  décomposer  en  deux  groupes,  x^ — 3x''  =  x''(x- — 3) 
et  8x2  —  jjc  —  8;  le  premier  est  positif  pour  x  >  ^3,  le 
second  aussi  ;  donc  y^3  est  une  limite  supérieure  des  ra- 
cines de  l'équation. 
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IV.   —  MÉTHODE  DES  SUBSTITUTIONS  SUCCESSIVES  POUR  SÉPARER 
LES  RACINES  D'UNE  EQUATION. 

Lorsque  l'on  veut  séparer  les  racines  d'une  équation 
F(x)  =  o,  la  première  idéo  qui  se  présente  est  de  substi- 
tuer à  la  place  de  l'inconiiue,  dans  le  premier  membre  de 
l'équation,  différents  nombres  ;  lorsque  deux  nombres  suf- 
fisamment rapprochés  donneront  au  premier  membre  des 
valeurs  de  signes  contraires,  ils  comprendront  au  moins 
une  racine  (p.  34).  En  substituant  des  nombres  intermé- 
diaires, on  pourra  donc  resserrer  indéfiniment  l'espace 
comprenant  une  racine  et,  ainsi,  calculer  les  racines  réelles 
avec  une  approximation  qui  ne  peut  être  limitée  que  par 
la  patience  du  calculateur. 

Cependant,  cette  manière  de  procéder,  dite  méthode 
des  substitutions  successives,  présente  de  graves  incoii- 
vénients. 

Jl  peut  se  faire  que  deux  racines  soient  peu  difi'érentes, 
et  alors  on  sera  exposé  à  faire  un  nombre  très  considérable 
de  substitutions  avant  de  soupçonner  l'existence  d'une  ra- 
cine dans  un  intervalle  déterminé.  Lagrange,  à  la  vérité,  a 
proposé  de  former  l'équation  aux  carrés  des  différences  (*). 
Soit  X2  une  limite  inférieure  des  racines  positives  de  cette 
équation;  si,  à  partir  de  la  limite  inférieure  A  des  racines 
de  l'équation  proposée,  on  substitue  des  nombres  A^ 
A  -}-  /,  A  +  2X,  .  .  . ,  jusqu'à  ce  que  l'un  deux,  A  -}-  nly 
devienne  égal  à  la  limite  supérieure  des  racines  de  l'équa- 
tion proposée,  on  est  sûr  que  l'on  aura  ainsi  séparé  toutes 
les  racines,  et  deux  valeurs  consécutives  A  +  ik  et 
A  H-  (i  -H  i)X,  qui  donneront  des  résultats  de  signes  con- 


(")  C'est-à-dire  l'équation  dont  les  racines  sont  les  carrés  des  différences 
des  racines  de  l'équation  proposée. 
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traîres,  comprendront  une  racine  de  l'équation  proposée 
et  une  seule.  Si  les  valeurs  A  -i- il  et  A  -+-  (i -h  i)A  don- 
naient des  résultats  de  même  signe,  ces  quantités  ne 
comprendraient  pas  de  racine  de  l'équation  proposée  5 
mais  la  méthode  de  Lagrange  est  encore  très  difficile  à  ap- 
pliquer, car  la  formation  de  l'équation  aux  carrés  des  dif- 
férences est  une  opération  très  pénible,  qui  peut  ne  pas 
dispenser  d'un  nombre  très  considérable  de  subsLitulions. 
Quoi  qu'il  en  soit,  la  méthode  des  substitutions  succes- 
sives ne  doit  pas  être  complètement  bannie  et,  dans  un 
grand  nombre  de  cas,  elle  sera  encore  plus  avantageuse 
que  d'autres  procédés  dont  la  perfection  théorique  ne 
laisse  rien  à  désirer.  Nous  allons,  dans  les  paragraphes 
suivants,  faire  connaître  divcn^s  théorèmes  qui  conduisent 
aux    méthodes    de   séparation    le    plus    fréquemment   en 


V.   —  THÉORÈME  DE  DESCARTES. 

Deux  termes  consécutifs  d'une  suite  a,  b,  c,  .  ,  . ,  /  for- 
ment une  permanejice  lorsqu'ils  sont  de  même  signe  et 
une  variation  lorsqu'ils  sont  de  signes  contraires;  nous 
appellerons  variations  ou  permanences  d'un  polynôme 
F(x)  ou  d'une  équation  F(a7)i=o  les  variations  ou  les 
permanences  que  présente  la  suite  des  termes  de  F(x). 
Ceci  posé,  voici  en  quoi  consiste  le  théorème  de  Descartes. 

Théouème  I.  —  ikSi  F(a.  )  =0  désigne  une  équation  algé- 
brique dans  laquelle  F(.r)  représente  un  polynôme  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  de  x,  le  nombre  des  ra- 
cines positives  de  ¥  [x)  .^  o  ne  pourra  jamais  surpasser  le 
nombre  des  variations  de  la  même  équation,  et  la  dif- 
férence entre  ces  deux  nombres,  si  elle  n'est  pas  nulle, 
est  toujours  paire. 
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Pour  démontrer  cette  proposition,  considérons  un  poly- 
nôme ordonné  par  rapport  aux  puissances  déci-oi  ssantes  de  x 

( I )  Ax'"  -h  ...  —  B.r'^  —  ...  -h  £.r!>  H-  .  .  . ±  S.r«. 

Le  signe  de  chaque  terme  ayant  été  mis  en  évidence,  nous 
supposerons  que  de  Ax^  à  —  Bx^  exclusivement  il  n'y 
ait  que  des  termes  positifs,  de  —  Bx"  à  +  CxP  exclusive- 
ment il  n'y  ait  que  des  termes  négatifs,  etc.,  le  signe  du 
dernier  terme  Sa:"  pouvant  être  quelconque. 

Multiplions  ce  polynôme  par  x  —  a,  a  désignant  une 
quantité  positive  ;  le  résultat  de  cette  multiplication  pourra 
s'écrire  comme  il  suit,  en  plaçant  l'un  au-dessous  de  l'autre 
les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  provenant  des 
produits  partiels  du  polynôme  par  x  et  par  —  a  : 


A.r' 


-H...-i-Cl.r-/^+iH- 


Dans  la  première  ligne,  les  coefficients  des  différents 
termes  sont  identiques  aux  coefficients  de  même  rang  dans 
le  polynôme  (i)  ;  dans  la  seconde  ligne,  les  termes,  à  partir 
du  premier  jusqu'au  terme  en  a:"+*  exclusivement,  ont  le 
signe  — ;  ces  termes  pourront  se  réduire  avec  certains 
termes  de  la  première  ligne,  mais,  en  tout  cas,  le  terme 
A.r'"+'  de  la  première  ligne  ne  se  réduira  avec  aucun  autre. 
Quant  au  terme  en  x"+',  il  a  encore  le  signe  — ,  puisqu'il 
provient  du  produit  par  — «du  terme  en  x"+'  dans  le  po- 
lynôme (i),  terme  positif  par  hypothèse;  -en  se  réduisant 
avec  le  terme  immédiatement  supérieur  dans  la  première 
ligne,  il  fournira  un  terme  négatif  en  x""^'  au  produit 
total.  Le  même  raisonnement  prouve  qu'au  produit  total  le 
terme  en  a:^+*  a  le  signe  -F,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que 
les  termes  en  x"'+',  x"+^,  x^+',  ...  du  produit  cherché 
ont  les  mêmes  signes  que  les  termes  en  x"^j  x"^  xP,  . . . 
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du  multiplicande  (i)  ;  donc,  jusqu'au  terme  en  œ^\  r  dési- 
gnant l'exposant  du  terme  à  partir  duquel  le  multiplicande 
ne  présente  plus  que  des  permanences,  le  produit  présente 
au  moins  autant  de  variations  que  le  multiplicande.  J'a- 
joute que,  si  ce  nombre  n'est  pas  le  même  au  multiplicande 
et  au  produit,  la  différence  est  nécessairement  un  nombre 
pair;  en  efî'el  : 

Si  l'on  considère  deux  termes  présentant  des  signes  con- 
traires, pour  passer  de  l'un  à  l'autre  il  a  fallu  changer  de 
signe  un  nombre  impair  de  fois;  chaque  changement  de 
signe  représentant  une  variation,  ils  comprennent  un 
nombre  impair  de  variations.  Si  l'on  considère  alors  les 
termes  en  x^"^^  et  en  x"+<  du  produit,  on  voit  qu'ils 
comprennent  un  nombre  impair  de  variations;  les  termes 
en  x^  et  en  x^  au  multiplicande  en  comprenant  une,  la 
différence  est  un  nombre  pair.  Ce  qui  vient  d'être  dit  ào, 
Tintervalle  compris  entre  les  termes  en  x^  et  x"  pourrai\ 
se  répéter  pour  les  autres  intervalles  qui  correspondent  à 
une  variation  du  multiplicande;  en  sorte  que,  depuis  le 
terme  en  x"^"^^  jusqu'au  terme  en  x^+'  inclusivement,  le 
produit  possède  un  nombre  pair  de  variations  de  plus  que 
le  multiplicande. 

Mais  le  dernier  terme  rp  Sax"  du  produit  est  évidem- 
ment de  signe  contraire  au  terme  en  x''^^  :  il  y  a  donc  là 
un  nombre  impair  de  variations  qui  n'ont  pas  leurs  corres- 
pondantes au  multiplicande;  donc  le  produit  présente  au 
moins  une  variation  de  plus  que  le  multiplicande,  et  en 
tout  cas  un  nombre  impair  de  variations  de  plus  que  le 
multiplicande. 

En  résumé,  si  l'on  multiplie  par  x  —  a  un  polynôme  à 
coefficients  réels,  le  produit  présente  un  nombre  impair 
de  "variations  de  plus  que  le  multiplicande. 

Ceci  posé,  considérons  une  équation  algébrique  à  coef- 


k 
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fîcients  réels 

(2)  F(x)  =  o. 

Appelons  X  le  quotient  de  F  (x)  par  le  produit  de  ses  fac- 
teurs linéaires  correspondant  aux  racines  positives  de  Vé- 
quation  (2)  ;  siX  n'est  pas  une  quantité  indépendante  deo:, 
ce  sera  un  polvnôme  qui  pour  a:  =  o  et  x  =  co  conservera 
le  même  signe,  et  dont  le  premier  et  le  dernier  terme 
seront  par  conséquent  de  mêmes  signes  :  il  présentera 
donc  un  nombre  pair  de  variations.  Si  nous  multiplions 
alors  X  successivement  par  chacun  des  facteurs  linéaires 
de  F [x)  correspondant  à  ses  racines  positives,  on  intro- 
duira à  chaque  opération  un  nombre  impair  de  varia- 
tions et  l'on  reproduira  finalement  le  polynôme  F[x),  Soit 
alors />>  le  nombre  des  racines  positives  de  F  (x),  le  nombre 
de  variations  de  F [x)  sera  un  nombre  pair  augmenté  de  jj 
nombres  impairs,  c'est-à-dire  un  nombre  pair  plus /:>  {*  L 

C.     Q.     F.    D. 

CouollaiueI.  —  Considérons  une  équation  à  coefficients 
réels  F(x)  =  o  et  sa  transformée  en  — x,  F( —  x)  =■  o, 
le  nombre  des  racines  négatives  de  F(x)  =  o  ne  pourra 
pas  surpasser  le  nombre  des  variations  de  la  transformée 
en  — X. 

CouOLLAUiE  II.  —  Si  une  équation  algébrique  a  toutes 
ses  racines  réelles,  le  nombre  des  racines  positives  est  égal 
au  nombre  des  variations,  et  le  nombre  des  racines  néga- 
tives est  é^al  au  nombre  des  variations  de  la  transformée 
en  — X. 

En  effet,  soient  m  le  degré  de  l'équation,  v  le  nombre 
des  variations,  v'\e  nombre  des  variations  de  la  transformée 
en  —  X,  p  le  nombre  des  racines  positives,  n  celui  des  ra- 
cines négatives.  Soient  Gx^  et  l\x^  deux  termes  consécu- 


(*)  Cette  démonstration  est  de  Gauss. 
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tifs  quelconques  de  l'équation.  Si  v  est  égal  au  —  i,  il  est 
évident  que,  si  ces  termes  présentent  une  variation,  les 
termes  correspondants  delà  transformée  en  — x  n'en  pré- 
senteront pas,  et  "vice  uej^sa.  Il  résulte  de  là  que,  relative- 
ment aux  deux  termes  Gx^,  Hx^  la  somme  des  variations 
de  l'équation  proposée  et  de  sa  transformée  en  — x  est  au 
plus  égale  à  i  si  a  —  v  est  égal  à  i ,  et  au  plus  égale  à  2  dans 
les  autres  cas.  Donc  cette  somme  est  toujours  égale  ou  in- 


férieure  à  [j.  — 

V.  On  a  donc 

.-M/<2(,='- 

c'est-à-dire 

(3) 

V  -h  v'  <m. 

Mais  on  a 

(4) 

pS.v^      nSi>' 

OU 

Mais,  puisque  l'équation  a  toutes  ses  racines  réelles, 

on  a  donc 

m^v  -\-  %>' . 

En  comparant  cette  formule  avec  (3),  on  en  conclut 

ou  bien 

Les  formules  (4)  donnent  alors 

p  =^  V,      n  r=p'. 
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Corollaire  III.  —  Toutes  les  Jois  qu'il  manque  un 
terme  entre  deux  de  mêmes  signes,  ou  deux  termes  entre 
deux  de  signes  contraires,  cette  circonstance  introduit  un 
couple  de  racines  imaginaires  au  moins. 

En  effet,  si  l'on  considère  deux  termes  consécutifs  Gx^, 
Hx\  la  somme  des  variations  de  la  proposée  et  de  la  trans- 
formée en  — X  relativement  à  ces  deux  termes  est 

0  s'il  manque    un    ternie  entre  G. r^  et  H x^  de  mêmes  signes. 

1  »  deux  termes  »  de  signes  contraires. 
I             ).           deux  termes               »                de  mêmes  signes. 

Dans  ces  trois  cas,  et  a  fortiori  s'il  manquait  plus  de  deux 
termes,  la  somme  des  variations  de  la  proposée  et  de  la 
transformée  en  — x  relatives  à  ces  deux  termes  serait 
au  plus  égale  à  pi  —  v  —  2.  On  peut  donc  écrire 

OU 

(i)  v-\-v'%m  —  25, 

s  désignant  le  nombre  de  fois  que  la  circonstance  en  ques- 
tion dans  l'énoncé  se  présente.  On  a  en  outre,  en  appelant  i 
le  nombre  de  couples  de  racines  imaginaires, 

(2)  m=z  n  -^  p  -\-  îj 

(  3  )  n  -\-p<i'-{-v'\ 

de  (i)  et  (3)  on  tire 

jiA-ptm  —  is\ 

ajoutant  avec  l'équation  (2),  on  a 
ce  qu'il  fallait  prouver. 
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VI.   —  DÉMONSTRATION  D'UN  LEMME  IMPORTANT. 

Théorème  I.  —  Soitf[x)  une  fonction  continue  ainsi  que 
sa  dérivée  pour  x  =  a;  si  l'on  af[a)=zo,f[x)  etj'{x) 
seront  de  mêmes  signes  pour  des  valeurs  de  x  un  peu 
supérieures  à  x,  et  de  signes  contraires  pour  des  valeurs 
de  X  un  peu  inférieures  à  a. 

Soit  m  l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine  a,  on  aura 

o[x)  n'étant  ni  nul,  ni  infini  pour  x  ~  a,  on  en  conclut 
d'où 


or,  si  X  est  suffisamment  voisin  de  a,   le   multiplicateur 

de  x~a  sera   très  voism  de  -  et  ~-l.  aura  le  si^ne  de 

X  —  aA\  passera  donc  commet  —  rz  du  négatif  au  positif 
quand  x  croîtra  en  passant  par  a,  ce  qui  démontre  notre 
théorème.  Cette  démonstration  suppose  que  ^' {x)  n'est 
pas  infini;  en  voici  une  autre  qui  n'est  pas  sujette  au  même 
inconvénient.  On  a,  par  la  formule  de  Taylor, 

f[x)  =f[a]+{x  -  a)f  [a  +  0(.r  -  a)], 
6  étant  compris  entre  o  et  i.  Si  l'on  faity(a)=  o,  on  a 

f(.r)  =  {x-a]f[a-\-0(x-a)]; 

f[a-h6{x  —  a)]  est  de  même  signe  quef'{x)  si  x  est  suf- 
fisamment voisin  de  a  :  le  théorème  se  trouve  donc  ainsi 
établi  pour  le  cas  o\if'[x)^o. 

4- 
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On  peut  encore  démontrer  le  théorème  suivant: 

Théorème  II. —  Soit  /{x)  luie  fonction  qui  s'annule 
pour  x=a,  mais  en  restant  contijiue  ainsi  que  ses  dérivées; 
soitf"[x)  la  première  de  ces  dérivées  dijjc rente  de  zéio 
pour  X  =  a;  si  l'on  désigne  par  s  une  quantité  positive 
suffisamment  petite,  f[a  ±  z)  aura  le  signe  de  (it=  i  )"/''  (^)- 

En  effet,  la  formule  de  Taylor  donne 

/[..d=s)r=/(.)±3/'(«^..^^;^/'^(«dr5s); 
oi,f{a),f{a),  .  .  .,  f"~^[ci)  étant  nuls,  on  a 

or,  f'^[a±Oz)  est  de  même  signe  que  y'' (a),  si  €  est  assez 
petit;  le  théorème  est  donc  démontré. 

VIL  __  THÉORÈIME  DE  ROLLE. 

On  donne  aujourd'hui  le  nom  de  théorème  de  Rollè  à 
des  théorèmes  qui  sont  des  généralisations  plus  ou  moins 
étendues  d'un  théorème  énoncé  par  RolJe,  et  dont  il  a  fait 
usage  dans  une  méthode  qu'il  avait  inventée  pour  la  réso- 
lution des  équations  et  à  laquelle  il  a  donné  le  nom  de 
méthode  des  cascades  (*). 


(*)  Rolle  donne  le  nom  de  cascades  à  une  équation  Qlgébrique/(a:)  =  o, 
dans  laquelle /(x)  est  un  polynôme  entier,  et  aux  équations  f'{x)  =  o, 
/"{x)  =  o,  ...;  il  appelle  hjpothèses  d'une  cascade /'(jr-;  =  o,  les  ra- 
cines de  l'équation /'+'(a:)=  o  et  une  limite  supérieure  des  racines  de 
f\x)  =  0.  Enfin  il  appelle  racines  effectives  d'une  équation  ses  racines  po- 


Sil:ve.s. 
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Voici  mainlenanl  l'énoncé  du  théorème  de  Rolle  textuel- 
lement copié  dans  son  Algèbre  (  1690)  : 

(c  Loj'squil y  a  des  racines  effectives  dans  une  cascade, 
les  hypothèses  de  cette  cascade  donnent  alternativement 
l'une  -f-  et  l'autre  — .  » 

Nous  ferons  d'abord  quelques  remarques  ;  nous  rappel- 
lerons que  (t.  II,  p.  i65)  : 

Si  f[x)  s'annule  pour  x  =  a  et  x  =:h  et  a  une  dérivée 
bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  b,f'[x)  s' annulera  pour  une  valeur  c  de  x 
comprise  entre  a  et  h. 

En  particulier: 

SiJ{x)  est  un  polynôme  entier ,  deux  racines  réelles 
de  l'équation  f{x)=^o  comprendront  au  moins  une 
racine  de  V équation  f  [x)  =  o. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  : 

f{x)  désignant  toujours  un  polynôme  entier,  deux 
racines  consécutives  a  et  b  def(x)  =  o  compremient  tou- 
jours un  nombre  impair  de  racines  def'[x)  =  o. 

En  effet,  soit  s  une  quantité  positive  assez  petite  pour  que 

ni  f[x)  inf\x)  ne  change  de  signe  quand  x  varie  entre 

a  et  a  -h  e  ou  entre  b  — £  et  è  ;  d'après  le  lemnie  démontré 

1              ,    ,,             f'[a-\-z]        f'(h  —  z] 
au   paragraphe  précèdent,  ^t^ ^r  et -777- ^seront de 

signes  contraires;  mais,  a  et  b  étant  racines  consécu'iy^es 
àef{x),J\a-\-  z)  Qlf(b  —  e)  sont  de  mêmes  signes;  donc 
f'[a-\-e)  elf'[b — e)  sont  de  signes  contraires;  donc 
entre  a -f-  e  et  b  —  e,  ou  entre  a  et  ^,  il  y  a  un  nombre 
impair  de  racines  àQf'(x)  =  o. 
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Ce  théorème  s' appliquerait  encore  à  une  fonction  trans- 
cendante continue  entre  a  et  b  f{x),  si,  entre  a  et  b, 
f{^x)  =  o  n'avait  que  des  racines  d' un  ordre  de  multipli- 
cité entier.  En  effet,  rien  n'a  supposé /"(x)  entier  dans 
notre  raisonnement;  on  a  seulement  admis  que,y^'(a  +  s) 
e\,f'[b  —  e)  étant  de  signes  contraires,  <2 -f- e  et  Z»  —  e 
comprenaient  un  nombre  impair  de  racines  de/'(x)=  o. 
Ce  qui  n'est  pas  vrai  pour  toutes  les  formes  de/(x). 

Il  résulte  de  la  remarque  précédente  que  : 

Entre  deux  racines  de  f'[x)=o  consécutis^es,  il  ne 
peut  exister  plus  d'une  racine  de  /\x)=o;  sans  quoi, 
entre  deux  racines  de/{x)  =  o,  il  n'y  aurait  pas  toujours 
une  racine  def'{x)  =  o. 

De  toutes  ces  remarques  résulte  le  théorème  de  Rolle, 
que  nous  traduisons  en  langage  moderne  ; 

Théorème  de  Rolle.  —  Soit  J(x)  un  polynôme  entier] 
soient  a,  b,  c^  ...,  l  les  racines  réelles  def  (x)  =  o  rangées 
par  ordre  de  grandeur  croissante.  Formons  la  suite 

f(-co),f{a),f[b),    ...,/(0,  /(co). 

Elle  présejitera  autant  de  ^variations  que  l'équation 
f[x)  =  o  aura  de  racines  réelles,  et  les  quantités  —  co  , 
a,  b,  ...,  Z -i- 00  serviront  à  séparer  les  racines  de 
f[x)  =  o,  c'est-à-dire  quesif{a)etj\b)  sojit,  par  exemple, 
de  mêmes  signes,  il  nj  aura  pas  de  racines  de  Jix) 
entre  a  et  b,  tandis  qu'il  n'y  en  aura  quune  si  f{^a)  et 
f[b)  sont  de  signes  contraires . 

En  effet,  soient  p  et  q  deux  termes  consécutifs  de  la  suite 
—  co  ,  a,  b,  . .  . ,  /  -f-  co  ;  entre  p  et  q  il  ne  peut  y  avoir  au 
plus  qu'une  racine  def[x)  =  o;  ily  en  aura  une  si  /{p) 
et  f(q)  présentent  une  variation,  il  n'y  en  aura  pas  s'ils 
présentent  une  permanence. 
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Corollaire.  —Pour  qu'une  équation /(^)  =  o, /(x) 
désignant  un  polynôme  entier,  ait  toutes  ses  racines  réelles, 
il  faut  et  il  suffit  que,  a^b,  ..  .,  l  désignant  les  racines  de 
f  [x)  .—  o,  i"  toutes  ces  racines  soient  réelles;  i"^  qu'étant 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  la  suite 

ne  présente  que  des  variations. 

Nous  appliquerons  ces  considérations  à  la  recKerclie  de 
la  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation 

(1)  x^-^px-\-q=zO', 

sa  dérivée  est 

(2)  ?>.T^-hp=^0. 

Si  l'équation  (i)  a  toutes  ses  racines  réelles,  l'équation  (2) 
aura  ses  racines  réelles  aussi.  Il  faut  donc  que  p  soit 
négatif  pour  que  Téquation  (i)  ait  toutes  ses  racines  réelles; 
mais  il  faut  en  outre,  et  il  suffit,  que  les  racines  de 
l'équation  (2),  substituées  à  la  place  de  x  dans  l'équation  (i), 
fournissent,  la  première  un  résultat  positif,  la  seconde  un 
résultat  négatif. 

Les  racines  de  (2)  sont  ih  *  /  —  ^-  en  substituant  ces 
valeurs  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  on  a 


I-- 


en  prenant  le  signe  — ,  on  devra  donc  avoir 


ou  bien 

"■3 


'V-f-'>"' 
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ce  qui  a  lieu  si  ^  >  o  et  ce  qui  donne,  si  ^  <  o, 

—  -h  4-  <  o  ; 

27       4 

en  prenant  le  signe  H-  devant  le  radical,  on  aura  au  con- 
traire 


(4) 


-\/-|+^v/~  5 +  ''<"' 


ce  qui  a  lieu  si  ^  <  o  et  ce  qui  fournit  le  même  résultat 
que  tout  à  l'heure  si  (7  >  o  ;  ainsi  ^  -j-  i."  <^  o  est  1 


7        4 


a  con- 


dition de  réalité  des  racines.  Si  Ton  veut  savoir  dans  quel 
cas  les  racines  sont  égales,  il  suffit  d'exprimer  que  les 
équations  (i)  et  (2)  ont  une  racine  commune  :  le  résultat 
auquel  on  arrive  ainsi  est  l'une  des  formules  (3)  ou  (4), 
dans  laquelle  on  remplacerait  le  signe  >  ou  <  par  =. 
On  est  donc  conduit  à  l'équation  de  condition 


/?^  .    (f 


1      4 


=  o, 


Pour  que  l'équation  (i)  ait  ses  trois  racines  égales,  en 
d'autres  termes,  pour  que  x^  -\-px  -f-  q  soit  un  cube  parfait, 
il  faut  que  l'équation  (2)  ait  deux  racines  égales,  ce  qui 
ne  peut  avoir  lieu  que  si  p  =  o\  mais  alors  l'équation  (1) 
se  réduit  à 


3  H-  ry  =  0. 


Pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  égales,  il  faut 
que  c/=zo.  Du  reste,  x  =  o  satisfaisant  à  l'équation 
dérivée,  x  =  o  devait  satisfaire  à  l'équation  (i),  ce  qui 
exigeait  que  l'on  eût/?  =  </  —  o. 
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VIIÏ.   —   THÉORÈME  DE  BUDAN  ET  FOUEIER   {*). 

Théorème.  —  SoitF{jo)  =  o  une  équation  algébrique; 
si  l'on  considère  la  suite 

(0  F(./:),  F'(x),   F'(^),    ...,   F-(x), 

formée  de  la  fonction  F(x)  et  de  ses  dérivées,  et  les  deux 
suis^antes  : 

(^)  I'(«)^    F'(a),    F'Va),     ...,    F-(a), 

(^)  F(.5),    F'(.3),   F'^(.S),    ...,    F-(/3), 

dans  lesquelles  a  représente  un  nombre  inférieur  à  (3  ;  .9/, 
de  plus,  on  désigne  par  v  le  nombre  des  variations  de  la 
suite  (2)  et  par  v'  le  norabre  des  variations  de  la  suite  (3), 
1^  On  aura  toujours 


2°  Si  l'on  désigne  par  N  le  nombre  des  racines  de 
Y[x)  —  o  comprises  entre  a  et  [3,  on  aura 

3^^  Enfin,  la  différence  [ç—v')~l^  sera  toujours  un 
nombre  pair. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  observons  d'abord  que 
le  nomljre  des  variations  de  la  suite  (i)  ne  peut  changer 
que  si  l'un  des  termes  passe  par  zéro  ;  le  dernier  terme  étant 


(*)  Ce  théorème,  trouvé  à  peu  près  en  même  temps  par  Fouiier  et  par 
r-udan,  a  eu  un  grand  succès,  mais  il  a  beaucoup  perdu  de  son  importance 
après  la  découverte  du  thcorème  de  Sturm  que  Ion  va  lire  ci-après  ;  quoi 
qu'il  en  soit,  le  théorème  de  Budan,  moins  parfait  en  théorie  que  celui  de 
Sturm,  est  d'une  application  assez  facile,  tandis  que  celui  de  Sturm  rebu- 
tera souvent  le  calculateur  le  plus  intrépide. 
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indépendant  de  x,  nous  n'aurons  que  deux  cas  à  examiner. 

1°  Le  premier  terme  de  la  suite  (i)  passe  par  zéro  pour 
X  =  X;  soit  F^[jo)  la  première  dérivée  de  F[x)  qui  ne  s'an- 
nule pas  pour  jo  =  l;  F(X-f-e),  F'(X-he),  ...  seront 
de  même  signe  queF'^(X);  quanta  F(X  —  ê),F'(X  —  s),  .  .  ., 
ils  seront  alternativement  de  même  signe  et  de  sign*^. 
contraire  à  F'^{X),  en  sorte  que  le  passage  par  1  fera  perdre 
à  la  suite  (i)  |w  variations.  Or,  nous  avons  vu  (p.  i3)  que, 
si  F^{x)  était  la  première  dérivée  de  F[x)  qui  ne 
s'annulait  pas  pour  x  =  'kjF[x)  =  o  avait  fj.  racines  égales 
à  X  ;  on  peut  donc  dire  que,  toutes  les  fois  que  x  passe  par 
une  racine  de  F  (x)  =  o,  la  suite  (i)  perd  une  variation, 
une  racine  multiple  d'ordre  (x  étant  considérée  comme 
jouant  le  même  rôle  que  p.  racines  simples. 

2"  Si  l'un  des  termes  F^[x)  de  la  suite  (i)  passe  par 
zéro  pour  ^  =  X,  F(X)  étant  censé  différent  de  zéro,  nous 
supposerons  F^'~*  (X)  différent  de  zéro.  Soit  alors  F-/(x) 
la  première  dérivée  de  F^(x)  qui  ne  s'annule  pas  pour 
.r=  X;  F*{X-f- g),  F^'+<  (X -f- e),  ...  seront  de  même  signe 
que  F^'(X),  etF'(X— g),  F'+<(X  — s),  ...  seront  alterna- 
tivement de  môme  signe  et  de  signe  contraire  à  F^(X).  Le 
passage  par  X  a  donc  fait  perdre  à  la  suite  (i)  un  certain 
nombre  de  variations,  et,  comme  F^~^  [x)  et  FJ[x)  n'ont 
pas  changé  de  signe,  le  nombre  des  variations  comprises 
entre  ces  termes  n'a  pas  changé  de  parité. 

En  résumé,  x  variant  de  a  à  (3,  la  suite  (i)  a  perdu  un 
nombre  pair  de  variations  (ou  zéro  v^ariations)  par  ses 
termes  intermédiaires,  et  un  nombre  de  variations  N 
égal  à  celui  des  racines  comprises  entre  a  et  (3  par  son 
premier  terme  ;  on  a  donc 

1^  —  t^'  m  JN  -f-  un  nombre  pair. 

C.     Q.    F.    D. 
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12.   —  THÉORÈME  DE  STURM. 

Aucun  des  théorèmes  précédents  ne  peut  servir  à  sé- 
parer à  coup  sûr  les  racines  d'une  équation,  mais  ils 
suffisent  dans  la  plupart  des  cas.  Au  contraire,  le  théorème 
que  l'on  va  démontrer  permet  de  décider  combien  il 
existe  de  racines  réelles  d'une  équation  algébrique  com- 
prises entre  deux  limites  données  ;  il  est  à  regretter  que 
ce  théorème  soit  d'une  appHcation  aussi  pénible. 

Théorème  I.  —  Soient  Vq  un  polynôme  entier  e/2  x,  V< 
sa  dérivée;  divisons  Vo  par  Y^  ;  soient  Qi  le  quotient  et 
—  V2  le  reste;  divisons  \^  par  Vo  ;  soient  Q2  le  quotient 
et  —  V3  le  reste,  et  ainsi  de  suite.  Supposons  que  Véqua- 
tionYo  =  o  n'ait  pas  de  racines  égales  [et  ton  peut 
toujours  faille  en  sorte  qu'il  en  soit  ainsi),  on  finira  par 
tomber  sur  un  reste  numérique  différent  de  zéro  que 
nous  désignerons  par  —  V„  ;  ceci  posé,  le  nombre  des 
racines  réelles  de  Vq  =  o  comprises  entre  deux  limites 
données  a.  et^  est  égal  au  nombre  de  variations  que  perd 
la  suite 

il]  V.     V,     V  ^" 

quand  x  varie  de  a  à  [3. 

D'après  la  définition  des  quantités  Vo,  Y,,  ...,  V,,, 
Q<?  Q2>  •  .  • ,  on  doit  avoir 


V.Q.--V,. 


Or,  1°  deux  fonctions  V/_i,  V,-  consécutives  de  la  suite  (i' 


I 
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ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois,  sans  quoi  de 

on  déduirait  V/+,  =  G  et  par  suite  V/^.  =  o,  etc.,  enfin 
V//  =  o,  ce  qui  est  contre  notre  hypothèse,  V,,  étant  sup- 
posé indépendant  de  x;  2^  si  l'une  des  quantités  Vo,  V,, 
Vo,  .  .  .  s'annule,  celle  qui  la  précède  et  celle  qui  la  suit 
immédiatemeat  sont  de  signes  contraires;  si,  en  effet, 
dans  l'équation  (2)  on  fait  V/=  o,  on  a  V/_<  —  —  V,-+,. 
Il  résulte  de  là  que  le  passage  par  zéro  d'une  des  fonc- 
tions Vi,  Vo,  .  .  .,  V„_i  n'altère  pas  le  nombre  des  varia- 
tions de  la  suite  (i).  En  effet,  V/_4  et  V/+,  ne  pouvant 
s'annuler  avec  V/  conservent  leur  signe  quand  V/  change 
de  signe;  or,  V,_,  et  V/^,  étant  de  signes  contraires,  on  ne 
peut  avoir  avant  et  après  le  passage  de  V/  par  zéro  que  les 
combinaisons  de  signes  suivantes  : 


Pour  V,. 
Pour  V, 
Pour  V;. 


1_ 


qui  présentent    constamment    une  seule    variation-,    mais 
quand  Vq  passe  par  zéro,  d'après  ce  que  nous  avons  vu 


l   est    d'abord   de    signe   contraire    à  ¥< 


pui 


après  le  passage,  de  môme  signe  que  V,  ;  la  suite  (i) 
perd  donc  une  variation,  et  à  chaque  racine  de  Vq  =  o 
correspond  ainsi  une  variation  per4ue;  donc  enfin  le 
nombre  total  de  variations  perdues  par  la  suite  (1), 
quand  x  varie  de  a  à  ,6,  est  bien  égal  au  nombre  des 
racines  de  Vq  =  o  comprises  dans  cet  intervalle. 

G.  Q.  F.   D. 

On  peut  considérablement  généraliser  le  théorème  de 
Sturm,  ainsi  que  Sturm  lui-même  l'a  fait,  et  lui  donner  une 
forme  qui  le  rend  infiniment  plus  utile  dans  les  applica- 
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lions;  car,  il  faut  l'avouer,  si  le  théorème  de  Stiirm,  tel  que 
nous  venons  de  l'énoncer,  permet,  théoriquement,  de 
séparer  les  racines  d'une  équation  comprises  entre  des 
limites  données,  il  est  d'une  application  presque  impos- 
sible, à  cause  de  la  longueur  des  calculs  qu'il  exige.  Voici 
le  nouvel  énoncé  dont  nous  voulons  parler  : 

Théorème  II.  —  Si  l'on  a  une  série  de  fonctions  de  x, 
continues  entre  les  limites  a  et  ^,  de  la  variable  (  a  <^  [3  ), 
à  savoir  ^ 

(0  Vo,   V,,   V^,    ...,   V,„,    ...,   V, 

satisfaisant  aux  cojiditions  suis>antes  : 

1^  Deux  fonctions  consécutives  V„^,  Vm^^  ne  s' annulent, 
jamais  pour  la  même  valeur  de  x  ; 

2^  Quand  l'une  des  fonctions  Y  m  s'annule,  celle  qui  la 
précède  et  celle  qui  la  suit  sont  de  signes  contraires; 

Z^  La  dernière  (ou  la  première)  fie  change  jamais  de 
sigjie  quand  x  varie  de  a  à  (5, 

Le  nombre  des  racines  réelles  de  Vq  =  o  [ou  de 
V,i  =  o)  comprises  entre  cl  et  fj  est  égal  ou  inférieur  à 
la  différence  qui  existe  entre  le  nombre  de  variations 
que  présente  la  suite  (i)  pour  x  =  ex.  et  x  =  ^. 

En  effet,  la  suite  (i)  ne  peut  gagner  ou  perdre  des  varia- 
tions que  par  son  premier  (ou  par  son  dernier  terme),  et  à 
chaque  variation  gagnée  ou  perdue  correspond  une  racine 

de  Vo=  G  (ou  V„=  o). 

Théoi'.eme  III.  —  Si,  toutes  les  conditions  du  théorème 
précédent  étant  remplies  pour  la  suite  (i),  quand  la 
fonction  Vo  [ou  V„)  s'annule,  la  fonction  Y^  [ou  Y  n-\) 
est  de  signe  contraire  à  Vq  [ou  à  V„)  avant  le  passage 
de  cette  fonction  par  zéro  et  de  même  signe  après,  la 
suite    (i)   perdra   nécessairement    autant    de    variations 
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quand  on  y  fera  successivement x  =  a,  .r  =  (3,  queYo  =  o 
[ou  Y,i  =  o)  a  de  racines  réelles  comprises  entre  a  et  j3. 

Si  Vo  {ou  V;ï)  était  de  même  signe  que  V<  [ou\n-\) 
avant  le  passage  par  zéro  et  de  signe  contraire  après,  la 
suite  (i)  gagnerait  nécessairement  autant  de  variations 
que  Vo  =  o  (oït  V„  =  o)  a  de  racines  réelles  entre  cf.  et  p. 

En  efFet,  les  variations  ne  pouvant  se  perdre  on  se  gagner 
qne  par  le  premier  (ou  par  le  dernier  terme),  chaque  fois 
que  X  passera  par  une  racine  de  Vo=  o  (ou  de  V«=  o),  il 
se  perdra  une  variation  si  Vi  (ou  V«_i)  est  d'abord  de 
signe  contraire  à  Vo  (ou  V„);  il  se  gagnera  une  variation 
si  Vi  (ou  V„_,  )  est  d'abord  de  même  signe  que  Vo  (ou  V„). 

Pour  faire  comprendre  l'utilité  de  ces  théorèmes,  nous 
allons  en  faire  quelques  applications. 

Première  application.  —  Le  théorème  1  est  encore  vrai 
quand  l'équation  Vo  "  o  a  des  racines  multiples. 

\,i  dans  ce  cas  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
Vo  et  V,.  Divisons  tous  les  termes  de  la  suite 

par  V„  et  soient 

Uo,  Ui,  ...,U„ 

les  quotients;  de  l'égalité 
on  conclut 


-•<•+•; 


Donc  :  i°U/_,  etU^  ne  peuvent  s'annuler  en  même  temps, 
sans  quoi  U/+,,  U/+2,  ...  et  {]m=  i  seraient  nuls,  ce  qui 
est  absurde;  2«  quand  U,=  o,  U/+,  et  U/_i  sont  de 
signes   contraires;   3«  V„^=^l  ne  change  pas  de   signe; 
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4°  comme  on  a  — ^  =  -- ,  — ^  passe  comme  -^  du  négatif  au 

positif  quand  Uq  ou  Vq  s'annule  ;  donc  enfin  le  nombre  des 
racines  réelles  de  Uq  =  o  ou  de  Vq  =  o,  abstraction  faite  de 
leur  degré  de  multiplicité,  comprises  entre  a  et  p  est  égal  au 
nombre  des  variations  perdues  par  la  suite  Uo,  U^  .  .  . ,  U« 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suite  Vo,  V< ,  .  .  .  ,  V,/, 
quand  on  fait  successivement :r  =  a,. ^=  [j.  c.  q.f.  d. 

DEuxiiiME  APPLICATION.  —  Gonsidérons  la  fraction  con- 
tinue 

^1 


Appelons  Qo  Q2>  Q35  •  •  •  les  dénominateurs  des  réduites 
successives,  et  supposons  «i,  n^,  <^3,  ...  positifs;  nous 
aurons  Q,  =  x,  Qa—  X'  —  ^2,  Q3  =  ^^  — jr(«2-f-  ^h),  •  •  • 
et,  en  général. 

Si  l'on  suppose  n  =  i  dans  cette  formule,  elle  servira  à 
définir  le  terme  Qo  =  —  indépendant  de  x.  Ceci  posé,  con- 
sidérons  la  suite 

Qo.  Qu  Qo.    ...,  Qm- 

1°  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  pas  s'annuler 
en  même  temps,  car  en  vertu  de  l'équation  (  2  ) ,  si  Q;^  =  o  et 
Qn+i  ~  o,  on  aura  Q^-i  ~  o,  ...  et  Qo  =  o,  ce  qui  est  ab- 
surde. 2*^  Toujours  en  vertu  de  (  2),  si  Q,^  =  o,  Qn+i  et  Qn-i 
sont  de  signes  contraires.  3^  Qo  a  un  signe  constant.  Pour 
00  =  —  00  ,  la  suite  n'a  que  des  variations  ;  pour  x  =  -h  00  , 
elle  n'a  que  des  permanences;  donc  Qm=  o  a  au  moins 
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m  racines  réelles;  or  Q„,  est  de  degré  7n;  donc  Q,„=  o  a 
tontes  ses  racines  réelles.  Résultat  d'autant  plus  curieux 
que  Ton  n'a  même  pas  l'expression  générale  de  Q„,. 

Un  dernier  mot  sur  le  théorème  de  Sturm. 

Le  théorème  de  Sturm  donne  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  qu'une  équation/(x)  =  o  ait  toutes  ses 
racines  réelles  (ou  comprises  entre  a  et  jS).  Pour  trouver 
ces  conditions,  il  suffit  de  substituer  à  la  place  de  x,  dans 
la  suite  des  fonctions  de  Sturm,  —  oo  et  -h  co  (ou  a  et  (3) 
et  d'exprimer  que,  pour  ]a  première  valeur  de  x,  la  suite  ne 
présente  que  des  variations,  et  que  pour  la  seconde  valeur 
de  X  elle  ne  présente  que  des  permanences. 

Par  exemple,  considérons  l'équation 

Les  fonctions  de  Sturm  sont 

Si  l'on  fait  x  =  —  oo  et  .r  =  -h-  00  ,  on  trouve 

~  CO  -f-  CO  /?.    X         —  (27  <7'2-J-  4^3^,, 

4-CQ  -4-  CO  —p.-J^         _(2.^  ^2_j_4y.^3)^ 

Sil'ona/;<oet  — (4/;3-^-27r/)>oou4/;3_|_2-.^2^o^ 
la  première  suite  n'aura  que  des  variations  et  la  seconde 
n'aura  que  des  permanences,  et,  comme  4p^-i-  27</^<o 
entraîne  la  condition  p<^o,  il  en  résulte  que  4/?^  -f-  27  q-<^  o 
est    la  condition   de   réalité    des    racii^es    de    l'équation 

X^-h  pX-\-  q=i  o. 

X.  —  MÉTHODE  DE  CAUCHY  POUR  LA  SÉPARATION  DES  RACINES 
IMAGINAIRES  DES  ÉQUATIONS. 

La  méthode  de  Cauchj   consiste  dans  l'application  du 
théorème  suivant  : 
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Soit  2  7rN  la  quantité  dont  uarie  l'argument  de  la 
fonction  entière  F(z)  quand  le  point  z  décrit  un  contour 
fermé  G;  le  nombre  des  racines  de  F(z)=o  contenues 
dans  le  contour  G  est  précisément  égal  à  N. 

Lemme.  ~  Quand  le  point  z  décrit  le  contour  G,  l'argu- 
ment de  z  —  a  croît  de  zéro  ou  de  21:  selon  que  le  point  a 
est  extérieur  ou  intérieur  au  contour.  (Le  contour  sera 


toujours  supposé  décrit  par  un  personnage  qui  aurait  l'aire 
du  contour  à  sa  gauche  :  c'est  de  cette  manière  que  l'on 
peut  définir  le  sens  positif  en  Trigonométrie,  quand  le 
mobile  qui  décrit  les  arcs  se  meut  sur  la  circonférence 
du  cercle  trigonométrique.) 

En  effet,  soient  OZ  la  droite  qui  représente  l'imagi- 
naire z,  OA  (  ou  OA')  la  droite  qui  représente  la  quantité  a  ; 
la  droite  AZ  (ou  A'Z)  représentera  z  —  a  (t.  II,  p.  66),  et 
l'argument  de  z  —  a  sera  l'angle  X'AZ  (ou  X^'A'Z)  que  AZ 
(ou  A'Z)  fait  avec  l'axe  fixe  OX  (^^.  i). 

Si  le  point  A  qui  représente  l'imaginaire  a  est  intérieur 
au  contour,  on  voit  que  l'argument  X'AZ  de  z  —  a  varie 
de  2  7r  quand  le  point  Z  décrit  le  contour  et  revient  à  son 
point  de  départ.  Au  contraire,  si  le  point  A^  qui  représente 

a  est  extérieur  au    contour,  l'argument  de    z a   varie 

entre  deux  limites  qui  sont  données  par  les  tangentes 
extrêmes  menées  de  A'  au  contour  et  que  le  rayon  A'Z  ne 
doit  pas  franchir.  Get  argument  reprendra  alors  sa  valeur 
primitive  quand  le  point  Z  reviendra  à  son  point  de  départ. 

C.    Q.     F.     D. 
L.  —  Algèbre,   ni.  5 
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Passons  à  la  démonstration  du   théorème.   Soit 

l^{z]=z{z~a){z—b).  ..[z  —  l). 

Ona(t.  Il,  p.  68) 

argF(z)==arg(s  — rtî)  +  arg(3  —  ^)-!-.  » . -!- arg(z  — /). 

Si  le  point  z  décrit  le  contour  C,  les  arguments  des 
binômes  {z  —  a)  pour  lesquels  a  est  intérieur  à  C  croî- 
tront de  277,  les  arguments  des  autres  binômes  reprendront 
leurs  valeurs  primitives.  Donc  l'argument  de  F{z)  aura 
précisément  varié  d'autant  de  fois  zn  que  l'équation 
F(z)  =:^  o  possède  de  racines  à  l'intérieur  du  contour. 

Nous  supposons,  bien  entendu,  qu'il  n'existe  pas  de 
racine  de  F(z)  sur  le  contour  même,  ce  dont  on  s'aperce- 
vrait d'ailleurs  en  faisant  varier  z  sur  ce  contour. 

Le  nombre  2N  est  égal  à  la  différence  eiitre  le  nombre 

de  fois  que  le  rapport  ^-  devenant  infini  passe  du  positif 

au  négatif  et  le  nombre  de  fois  oii  il  passe  du  négatif  au 
positif,  les  fonctions  o  et  ^  étant  données  par  la  formule 

F(z)^r:,p-4-^^S/--I. 

En  effet,  si  l'on  suppose  que  sur  le  contour  G  il  n'y  ait 
pas  de  racine  de  F  (z)  =  o,  (^  et  (p  ne  seront  jamais  nuls  à  la 

fois:  alors  i,  qui  est  la  tangente  de  l'argument  de  F(z), 
peut  devenir  infinie  sur  le  contour  C,  mais  ne  prend 
jamais  de  valeur  indéterminée.  L'argument  de  F(^)  est 
donc  lui-même  toujours  bien  déterminé.  Soit  (d  l'arc 
compris  entre  -  -  et  .-  ^  q"i  a  pour  tangente  *,  l'argu- 
ment  de  F(^)  sera  w  --  /r^,  k  désignant  un  entier.  Faisons 
cheminer  le  point  z  sur  le  contour  G.  Tant  que  -  reste  fini, 
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l'argument  de  F(^)  reste  compris  entre  les  mêmes  mul- 
tiples de  ^^  mais,  si9(^)  s'annule,  ^  devient  infini  et  l'ar- 

jument  de  F(^)  passe  par  un  multiple  de  -•  Alors  ; 

i'*  Si  -  ne  change  pas  de  signe,  l'argument  deF{^)  ne 
franchit  pas  le  multiple  de  -  qu'il  a  atteint. 

2*^  Si  -  passe  du  positif  au  négatif,  l'argument  de  F(^) 

qui  a  pour  tangente  -  franchit  un  multiple  de  -  en   crois- 
f  ^         •    2 

sant,  et  sa  valeur  devient  de  la  forme  w  -f-  {/f  -l-  i  )  tt. 

3"  Si  -  passe  du  négatif  au  positif,  l'argument  de  F{z) 

franchit  un  multiple  de  -  en  décroissant,  et  sa  valeur  prend 
la  forme  co  -i-  (/r  —  i  )  tt. 

Alors,  si  71  désigne  le  nombre  de  fois  que  -  devenan  t  infini 

? 
passe  du  positif  au  négatif,  7i'  le  nombre  de  fois  qu'il  passe 
du  négatif  au  positif,  la  valeur  de  l'argument  de  F{z), 
quand  z  aura  parcouru  tout  le  contour  G,  sera  de  la  forme 
a)  +  ^7:-i-(72  —  n')7:,  et  co  aura  repris  sa  valeur  initiale; 
donc  (tz  —  7/)  TT  est  la  variation  2  tt  N  de  l'argument  de  F  (z) . 

C.  Q.  F.  D. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

Exercices  sur  la  recherche  des  limites  des  racines  d'une  équation. 

1.  Si  l'on  considère  l'équation /(^)  =  o,  dans  laquelle  le  coefficient 
de  la  plus  haute  puissance  m  de  x  est  i,  si  l'on  appelle 

—  Ni^'^-««,   —  Na^r^»-"*,   ... 
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les  termes  négatifs  et  si  N/  et  Ny  sont  les  deux  plus  grandes  de» 
quantités  Ni,  Na,  ...,  y^N/ -t-  (/hj  sera  une  limite  supérieure  des 
racines  positives  de/(x)  =  o.  (Lagrange.) 

2.  Divisons  chaque  coefficient  négatif  de  l'équation /(x)  =  o  par  la 
somme  des  coefficients  positifs  qui  le  précèdent  :  la  plus  grande  des 
quantités  ainsi  formées  augmentée  dé  i  donne  une  limite  supérieure 
des  racines  de;/\x)  =  o.  (Bret.) 

3.  Cauchy  appelle  indice  d'une  fonction,  pour  une  valeur  a  de  la 
variable  qui  la  rend  infinie,  -h  i,  o,  —  i  suivant  que  la  fonction  passe 
en  devenant  infinie  du  positif  au  négatif,  ne  change  pas  de  signe,  ou 
passe  du  négatif  au  positif.  Cette  notion  de  l'indice  lui  a  été  très  utile 
pour  démontrer  d'une  manière  uniforme  tous  les  théorèmes  exposés 
dans  ce  Chapitre.  Lire  le  Mémoire  de  l'illustre  auteur  intitulé  :  Sur 
la  théorie  des  indices  des  fonctions  (XIX"  Cahier  du  Journal  de  V École 
Polytechnique  ) . 

4.  Dans  l'équation 

X^n+i  ^  Bx2«-1  -^  .  .  .  4-  X-  =  O, 

qui  ne  renferme  que  les  puissances  impaires  de  ^,  il  y  a  toujours  une 
racine  réelle  comprise  entre 


1 


g)-  et  -.g)-. 

(TCHEBYCHEFF.) 

Exercices  sur  le  théorème  de  Descartes. 

5.  Si,  en  multipliant  le  premier  membre  d'une  équation  algébrique 
par  X  —  «,  on  introduit  2^-4-1  variations,  elle  a  au  moins  ik  racines 
imaginaires.  , 

6.  Si,  dans  une  équation  ordonnée,  il  y  a  un  coefficient  nul  entre 
deux  coefficients  de  même  signe,  cette  équation  a  au  moins  un  couple 
de  racines  imaginaires,  et  au  moins  autant  de  couples  de  racines  ima- 
ginaires que  cette  circonstance  se  présente  de  fois. 

Si,  dans  une  équation  ordonnée,  il  existe  deux  coefficients  consécutifs 
nuls  entre  deux  autres  différents  de  zéro,  cette  équation  a  au  moins  un 
couple  de  racines  imaginaires. 
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Si,  dans  une  équation  ordonnée,  il  existe  trois  coefficients  consécutifs 
nuls  entre  deux  coefficients  de  même  signe,  cette  circonstance  décèle 
la  présence  d'au  moins  deux  couples  de  racines  imaginaires. 

Si,  dans  une  équation  ordonnée,  il  existe  quatre  coefficients  consé- 
cutifs nuls,  cette  équation  a  au  moins  deux  couples  de  racines  ima- 
ginaires, et  ainsi  de  suite. 

7.  Quand,  dans  une  équation  ordonnée,  il  existe  trois  termes  con- 
sécutifs en  progression  géométrique,  elle  a  des  racines  imaginaires. 
(En  effet,  soient  /-x'-t-  Xax'+i-f-  /?-a2a:'+2  ces  trois  termes.  En  multi- 
pliant le  premier  membre  par  i  -  ax,  on  obtient  une  nouvelle  équation 
dans  laquelle  il  existe  deux  termes  consécutifs  nuls.  )      (De  Gua.  ) 

8.  Quand,  dans  une  équation  ordonnée,  il  existe  quatre  termes  consé- 
cutifs en  progression  arithmétique,  elle  a  des  racines  imaginaires.  (En 
effet,  soient  ax^'-h(a-+-p)^i+i-H(a  +  2p)x'+2  4_(a-i-3p).r'+3  les 
termes  en  question.  En  multipliant  par  i  -  œ,  trois  termes  consécutifs 
deviennent  (3^^+i  +  px/4-2_^  [3^/-H3  et  forment  une  progression  géomé- 
^'^^"^•)  (Hermite.) 

I  9.  Si,  dans  l'équation  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs 

riim  ^2^'  -  a^m-i  ^2m-i  _^  a^^^_^ ^2^-2  _^ ._  _^  ^^^  ^  ^^ 
on  a,  quel  que  soit  ;, 

^ii-i  <  a^i  >  «2/-)-i 
cette  équation  a  toutes  ses  racines  imaginaires. 
10.  Soit 

/(j:)  =  Ao-+- Ai^-h  A2x2-f-...+ A^nX'",     f^[x\^  km, 
M^)  =  ^m-r-h  A,n-U     Mx)  =  kmX'i  -+-  k,n~iX-V-  Km-..  ... 

Le  nombre  des  variations  de  la  suite 

/i(«),/2(«),   '"Jm[a),f{a) 

est  au  moins  égal  au  nombre  des  racines  de  f[x)  =  o  supérieuresà^, 
et,  s'il  est  plus  grand,  la  différence  est  paire  (  on  suppose  Ao|  o  et  «  >  o  )! 
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Ce  théorème  est  dii  à  Laguerre.  M.  Lucas  propose  de  le  démontrer 
en  prouvant  que,  si  l'on  multiplie  l'identité 

X  —  n  -      "^    '      X  ~  a 

par  ^  —  Z»  ou  ^  >  ^,  on  introduit  au   moins  une  variation  dans  le 
second  membre  de  cette  formule. 
Exercices  sur  le  théorème  do  Rollo. 

11.  On  démontrera  la  formule 


dans  laquelle  les  exposants  entre  parenthèses  représentent  des  dérivées 
relatives  à  x.  Ainsi 

{^in>y  ~  uv'-\-vu\     [av)"  -  a"  V -\- 1  a' {>' -\- uv"  ^     .... 

12.  On  prouvera,  en  s'appuyant  sur  le  théorème  précédent,  que 
l'équation 

'^ 


-Cïï^'-'-lJ^::^-] 


a  toutes  ses  racines  réelles. 
13.  L'équation 


ni  [m  —  \)\in  —  i) 


12.22. 32  1.2.3.../«~~ 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

14.  Si  l'équation 

/(x) -i- r//'(j7)-4-r/2/"(x)-f-...-f-<^/«/«(.r)=  o     ou     (p(j:)  =  o 
a  toutes  ses  racines  réelles,  l'équation /(^)  =  o  aura  aussi  toutes  ses 

X 

racines  réelles  (on  s'en  assure  en  multipliant  (^  par  c'a.  ^t  en  prenant 
la  dérivée) 
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15.  Sif{jc)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  sera  de  môme  de 

f{x)  -h  xf\x)  =  o,  de/(x)+  ^xf'[x)^j:'^f"{x)  =  o.  Généraliser 
ce  théorème. 

16.  Si/(x)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles, /'(^i -t- «/(^)  =  o 
aura  aussi  toutes  ses  racines  réelles.  (Généraliser.  ) 

17.  Si  f[x)  ^  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  f''f  —  f"^='^  aura 
toutes  ses  racines  imaginaires. 

18.  Si  l'on  a  (f[a)  — fsf[b)  =  o  et  si  la  fonction  <}>  reste  finie  et 
continue  entre  «  et  6,  si  de  plus  elle  a  une  dérivée  bien  déterminée 
dans  cet  intervalle,  <p'(^)  s'annulera  pour  une  valeur  de  x  comprise 
entre  a  k^i  b. 


19.  L'équation 


—  -H  ^TT  -+-•••  -' =  O? 

■10  n 


si  n  est  impair,  n'a  qu'une  racine  réelle,  et,  si  n  est  pair,  n'a  que 
deux  racines  réelles;  l'une  des  racines  est  zéro. 

20.  L'équation 

I -r- 2.r -T- 3.r2 -h  . .  .  -h  (A^  H- i)x"  =  o    . 

ne  saurait  avoir  plus  d'une  racine  réelle. 

21.  Condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation 

X'n  —  wpx  H-  </  —  o. 

22.  Condition  de  réalité  des  racines  de 

xlm+\  ^pjc'n+X  ^^^  qx-\-r  =:  O. 

23.  Si  A,  B,  C,  . . .  sont  des  nombres  positifs,  l'équation 

A  B  L 


X  —  a      X  —  b  X  —  / 

aura  toutes  ses  racines  réelles.  Ne  peut-on  pas  déduire  de  là  le  théorème 
de  Rollerelatifaux  équations  algébriques?  (  Faire  A  =  B=: . .  .:=  L~  i.) 
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24.  Les  racines  de/(x)  =  o  et  dey(x)  F  {x)  —f[x)  F'(^)  =  osépa- 
rent celles  de  ¥[x)  =  o.  On  suppose  que/(j7)  et  F  {x)  n'ont  pas  déra- 
cines communes.  En  appelant  a  et  fdeux  racines  successives  de  F  =  o, 

substituer  a  h-  s  et  fi  —  e  dans  ^{x)[^[x)—f{x)  ^-'i^il  =o. 

(Maleyx.  ) 

25.  Si  l  désigne  un  nombre  positif  et  si  ti^[x)  =  o,  .{>  (x)  =  o  ont 
toutes  leurs  racines  réelles,  <?  [x]  ^}/'(  x)  -j-  ).^  (x)  r^\x)  =  o  aura  aussi 
toutes  ses  racines  réelles.  —  Comment  doit  être  modifié  ce  théorème 
quand  ©  =  o  et  ^}>  =  o  n'ont  pas  toutes  leurs  racines  réelles? 

26.  Si  l'on  multiplie  les  termes  successifs  d'une  équation  (^{x)  =  o 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  ou  décroissantes  de  x  par 
les  termes  d'une  progression  arithmétique  ou  géométrique,  la  nouvelle 
équation  ^|;{x)  =:  o  aura  toutes  ses  racines  réelles  si  <}3(^)  =  o  a  toutes 
ses  racines  réelles.  Il  en  sera  encore  de  même  si  l'on  remplace  les  pro- 
gressions par  des  suites  de  la  forme  i'«,  2'«,  3'«,  ...^rn  désignant  un 
entier. 

Exercices  sur  le  théorème  de  Sturm. 

27.  L'équation 

X       x2  x^  .r« 

j  =  IH 1 ^ -h  ...  H ;- =  O 

I  1.2  I.2.J  I.'2.3.../Z 

n'a  jamais  plus  d'une  racine  réelle.  (En  effet,  on  a  r  =  r'-+-  ~ et 

1 . 2 ...  « 
7,  /  et  —  xn  forment  une  suite  de  fonctions  de  Sturm.  ) 

28.  L'équation 

X  =  f{^)  -+-«/'(-^)  +  rt2/"(x)  -h. .  .^-  rt«  A(^)  =  o, 

où  f{x)  est  un  polynôme  de  degré  n,  a  toutes  ses  racines  imaginaires 
ë'if{x)  a  aussi  toutes  ses  racines  imaginaires.  [S'appuyer  sur  régahté 

OnYtGutenconclure  que  f{x)-i-  xf'{x)-hx^  f"{x)-h... -h  xf^f^{x)=o 
a  aussi  ses  racines  imaginaires  en  même  temps  quef{x)  =  o. 

29.  Le  théorème  de  Sturm  permet  de  séparer  et  de  compter  exacte- 


CHAPITRE   II.  ^3 

ment  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 

I  ï  •  2  I . 2 . 3 ...  « 

I  A  cet  effet,  on  observe  que 

"^^  '•^       ^  1.2.3. ..[n~i)        V         ^)  J 

30.  Si  l'on  prend  la  n'^"""  dérivée  do 

I 


on  trouve  qu'elle  est  de  la  forme 

P. 


(  I  +  X2  )«+l 

P„  désignant  un  polynôme  de  degré  n,  montrer  qu'il  existe  une  relation 
linéaire  entre  P„_i ,  P^,  et  P„+i  et  prouver  que  l'équation  P^  =  o  a  toutes 
ses  racines  réelles. 

Si .  Soit  R  le  reste  de  la  division  de  f{x)  par  sa  dérivée;  si  /^-^  o  a 
toutes  ses  racines  réelles,  les  racines  de  R  =  o  sépareront  colles  de 

f{x)  =  G. 

32.  Trouver  la  condition  pour  que 

ait  deux  racines  réelles,  quatre  racines  réelles,  quatre  racines  imagi- 
naires, deux  racines  positives,  etc. 

33.  Si  l'on  pose 

I 


4-  2ax-t-a2 


=  Vo-l-Via-i-V2a2 


Vo,  Vi,  Va,  ...  seront  des  polynômes  entiers  en  x  ayant  toutes  leurs 
racines  réelles.  (On  admettra  la  possibilité  du  développement  et  l'on 
emploiera  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  pour  calculer  V©, 

Vl,V2,   ....) 

34.  Si  l'on  pose 

I  ^       ^ 

~ —  =Xo-}-Xia-l-...-hX,ia«4-.. 

V- I  —  2.ax-h  a* 


V,\BR>\/f^ 
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les  coefficients  Xo,  Xi,  . . . ,  X«,  . . .  seront  des  polynômes  entiers  en 
x^  étudiés  par  Legendre;  toutes  leurs  racines  sont  réelles.  (  On  admettra 
la  possibilité  du  développement,  mais  on  pourra  la  démontrer  à  l'aide 
de  la  formule  du  binôme  généralisée.  ) 


33.  Si  l'on  pose 


X  ^-•-  :i=Zi=z, 


''^'^  "•-  ^  =  ^2,  . .  • ,  ^'" -+-  —  =-  Z,„,  . . . ,  Zi,  Za,  . . . ,  Zm,  ■  ■ .  seront 

des  polynômes  entiers  en  z;  ces  polynômes  auront  toutes  leurs  racines 
réelles.  Si  l'on  pose 

I  -+-  Zi  -f-  Z2  -H . . .  +  Z„  =  U,t, 

l'équation  U^:-  o  aura  toutes  ses  racines  réelles. 

36.  Soient  Vo  un  polynôme  en  .r,  Vi  la  dérivée  prise  par  rapport  à  / 
de  ce  polynôme  rendu  homogène  en  multipliant  ses  termes  par  des 
puissances  convenables  de  j;  soit  V2  le  reste  de  la  division  changé 
de  signe  de  Vo  par  Vi,  . . .;  soient  a  et  ^  deux  nombres  positifs  :  le 
nombre  de  racines  réelles  de  Vo  =  o  comprises  entre  a  et  p  sera  égal 
au  nombre  de  variations  gagnées  par  la  suite  Vo,  Vi,  . . .,  V«  quand 
on  fera  successivement  x  =  a,  x  ~  p. 

37.  Soient  \,i  un  polynôme  quelconque,  V^-i  sa  dérivée,  où  un  autre 

V 

polynôme  tel  que  ,~^  passe  toujours  du  positif  au  négatif,  ou  toujours 

du  négatif  au  positif  en  s'annulant.  Si  Yn~  o  n'a  pas  de  racines 
communes  avec  V«-i,  on  pourra  toujours  déterminer  deux  polynômes 
Vrt-2  et  V'„_2  de  degrés  inférieurs  à  V^-i  et  à  V«,  tels  que  l'on  ait 

V„V„-,-V„    2V'„_2--I, 

puis  deux  polynômes  V„  -3  et  V'„_3  de  degrés^inférieurs  à  V^-i  et 
\n-2,  tels  que 

V„_iV„-3"- V„-2V'„_3  -    —  I, 

et  ainsi  de  suite.  Les  polynômes  V^,  V„  -1,  . . .,  Vi,  Vo  jouissent  des 
propriétés  des  polynômes  de  Sturm. 

38.  Pour  qu'une  équation  ait  toutes  ses  racines  réelles,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'équation  aux  carrés  des  différences  soit  complète  et  ne 
présente  que  des  variations. 
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39.  Prouver  que  la  a/'*""^  dérivée  de  e-^""  est  de  la  forme  P«^-^^  la 
lettre  P„  désignant  un  polynôme  de  degré  n.  On  a 

P«  (-1  -t-  2P,i.r  -+■  2«P„-i  =  o. 

En  conclure  que  P/^  ==  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 

(Hermite.) 

40.  La  rù^"^^  dérivée  de  (  ih-  x"^)'  2  est  de  la  forme  P,i  (  i  -t-  ^2]  2  ' 
où  Prt  est  un  polynôme  entier  de  degré  /?,  et  P»  =  o  a  toutes  ses  racines 
réelles. 

41.  La  fonction  (1+  ajr)«  e-^  a  pour  /z'"""'  dérivée  par  rapport  à  x 
une  fonction  qui,  pour  ^  =  o,  se  réduit  à  un  polynôme  P»  entier  en  a; 
l'équation  P„  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  et  soit  nulles,  soit  positives. 
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CHAPITRE  m. 

FORMULES  D'APPROXIMATION  POUR  LE  CALCUL  DES  RACINES 
ET  DES  ÉQUATIONS  QUE  L'ON  SAIT  RÉSOUDRE. 


I.  —  FORMULE  D'APPROXIMATION  DE  NEWTON  ET  DE  FOURISR. 

Concevons    que,     ayant    convenablement    séparé    les 
racines  d'une  équation  algébrique 

F(.r)  =  o, 

on  ait  substitué  à  la  place  de  x  deux  nombres  a  etb^a 
peu  différents  l'un  de  l'autre,  donnant  à  F(.r)  des  valeurs 
de  signes  contraires  et  comprenant  par  conséquent  une 
racine,  mais  une  seule.  On  arrivera  toujours  à  ce  résultat 
après  un  nombre  plus  ou  moins  considérable  d'essais. 
Soit  a-i-h  la  racine  cherchée,  on  aura  par  la  formule  de 
Taylor 


F{a-+-h),     c'est-à-dire     o  rr:rF(«)-f-//F'(«) -h  ^- F''(« 

2  ^ 


9h 


On  tire  de  cette  formule 


h=  - 


F  [a]         h^  Tia-^Qh: 


F'{a\         2  F'[a 


En  partant  au  contraire  de  la  valeur  approchée  h,  en  dési- 
gnant i^^rb  —  k  la  racine  exacte  et  par  l  un  nombre  com- 
pris, comme  0,  entre  o  et  i,  on  trouve  de  la  même  façon 


o=:F[b]-~k¥'[b)-^^lr'(b~-\k) 
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et  par  suite 

Si  les  quantités  k  et  h  sont  suffisamment  petites,  on  peut 
négliger  leurs  carrés  et  prendre 

Telle  est  la  méthode  indiquée  par  Newton  pour  l'approxi- 
mation des  racines  des  équations;  elle  est  peu  sûre,  comme 
on  voit,  et,  pour  qu'elle  puisse  être  appliquée  avec  succès, 
en  un  mot,  pour  approcher  de  la  racine  à  l'aide  des  termes 

de  correction  —  p77^|  et  p-J^,  il  faut  être  sûr  qu'ils  sont 

positifs;  il  faut  ensuite,  en  vertu  des  formules  (3)  et  (4), 

que  les  quantités  -  ^  ^-^-^  et  ^-  ^litzlll  soient 

positives,  car  alors  seulement  on  sera  sûr  aue  a ^^^1 

F(a) 

6^  ^  —  ^Ib]  ®^^*  P^^^  approchés  que  a  elb. 

Nous  supposerons  les  limites  a  et  b  assez  resserrées 
pour  que,  dans  l'intervalle,  F' {x)  et  F^'{x)  n'aient  pas 
de  racines,  ce  qui  sera  toujours  possible  si  les  équations 
F{^)=:o,  F(a7).^o  et  F'(:c)  =  o  n'ont  pas  les  mêmes 
racines  (on  voit  ici  l'utilité  de  la  théorie  des  racines 
égales). 

Alors  :  lO  je  dis  que  —  |^)  et  |^  sont  positifs;  en 
effet,  si  F(a)  est  négatif,  par  exemple,  F(^)  devenant 
positif  pour  x  =  b  croît  dans  l'intervalle  a,  b,  et  F(x} 

est  positif;  donc  —  ^^  est  positif,  et  il  en  est  de  même 
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F'fTj*'  ^*'  ^^^  contraire,  F(«)  était  positif,  F(x)  serait 

décroissant,  F'(x)  négatif,  et  l'on  arriverait  toujours  aux 
mêmes  conclusions. 

2«  Puisque  F" (x)  et  F' (œ)  n'ont  pas  de  racines  dans 
l'intervalle  a,  b,  F"{a-^Bh)  et  F"(b  —  lh)  auront  les 
mêmes  signes,  F' [a)  et  F'(Z>)  aussi,  et  alors  l'une  des 
quantités 

scia  positive. 

Donc,  pourvu  que  F'(a7)  et  F"{x)  ne  s'annulent  pas 
entre  a  et  b,  l'un  des  termes  de  correction  de  Newton 
donnera  toujours  une  valeur  plus  approchée  de  la  racine 

cherchée,  et  le  terme  qu'il  faudra  emplover  sera ^~1 

^    ^  ¥{a) 

si  F''(.r)  et  F'{x)    sont  de   signes    contraires,  et  ?-— ^  si 

¥{o) 

F"{x)  et  F\x)  sont  de  même  signe.  Mais  nous  venons  de 

F(rt)  T(b] 

voir  que  —  -7 -^  et   que  ~~  étaient  positifs;   si  donc 

F" (a)  et  F' (a)  sont  de  signes  contraires,  F  [a]  et  F''(a) 
seront  de  même  signe;  si  F^'ib)  et  F'(b)  sont  de  même 
signe,  F(^)  et  F'^{b)  le  seront  aussi.  De  cette  petite  dis- 
cussion il  résulte  que  : 

Le  terme  de  correction  à  employer  est  celui  pour 
lequel  F [x)  et  F" [x)  sont  de  même  signée. 

Cette  proposition  est  duc  à  Fouricr  ;  si  l'on  veut  avoir 
une  limite  de  l'erreur  commise  en  employant  le  terme  de 
correction,  il  suffît  de  considérer  le  terme  complémentaire 

__  h'-  F_^(«^  Qh)  f,^  ¥"  (h-l  /?•) 
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et  d'y  remplacer  h  ou  h  par  b  —  a,  et  ¥"[b  -'Ik)  par  le 
maximum  M  de  ¥" [x)  dans  l'intervalle  a,  b  ;  on  a  ainsi 

(h~aY   M 
erreur  <-^-^-^-   -• 


n.—  INTERPRÉTATION  GÉOMÉTRIQUE  DE  lA  MÉTHODE  DE  NEWTON. 
MÉTHODE  DE  FAUSSE  POSITION. 

Soit 

(i)  /(-)--o 

une  équation  transcendante  ou  algébrique;  la  discussion 
de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

fera  souvent  connaître  avec  une  certaine  approximation 
les  racines  de  l'équation  (i);  d'autres  fois  on  arrivera  au 
même  résultat  par  l'intersection  de  deux  courbes.  Ces 
procédés  sont  décrits  dans  les  Traités  de  Géométrie  ana- 
lytique :  mon  intention  n'est  pas  de  m'y  arrêter,  et  je 
supposerai  que  l'une  des  racines  de  l'équation  (i)  ait  été 
séparée. 

Soient  a  elb^  a  deux  nombres  qui  ne  comprennent 
qu'une  seule  racine  de  l'équation  (i)  ;  supposons  qu'entre 
a  et  bj  f'[x)  etj"[x)  restent  continues  et  ne  changent 
pas  de  signe. 

Construisons  la  courbe  représentée  par  l'équation  (2); 
soient  M  le  point  où  elle  coupe  l'axe  des  x,  O  l'origine 
des  coordonnées.  Soient  de  plus  OA!=za,  0B'=^, 
AA'  :=  /(rt),  BB'  :^/(  Z>)  ;  la  courbe  que  nous  avons  consi- 
dérée ne  pourra  entre  a  et  b  affecter  que  l'une  des  quatre 
formes  suivantes  ;  dans  les  quatre  figures,  si  l'on  mène 
la  corde  AB,  OD  sera  une  valeur  approchée  de  la  racine 


8o 
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et  plus  exacte  que  a  et  b.  On  remarquera  en  outre  que, 
si  l'on  mène  en  A  et  en  B  une  tangente,  l'une  d'elles 
coupera  l'axe  des  x  en  G,  entre  la  courbe  et  l'abscisse  du 


Fig. 


Fijj.  3. 


Fig.  4. 


Fig.  5. 


point  de  contact;  OC  sera  une  seconde  valeur  approchée 
de  la  racine  et,  ce  qui  est  précieux,  l'approximation  sera 
en  sens  contraire  de  celle  fournie  par  la  corde  AB. 

Voyons  comment  on  doit  choisir  le  point  de  contact 
pour  que  le  point  G  remplisse  la  condition  dont  nous 
venons  de  parler.  Sur  la  fig.  3  on  ^  f(h)  <^  o:  le  point  B' 
satisfait  à  la  question,  le  point  A  n'y  satisfait  évidem- 
ment pas.  Or,  on  peut  observer  que/'(x)  décroît;  donc 
f'[x)  <^o  ;  ainsi,  au  point  de  contact, /''(a:)  eij[x)  sont 
de  même  signe.  Le  même  fait  peut  se  constater  sur  cha- 
cune des  fig.  2,  4,  5;  reste  à  calculer  OD  et  OG.  Nous  ne 
ferons  le  calcul  que  pour  la  fig.  3;  les  autres  fourniraient 
des  résultats  semblables. 
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L'équalion  de  AB  est 


J~/{a]z=:':r~a) 


f[ù)—/{a] 


h  —  u 


on  en  conclut,  en  faisant  j  =  o  et  en  résolvant  par  rap- 
port à  Xy 

c'est  la  valeur  approchée  donnée  par  la  méthode  dite  de 
fausse  position  (  *  ) . 

L'équation  de  la  tangente  en  B  est 

on  en  conclut,  pour  j  =  o, 

c'est  la   valeur    approchée    fournie    par    la  méthode    de 
Newton.  Ainsi,  en  résumé  : 

Sif{x)  et  f"[x)  conservent  le  même  sigjie  entre  a 
et  b  en  restant  continues,  on  aura  deux  'valeurs  appro- 
chées, lune  par  excès.  Vautre  par  défaut,  en  appliquant 
la  méthode  de  Jausse  position  et  la  méthode  de  Newton, 
pourvu  qu'en  appliquant  cette  dernière  on  parte  de  la 
valeur  approchée  de  la  racine  pour  laquelle  f[x  )  etf"{x) 
sont  de  même  signe. 

Application.  —  Résoudre 

7.x  —  cos.r  r=z  o. 


(b  —  a)f{a) 


n  On  obtiendrait  le  terme  de  ^^^-^^L^  =  ^  en  admettant  que  les 

accroissements  A  et  ^-«  de  la  variable  so.it  proportionnels  aux  accrois- 
sements/(a)  ct/{b)—f(a)  de  la  fonction. 

L.   -  Jlgèbre,  III.  5 
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11  est  facile  de  reconnaître  que  cette  équation  n'a  qu'une 
racine    réelle    comprise    entre    zéro    et   -^   si    Ion    pose 

2.r  —  cosx=  /(•^)>  on  reconnaît,  après  quelques  essais, 

que 

/(o5")  =  — 0,0237, 

/(^.b")  =  0,0088. 

Entre  25^  et  16^,  f" [x)  est  positif;  nous  partirons  donc 
de/(26"),  et  la  méthode  de  Newton  fournira 

„        0,0088  ,^  ^    .  ,  .  ,, 

X  =z  arc  '2D'' ^,.7  =^  o  ,4002  =  20" 4 7  4°   * 

2,4ob4 

La  méthode  de  fausse  position  donne 

^  0,0088X0,01-75  ..  -„/oro     // 

X  =  arc  26° ^ .,-/- — --  =  0 , 4490  =  2D"43'  32''. 

o,o325  ^ 

Or  on  a 

/(  2'V'43'  32''  )  =r  —  o  ,  0028833  , 
/(25"47'4o")::=  0,0005578. 

Les  termes  de  correction  sont  : 

0,0005578  „,  ,^„  ^     ,_^     ^     > 

_  0,0005578x0,00...  ^  _  3,^5^^  ^  Jf_,^^^^    i^i,,^J 

o, 00344 I» 
on  en  conclut,  à  une  seconde  près,         ,,f 

x  =  25"43'55^ 

m.   —  MÉTHODE  DE  LAGRANGE. 

Cette  métliodc  apprend  à  développer  l'inconnue  en  frac- 
lion  continue.   Soit  a  une  valeur  approchée  d'une  racine 
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de  l'équation  F(x)=o;   on  pose  x  =z  a -+-  ~  et  l'on   a 
l'équation  F  (  «  ~\ )  =  o  ;  on  la  ramène  à  la  forme  entière 


et  l'on  trouve  ainsi  une  équation   telle  que  Fi(j^,)=o. 
Soit   a^    une  valeur  approchée  de  Xi  :  on  posera  encore 

x^  =  ai-\ et  l'on  obtiendra  une  transformée  Fo  (xo)  =  o, 

et  ainsi  de  suite.  On  en  conclura 


Dans  les  applications  de  cette  méthode,  il  conviendra 
de  séparer  les  racines  de  l'équation  F(.r)  =  o  et  de 
transformer  d'abord  cette  équation  de  manière  que  ses 
coefficients  soient  entiers  et  que  la  différence  entre  deux 
racines  soit  plus  grande  que  l'unité,  ce  qui  se  fera  en 
multipliant  les  racines  par  une  puissance  convenable  de  lo. 
Quant  aux  nombres  a,  a^,  a.,  .  .  . ,  on  prendra  pour  ces 
valeurs  les  plus  grands  nombres  entiers  contenus  dans  les 
racines  x,  x^,  x-^,  .  .  . . 

Quand  on  ne  procède  pas  comme  nous  venons  de  le 
dire,  on  peut  être  entraîné  à  des  calculs  très  longs  et  très 
pénibles.  De  plus,  la  méthode  que  nous  avons  indiquée 
en  dernier  lieu  dispense  de  séparer  les  racines  des  équa- 
tions successives  F (x<),  ¥[x.^),  ...  qui  ne  doivent  avoir 
qu'une  racine  supérieure  à  l'unité. 

Appliquons  ces  considérations  à  l'équation  du  second 
degré  à  coefficients  entiers 

(i)  a.r^-h/S.r  +  y  — G 

et,  a<,  «2,  a^,  . .  .,  a^t  désignant  des  entiers  positifs,  sup- 

6. 
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posons  que  l'on  ait  trouvé 


x  z=z  a  -\- 


r 


Soit  ^-  la  dernière  réduite  que  l'on  obtient  en  négli^^eant 
le  terme  irrégulier  —  (quotient  complet)  ;  soit  ^^  l'avant- 
dernière  réduite  obtenue  dans  cette  hypothèse  :  on  aura 

Si  Ton  porte  cette  vaUur  dans  l'équation  (i),  on  aura 
a',  (L',  y'  ayant  les  valeurs  suivantes  : 

De  la  première  de  ces  formules  (2)  on  tire 

Or,  ?^  est  une  valeur  approchée  de  x  que  l'on  peut 
iepré?en[er  par  x  ^  e,  e  désignant  un  nombre  qui  tend 
vers  zéro  pour  /i  =  od  ;  remplaçant  donc  ^  par  a  H- s, 


on  a 
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OU,  en  vertu  de  l'équation  (i), 

mais  on  sait  que  s  est  moindre  en  valeur  absolue  que  -4~  ; 
donc  ^''-'  ' 


Y'<2aa7+  p+  -_ —  en  valeur  absolue; 

donc  Y  ne  croît  pas  indéfiniment;  a^  pour  une  raison 
analogue,  ne  croît  pas  non  plus  indéfiniment.  Enfin,  on 
verrait  que  f^  ne  croît  pas  non  plus  indéfiniment  avec  n 
en   remplaçant  dans   l'expression   (2)  de    (3Mes  fractions 

Qn       Q^i  ^■'^^  ^-^'^'^IJ^  -h  -n  et  en  observant  ensuite  que 

5^  <  ;~7        et        Vj'  < 


Les  nombres  a',  (,\  /  sont  donc  entiers  et  moindres  que 
des  nombres  que  l'on  peut  se  donner  a  priori.  L'équation 
<^'^i-hf^'^,,-h-/~o,  qui  définit  oc^,,  finira  donc  par  se 
reproduire,  et  x„  finira  par  reprendre  une  valeur  qu'il 
possédait  pour  une  valeur  moindre  de  n.  Il  résulte  de  lu 
que  la  fraction  x  sera  périodique.  Ainsi  ; 

Théorème.  —  Les  racines  d'une  équation  du  second 
degré  à  coefficients  entiers  peuvent  se  développer  en 
fractions  continues  limitées  ou  périodiques. 

Ce  beau  théorème  est  de  Lagrange;  la  démonstration 
très  simple  que  nous  venons  d'en  donner  appartient  à 
M.  Charve. 

Réciproquement,  toute  fraction  contume  périodique  est 
racine  d'une  équation  du  second  degré  (à  coefficients 
entiers,  si  les  fractions  intégrantes  sont  les  inverses  de 
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nombres  entiers).  En  effet,  considérons  la  fraction 


dans  laquelle  on  n'a  écrit  que  les  termes  constituant  une 
période.  Appelons  7  la  partie  périodique,  x  sera  delà  forme 

'Z_    .''-^,   a,  />,  c,  ci  désignant  des  nombres  connus.  Or,  si 

c  -H  cl  y 

Ton  borne  la  valeur  de  j  à  une  période,  en  appelant  —  et  - 

,  1    •                                 p  -\-  rY  .    j  , 

les  deux  dernières  réduites,  on  a  7  — —  ^  ce  qui  dé- 
montre que  j^'^  est  racine  d'une  équation  du  second  degré, 
et  il  en  est  de  même  pour  x  évidemment. 


IV.   —  ÏHÉTHODE  DES  SUBSTITUTIONS  SUCCESSIVES. 
Lorsqu'une  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


il  est  souvent  avantageux  de  procéder  comme  il  suit  :  soit  « 
une  valeur  approchée  ;  on  aura  une  valeur  encore  plus 
approchée  en  prenant 

en  désignant  par  a^  cette  nouvelle  valeur,  on  en  obtient 
une  encore  plus  approchée  par  la  formule 

et  ainsi  de  suite.  Cette  méthode  est  celle  que  l'on  applique 
à  l'équation  ax~-'r  hx-Y-c=^o  lorsque  a  est  très  petit; 
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pour  que  cette  méthode  puisse  s'appliquer  avec  succès,  il 
faut  que,  si  a  désigne  la  racine  cherchée,  on  ait 

mod.  [a  —  a)>mod.  [a^^ —  a), 
OU 

mod.(rt  —  «)>mc)d.['^(a)  — ç>(a)], 


OU 


mod7'"'-"Ll^<.; 


or,  pour  une  valeur  X  de  ^  comprise  entre  a  et  a,  on  aura 

©  (  «  )  —  y  (  a  )  —  (  ri  —  a  )  ^'  (  X)  =  G, 

d'oii  l'on  tire 


?(«) 


et,  en  vertu  de  l'équation  (i), 

mod.  ^'(X)<^  I. 

Or  cette  condition  aura  certainement  lieu  si  y'(.r)<^i 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  a  -h  a. 
Cette  méthode  sera  d'ailleurs  d'autant  plus  avantageuse  que 
ç'(«)  sera  plus  petit. 

V.  —  DES  ÉQUATIONS  QUE  L'ON  PEUT  RÉSOUDRE 
PAR  ABAISSEMENT. 

Abaisser  une  équation,  c'est  lui  faire  subir  une  trans- 
formation qui  diminue  son  degré  et  qui,  par  suite,  facilite 
sa  résolution. 

On  abaisse  facilement  les  équations  dans  lesquelles  les 
exposants  de  x  sont  multiples  d'un  même  nombre  ^;  en 
effet,  il  suffît  pour  cela  de  prendre  x'^"-  pour  inconnue  et 
d'employer  la  transformation  x'*  =^J' 

La  connaissance  d'une  relation  entre  deux  racines  per- 
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met  souvent  l'abaissement.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  sait 
qu'il  existe  entre  deux  racines  a  et  (3  de  f[x)=-.  o  la  rela- 
tion (p(a,  [3)  =  G,  on  observera  que  Ton  a 

L'élimination  de  a  donne  une  relation  telle  que 

F(i3)  =  o. 

Cette  équation  et/(j6)=  o  ont  alors  une  racine  commune 
ou  plusieurs  racines  communes  que  l'on  obtient  par  des 
procédés  que  nous  exposerons  plus  loin  et  qui  conduisent 
à  résoudre  une  équation  de  degré  moins  élevé  en  général 
que  l'équation  proposée. 

Lorsque  l'on  sait  que  les  racines  d'une  équation  peuvent 
se  partager  en  groupes  tels  que,  l'une  étant  a,  une  autre 
soit  ^{cc),  en  sorte  que  0\_0{y.)']=  a,  on  l'abaisse  par  la 
transformation  a; -|- 0(.r)=  r.  En  effet,  le  nombre  des 
racines  de  l'équation  en  y  sera  moitié  moindre  que  celui 
des  racines  de  l'équation  en  a:,  l'expression  x-hô(x) 
n'ayant  qu'une  seule  valeur  quand  on  remplace  x  par 
deux  racines  de  l'équation  en  x.  L'équation  proposée 
s'abaisserait  évidemment  aussi  en  posant  j>'  =  x6[x)  ou  en 
prenant  pourj^  une  fonction  de  x  et  de  Q[x)  qui  ne  change 
pas  en  permutant  x  et  9.  Il  faudra  toutefois,  pour  que  la 
méthode  réussisse,  que  la  fonction  que  l'on  aura  choisie  de 
X  el  0[x)  ne  se  réduise  pas  à  une  quantité  indépendante 
de  X.  , 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  sache  que  l'équation 
f'(^x)=^  <>  est  telle  que  ses  racines  aient  deux  à  deux  pour 
produit  1  ou  —  i  :  une  telle  équation  est  ce  que  l'on 
appelle  une  ct/uat.ion  réciproque.  On  abaissera  cette  équa- 
tion en  posant 

I  I 

j  n^  .r  -\ ou       J>'  :=  .r • 
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Arrêtons-nous  quelques  instants  à  ce  cas,  qui  est  inté- 
ressant. Pour  qu'une  équation  de  degré  pair 

(1)  Ao-r^'"  H-  A.  .r^— 1  -f-  .  .  .  +  A,„,_,,r  -h  A,,,  =  o 

soit  réciproque,   il  faut  qu'en   changeant  a:  en  zt  -   elle 

conserve  les  mêmes  racines.  Or,  par  ce  changement,  elle 
devient,  après  l'évanouissement  des  dénominateurs, 

(2)  Ao=i=  Ai.r-f-.  .  .±  A,,,_i.r^--^^4-  A,,,.r^-=rro. 

Les  équations  (2)  et  (1)  devant  avoir  les  mêmes  racines, 
leurs  premiers  membres  doivent  être  égaux,  à  un  facteur 
près;  en  d'autres  termes,  leurs  coefficients  doivent  être 
proportionnels.  On  peut  considérer  d'abord  le  cas  où  le 
produit  de  deux  racines  est  égal  à  -f-  i .  Alors  on  a 

Ao  Aj  A,„  A2,,,  __ 


^2/n  A2/n— 1  A/,j  Af 

et  l'on  voit  que  les  termes  également  distants  des  extrêmes 
sont  égaux.  Réciproquement,  s'il  en  est  ainsi,  l'équation  ne 

change  pas  quand  on  la  transforme  en  -•  Si  le  produit  de 

deux  racines  est  égal  à  —  i,  il  iaut  distinguer  le  cas  où  711 
est  pair  de  celui  où  il  est  impair.  Si  m  est  pair,  on  a 

Ao=  Aj/jj,    Ai=:       A^m-i,    A2  =  A2//;_2,    A3=:  —  As/z^-s,    ...; 

sinon, 

Ao=  -^^ini       -^1  ^-—  A.2/;2  — 1)       A2:=  A'2:/n—2y        •  •  •  > 

Une  équation  de  degré  impair  peut  être  réciproque,  si  elle 
admet  pour  racine  i  ou  — i;  mais  en  supprimant  cette 
racine  on  sera  ramené  à  une  équation  de  degré  pair.  Dans 
une  équation  réciproque  de  degré  impair,  les  termes  égale- 
ment distants  des  extrêmes  sont  encore  égaux  ou  égaux  et 
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de  signes  contraires.  Soit  donc  une  équation  réciproque 
de  degré  pair 

Ao-r^'"  H-  A,j:^"'-'  -^  .  .  .  h-  A„,x'"  + .  .  .  -f-  Apr  -f-  Ao=  g. 

Ecrivons-la  ainsi  en  divisant  par  jc"^  : 

"  +  ^)HhA,(."^-.-H-;i,,)Hh... 


Si  nous  posons  x-i-~  =  r,  nous  aurons 

et  en  général  x"'-^-—^  sera  un  polynôme   entier  en  j  de 

degré  7n. 

Posons  en  effet 

X'"^  -4-  -i_  ]^ 


Multiplions  cette  équation  parx  +  -  --=j  ,  nous  aurons 


OU 

OU  enfin  , 

*  m-i-l  —  *  /nJ  '  m—\' 

Cette  formule  permet  de  calculer  P^^^^,  en  fonction  de  P„^ 
et  de  Vjn_i.  On  voit  que,  si  l'on  fait  m=zi,  Pg  sera  un 
polynôme  du  troisième  degré  en  j,  puisque  P2  est  du  second 
degré  et  V^  du  premier,  que  P4  sera  du  quatrième  de- 
gré, etc. 
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Cette  transformation  donne  une  équation  du  degré  m 
en  r-  Quand  on  l'aura  résolue,  l'équation 

xH =7         ou       .i-^ — jcjr-hi^^O 

X 

fera  connaître  les  deux  valeurs  de  x  correspondant  à  chaque 
valeur  àej. 
L'équation 

Ao.î;2'«  —  Ai.r^'"-i  -h  .  . .  dz  Al X  zp  Ao=  o 

se  résout  en  posant 

X r=r,        x^ -\ -=y^-\-7.,       .... 

X  X-' 

Les  équations  réciproques  du  huitième  et  du  neuvième 
degré  se  ramèneront  ainsi  à  des  équations  du  quatrième, 
que  l'on  sait  résoudre  comme  nous  le  verrons. 

Supposonsencore  que,  étant  donnée  l'équation/ (x)=o, 

on  sache  que  la  différence  de  deux  racines  a  et  b  est  o. 
On  aura 

f{a]  =  o,     f{b)  =  o,     a~b  =  §. 

On  tire  de  la  dernière  hz=a—^,el  par  suite  on  doit  avoir 
à  la  fois 

Ces  deux  équations  ont  une  racine  commune  a  au  moins. 
Donc/(«)  et/(a  —  ^)  ont  un  plus  grand  commun  divi- 
seur D,  et  l'équation  D  =  o,  de  degré  inférieur  à  f(^a), 
admettra  parmi  ses  racines  la  racine  a. 
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VI.  —  ÉaUATIONS  BINOMES. 

On  donne  le   nom  d'équations  binômes  aux  équations 
de  la  forme 

x'"  dz  A  =  o. 

Ces  équations,  comme  on  sait,  se  ramènent  à  la  forme 


Les  racines  de  l'équation 
(i)  x'"  — r— o 

sont  données,  comme  on  l'a  vu  (t.  11,  p.  ^72),  parla  formule 

a:  =  ces h  V  —  I  sm j 

m  m 

où  k  désigne  un  nombre  entier  quelconque.  On  peut 
d'ailleurs  vérifier,  au  moyen  de  la  formule  de  Moivre,  que  la 
^^leme  puissance  de  cette  expression  est 

co"^! i^K  -\-  V  —  I  sin 2 /?•  77, 

c'est-à-dire  un;  quand  onyfaitÂ=o,  i,  2,  ...,  771 —  i,  on 

obtient  d'ailleurs  m  valeurs  différant,  soit  par  le  cosinus, 

soit  par  le  sinus,  de  leur  argument;  en  sorte  que  le  calcul 

,'}./,-  9,  /■  77 

de  sin  et  de  cos--~-  se  ramène  à  la  résolution  de  l'é- 

m  m 

quation  (i).  Le  côté  du  polygone  régulier  de  m  côtés  est 
égal  à  2  sin-        ;  je  laisse  à  dessein  le  facteur  Ix  sous  le 

o  2/;2      «^ 

signe  sin,  parce  que,  outre  le  polygone  régulier  ordinaire 
de  771  côtés,  il  existe  encore  dans  la  plupart  des  cas  des 
polygones  étoiles  obtenus  en  joignant  les  sommets  du 
polygone  ordinaire  de  deux  en  deux,  de  trois  en  trois,  etc. 
En  procédant  ainsi,  on  ne  forme  pas  nécessairement  un 
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polygone  de  m  côtés;  pour  que  ce  polygone  existe,  il  faut 
que  l'on  ne  revienne  au  sommet  dont  on  est  parti  sur  le 
polygone  convexe  qu'après  avoir  traversé  tous  les  autres 
sommets.  Supposons  que  l'on  ait  joint  les  sommets  du 
polygone  convexe  de  /r  en  h\  si  l'on  revient  au  point  de 
départ  avant  d'avoir  passé  par  tous  les  autres  sommets, 
c'est  que  n  fois  ^  forme  un  multiple  de  m\  en  d'autres 
termes,  m  et  k  ont  un  diviseur  commun;  réciproquement, 
si  m  et  k  ont  pour  diviseur  commun  d,  en  joignant  les  som- 
mets du  polygone  convexe  de  k  en  /f ,  quand  on  aura  passé 
par  ^  sommets,   on  sera  revenu  au  point  de   départ;   on 

n'aura  donc  décrit  qu'un  polygone  de  —  côtés.  Ainsi  : 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  obtenir  un 
polygone  étoile  de  m  côtés  en  joignant  de  k  en  k  les 
sommets  du  polygone  convexe  est  que  m  et  k  soient 

premiers  entre  eux. 

.2/7: 
Nous  venons  de  dire  que  1  sin^ —  représentait  le  côté 

^  1  m        ^ 

du  polygone   régulier  de  m  côtés,   polygone   convexe   si 

7  ,  -1    r  •      7  •  .         'J'.k'K 

h  =.  i ,  étoile  si  k  et  ni  sont  premiers  entre  eux  ;  or  sin 

^  2/72 

€st  le  coefficient  de  y —  i  dans  les  racines  de  l'équation 


Ainsi,  on  voit  que  la  résolution  de  l'équation  binôme  a 
une  liaison  intime  avec  l'inscription  des  polygones  régu- 
"liers  convexes  ou  étoiles. 

Remarque.  —  Si  l'on  représente  par  a  la  racine  de 
l'équation  (i)  qui  a  le  plus  petit  argument  positif,  les 
autres  racines  de  cette  équation  pourront  être  représen- 
tées par  «2,  a^^  . .  .,  a"~^,  a"  =:=  1  :  cette  remarque  nous 
sera  utile  plus  tard. 

Résolution  de  x^  — 1  =  0.  —  Cette  équation    se  dé- 
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compose  en  deux  autres  : 

•^-  —  I  =  G,     .r*  +  I  =  o. 

Les  quatre  racines  de  l'équation  proposée  sont  donc 
données  par  les  formules 

et,  comme  on  doit  avoir 


2/77  .     9,  /  rr 

4  4 

on  en  conclut,  après  une  discussion  facile, 

COS-=0,        C0S7r=  —  1,        COS    —  =:  G,  C0S27r=:l, 

2  2 

.     TT  .  .      Stt 

Sin-=:I,        Slll7:z=0,  SUl  —  :=  —  I,       SU12  7r  =  0. 

2  2 

Résolution  de  .r^  —  1  =  o.  —   Cette   équation  se  dé- 
compose en  deux  autres  : 

x^  —  1  =  0,     déjà  résolue,  et     jc'*  4-  i  =  o  ; 

la  seconde  donne 


ou  bien,  en  appliquant  la  formule  identique 


démontrée  (t.  I,  p.  17;")), 


a:==zt\:^^-i=z^[  ~^^:^^ 
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on  a  donc 

iJiTZ  I .     2/-7r  v/^  _!_  V^'^'     /■ 

cos— TT h  V  —  ï  sin  -^,-  =:  zh  -5—  dz  ^—  V  —  »  • 

Dans  celte  formule,  on  doit  supposer  k  impair;    on   en 
déduit 

COS— --r==b — ■,     sin— T^^du 

8282 

Le  plus  petit  arc  compris  dans  la  formule ayant  son 


sinus  et  son  cosinus  positifs,  on  a 


2  7r  V?,  .     2  77 

cos  -77-  =  —  =  sm-T7- 
02  o 


2  77 


Le  côté  du  polygone  régulier  de  quatre  côtés  est  2  sin-^r 

c'est-à-dire  \J2,  comme  on  le  savait. 

Résolution  de  x'^  —  i.  —  Cette  équation  se  décom- 
pose en 

.r^  —  1  =  0,     déjà  résolue,  et     x*  -h  i  =  o  ; 
cette  dernière  donne 

c'est-à-dire 


En  appliquant  encore  ici  la  formule  (  2  ),  on  a 


2 
—  I 


.\/ÏH^)-\/;(-Ç 

2  TT        . 

Si  l'on   veut  calculer  sin— ^î  il  faudra  prendre  ia  comb] 

16  ^ 
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liaison  de  signes  qui  fournira  la  plus  petite  valeur  possible 
du  coefficient  de  \J —  i  ;  cette  valeur  est 


v^: 


f.-^. 


le  côté  de  l'octosTonc  régulier  est  donc 


'b' 


^^ 


v/2 


-\/-A'-',}^-^^—y- 


Le  côté  de  l'octogone  étoile  obtenu  en  joignant  les  som- 
mets du  précédent  de  trois  en  trois  sera  donné  par  la 
formule 


s/^  4-  s/2. 

On  voit  sans  peine  comment  on  passerait  de  là  aux  équa- 
tions X^' 1  =  (),  X-'''  — i  —  o,  .... 

Résolution    de  x^  —  1  =  0.   —  Celte  équation  admet 
la  racine  x  =  i]  elle  se  décompose  donc  en  deux  autres  : 

-^  —  I  =:^  O,       X-  -h  .r  H-  1  ::::z  O. 

Cette  dernière  donne 

-.±v/3\/:rT. 

un  en  déduit 


5  77  I  Atz  I 

Ù  2  3  2 

.    ?.7r         v/3  An  i/3 

sin-;  -  =  — ,  sm  -V  =  —  —  ' 

à  '2  61 
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Résolution  de  x^  —  i  =  o.  —  Cette  équation  se  décom- 
pose en  deux  autres  : 

^^  —  I  =:  o,  dojà  résoiiK',  et     .r;^  -h  I  =  o. 

Or,  x^  ^-  1  =1^  o  se  décompose  en 

.V  -h  I  :::-::;  O       C't       X'  —  .r  +  I  =nr  G. 

Cette  dernière  a  pour  racines 

2 

d'où  l'on  déduit 

277         I  ro77         r 

COS—r-=:~->  COS  ^  nz    -  , 

O  2  (.>  2 

.      2  7r  \/'6  .      lOTT  J'] 

Sin  — -  zzz  — ,       sm  — r-  =  —  - — 
62  b  2 

Le  côté  du  polygone  régulier  de  trois  côtés  est  donc  y/3, 
ainsi  qu'on  l'a  vu  en  Géométrie. 

On     passerait     de    là     aux     équations     x*- — r  =  o, 
^"'  —  i  =  0,  ...  en  faisant  usage  de  la  formule  {■^). 

Résolution  de  .r^ —  1  =  0.  —  Cette  équation  se  décom- 
pose en  deux  autres  ; 

a:  —  I  ~  o      et      .r'  -f-  .^,-3  _|_  ^.2  _._  ^  _j_  ,  __  (j^ 

Cette    dernière  est   une    équation  réciproque;    elle  peui 
s'écrire 


(3)  a:24-^  +  H-I-|--L— C. 

En  posant  alors 

(4)  ^  +  -^z 

L.  —  Algèbre,   III . 
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et  en  observant  que 

l'cquation  (3)  devient 

z^-\-  z  —  i--=  o, 
d'où  l'on  tire 


z 


Mais  l'équation  (4)  donne 


5 


on  a  donc  finalement 


^vi-.^v/sr-.G 


ou  bien 


-h-    iF. 


~       4  -"4 

En  discutant  convenablement  cette  formule,  on  trouve 

27r       —  I  4-  v5  4^       —  I  —  v5 

ces  -^  =: 7 5  CCS  -  -  =  7 ) 

5                4  5               4 

Gtt       —  i-v'5  Stt       —  H-v/'5 

U)S  -r-  =  7 >  COS  -p-  =  —■ ;; r 

5                 4  5                4 


/i 


Sin -— ==  7  V  ' o -1- 2  i/o,  sm-— =  7  Vio  —  2  V5, 
54  5      ,-'4 

"  _  _  i ,/:: — r^  „:..  s ^  _     ^ /: 
5  -     4 


sin-7^=  —  7  V  'o—  2  v/5,       sin  -^^  =  —  j\  10  ~+-  9.  \j!j. 


Rt^^solutiojv  de  .r*'' —  1  =  0.  —  Celte  équation  se  décom- 
Dose  en  deux  autres  : 

jc^ —  1  r=  o,     déjà  résolue,  et     a-^-f-  1  =  o. 
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Mais  cette  dernière  a  évidemment  ses  racines  égales  et  de 
signe  contraire  à  celles  de  la  première;  on  a  donc,  en 
particulier, 

sni— =  -  V  lo  —  2  v/5,      sin —  =  -~\J lo  -|-  2  s/5; 
10       4  10      4 

les  doubles  de  ces  quantités  représentent  les  côtés  du  pen- 
tagone régulier  ordinaire  et  étoile. 

Résolution  de  x~^  —  1  r:=  o.  —  Cette  équation  se  décom- 
pose en  deux  autres  : 

•^^" —  I  =  o,      d('jà  résolue,  et     x^^  -h  i  =:  o. 

Mais,  si  dans  la  première  on  change  x  en  x  v'— ^,  elle  se 
transforme  dans  la  seconde;  on  conclut  de  là  la  valeur  du 
côté  du  décagone  ordinaire  et  du  décagone  étoile  : 

Côté  du  décagone  ordinaire  =  1  sin  —  =  ~ — - 

20  2 

Côté  (lu  décagone  étoile  =  2  sin—  =:: ^; 

20  '1       ' 

la  différence  des  côtés  de  ces  polygones  est  donc  égale  au 
rayon. 

Résolution  de  x*^  — i  ==  o.  — On  reconnaît  immédia- 
tement que  son  premier  membre  est  divisible  par  x^ i 

et  par  x^  —  i  ;  en  supprimant  d'abord  le  premier  facteur, 
il  vient 

Le  premier  membre  de  cette  équation  n'est  plus  divisible 
par  x^ — I ,  mais  il  l'est  encore  par      ~  ^  ou  par  x-~{-x-{-i: 

X  —  I 

7- 
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en  supprimant  ce  facteur,  on  a 

.r^  —  :c'  -{-  jr'  —  ./■ 
Cette  équation  est  réciproque  et  son  degré  s'abaisserait  en 
posant  a-  -^  -  =^  -,  mais  il  vaut  mieux  cherclier  à  résoudre 
l'équation  (5);  celle-ci  se  déduit  de  l'équation 
(6)  .7- +  .?•  H- I  —  o 

en  Y  remplaçant  x  par  x'\  en  sorte  (]uc,y  désignant  une 
racine  de  l'équation  précédente,  les  racines  de  l'équa- 
tion (5)  sont  données  par  la  formule 

.7-^— y  —  o. 

Les  racines  de  l'équation  (5)  sont  donc  les  racines  cin- 
quièmes des  racines  de  l'équation  (6);  on  les  obtiendra 
en  multipliant  les  racines  de  l'équation  (6)  par  les  racines 
cinquièmes  de  l'unité.  On  trouve  ainsi 

VII.  —  THÉORÈMES  DE  MOIVRE  ET  DE  COTES. 

Si  l'on  désigne  par  ce  la  quantité 

?.  77  ; .        2  TT 

co:, h  V  —  '  S.:! 1 

//l  III        , 

on  aura 

(  I  )  (  .r  —  I  )  (  .r  —  a  )  (  .r  —  a') .  .  .  (  .r  —  «'«-»)  zzz  x'"  —  \ , 

Si  l'on  représente  alors  les  imaginaires  à  la  manière  de 
Mourey,  au  moven  d'une  droite  égale  au  module,  fai- 
sant avec  un    axe  fixe  OX,  dans   un  plan  fixe,  un   angle 
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égal  à  rargument,  les  quantités  i,  a,  et-,  .  .  .,  ci"^~^  pour- 
ront être  représentées  par  les  rayons  d'un  cercle  décrit  du 
point  O  comme  centre  et  faisant  avec  l'axe  OX  des  angles 

p.  77       4^  -1,  1 

égaux  a  o,    — ,  — ,    .  .  .,  ou,  si  Ion  veut,  par  les   rayons 

mm  ^  -' 

d'un  polygone  régulier  de  m  côtés  ayant  son  centre  et  l'un 
de  ses  sommets  sur  OX.  Si  l'on  désigne  alors  par  Aq,  A<, 
Ao,  .  ,  . ,  P^ni-K  les  sommets  de  ce  polygone,  et  si  OM 
représente  la  quantité  x,  en  vertu  du  théorème  démontré 
t.  II,  p.  id^,  X  —  cf}  sera  représenté  par  A/M,  et  par  suite  le 
module  de  x  —  a'  sera  A/M.  En  prenant  alors  les  modules 
des  deux  membres  dans  la  formule  fi),  on  aura 


Ao  M.  Al  M.  A,  M.  .  .A,;,_iM  =rmod  ;..;'"—  i) 


ou,  si  l'on  pose  X  = /-(cos^ -I- ^' — i  sin5), 


Ao  M .  A 1 M .  .  .  A,„_i  M  =:  y/r^'"  —  i 


/■'"  c()s;//0'  H-  I  ; 


c'est  dans  cette  égalité  que  consiste  le  théorème  de 
Moivre.  Si  l'on  fait  0  =  0,  le  second  membre  devient 
j-m —  I  et  l'on  a  le  théorème  de  Cotes. 

Corollaire.  —  Si  l'on  divise  les  deux  membres  de  la 
formule  précédente  par  AoM  =  /' —  i  dans  l'hypothèse  où 
0  =  o ,  on  a 

Al  l'^l .  A,  IM  .  .  .  A,,,_i  M  =  A"*'-i  H-  r"'-^  -f-  .  .  .  H-  i . 

Si  l'on  fait  tendre  r  vers  l'unité,  il  vient  alors 

AiM.  A^M. .  .A„,_iM  =  w. 

Cette  formule  exprime  que  le  produit  des  diagonales  d'un 
polygone  régulier  de  m  côtés  issues  d'un  même  point  par 
le  carré  du  côté  de  ce  polygone  est  égal  à  m  fois  la 
[m  —  i)i<^'ne  puissance  du  rayon  du  cercle  circonscrit. 
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VIII.  —  ÉQUATIONS  DU  TROISIÈME  DEGRÉ. 

Nous  avons  vu  que,  en  augmentant  toutes  les  racines 
d'une  même  quantité  facile  à  déterminer,  on  pouvait  tou- 
jours faire  disparaître  la  (ni—if"'^  puissance  de  l'in- 
connue dans  toute  équation  du  degré  /// ;  nous  pouvons 
donc  considérer  l'équation  du  troisième  degré  sous  la  iorme 

Pour  résoudre  cette  équation,  nous  poserons 

(  2  )  ^  —  r  4-  3  ; 

elle  deviendra  alors 

j3  _|_  ^3  _^_  (_^.  _j_  z]{3j-Z  -\~  p]-hq  =  0. 

Nous  pouvons  profiter  de  l'indétermination  de  j  et  de  z, 
pour  poser 

(3)  3jz-^p  =  o; 

ré(piation  précédente    pourra    alors    être    remplacée   par 
celle-ci  ; 


(4)  j'-hz^ 


7 


Les  équations  (3)  et  (4)  déterminent  entièrement  j  et  z, 
et  par  suite  a:;  de  l'équation  (3)  on  tire 

(5)  j3,3_  __/!!. 

27 

Les  équations  (4)  et  (5)  font  connaître  la  somme  et  le 
produit  dcj^  et  z^  ]  ces  deux  quantités  sont  racines  de 
l'équation 

U--\-  cjll r=z  o, 

'27 
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d'où  Ton  lire 


.)  ^  7 


V  4      27 


et  par  suile 


(6) 


</~'H'' 


+  .==w--  +  v/^"  +  g 


\/-:-v/ï 


Chacun  des  radicaux  qui  figure  dans  cette  formule  a 
trois  valeurs,  de  sorte  que  x  paraît  susceptible  de  neuC 
valeurs,  quoique  nous  sachions  cependant  que  l'équa- 
tion (1)  n'a  que  trois  racines  distinctes.  Ce  paradoxe 
s'explique  facilement  en  observant  que  les  équations  (4) 
et  (5),  qui  nous  ont  servi  à  déterminer  z  et  j,  sont  plus 
générales  que  les  équations  (3)  et  (4),  auxquelles  j'  et  z 
sont  assujettis  à  satisfaire;  aussi  ne  devrons-nous  prerxdre 

que  les  valeurs  de  7  et  ^  dont  le  produit  fait —  ,-•  Soient  j^i 

et  z^  des  valeurs  de  j  et  de  z  satisfaisant  à  cette  condi- 
tion, I,  y  ety-  les  racines  cubiques  de  l'unité;  les  valeurs 
de  Y  sontj)'^! ,  jji ,  7^  7 1  ;  celles  de  z  seront  Zi ,  j z^,  f  z^. 
Cela  posé,  avec  z^  on  ne  pourra  combiner  quej^<,  car 

les   autres   valeurs   de  j    ne  donneraient  pas  J3  =  —  -. 

avecy^i  on  ne  pourra  combiner  quey-j,,  et  avec  y-  z,  on 
ne  pourra  combiner  quey'^i,  en  sorte  que  les  racines  de 
l'équation  (i)  seront 

^i  =  Ji  +  "1  '    ■'■-  =  y'ji  + ./ "  -1 .    -'^3  —  P  Ji  H-  J  - 1  ; 

dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposerons  p  et  q  réels. 

La  formule  (6)  est  très  incommode  pour  le  calcul  des 
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racines  de  l'équation  (3)  :  lorsque  la  quantité  ^~  -\-  iL.  est 

positive,  on  voit  clairement  que  l'équation  (i)  a  deux  de 

ses  racines  imaginaires;  mais,  lorsque  ^,-  -f-  —  est  né«-atif 
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les  racines  sont  compliquées  de  radicaux,  et  il  n'est  pas 

possible  de  décider  immédiatement  si  elles  sont  réelles  ou 

imaginaires. 

Si  nous  supposons  1-  -\-  ^^-  =:  o,  l'équation  (1)  acquiert 

manifestement  deux  racines  égales. 

Voici  maintenant  un  moyen  de  calculer  les  racines  de 
l'équalion  (i)  au  moyen  des  Tables  de  logarithmes  ; 

i«  Supposons   d'abord  i.  +  ^<;o;    on    pourra   poser 


on  en  déduira 


''/'  ,    P\ 


la  lormule  (6)  deviendra  alors 

h'         ^^  I •     ^  \  r    U         5  .     n 

X  =1  arM  (OS  -  -h  y/—  i  sin-  1  -\-  S/-^  (  cos-  —  v'  —  i  sm-  j , 

a  et  (3  désignant  deux   racines   cubiques  de   l'unité  dont 
le  produit  fasse  i .  Si  l'on  prend  alors  a  =  i  et  [3  =  i ,  on  a 


JTi  =rr  2/'^  COS 


3' 
en   prenant  a=rcos-T^ — f- y — ism^:;-,  il    laudra   prendi 
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p  =r  a-  =  cos  -T^ y/ —  I  sin  -—,  ce  qui  donnera 


OF  1 


UNI- 


4j. 

3 


en  prenant  a  =  cos-^  +  ^— i  sin^^,  il   faudra  prendre 


4f     :, 
3 


/3=«^  = 


COS  —- 


2  /  '^  COS 


/ —  -4^  -1 

V — ism— -,  ce  qui  donnera 

477  +  0  i  TT-f-  0 


=  —  sr^cos- 


Ces  formules,  jointes  aux  formules  (7),  montrent  que  les 
racines  de  l'équation  (  i  )  sont  réelles  et  permettent  d'elTec- 
tuer  par  logarithmes  le  calcul  de  ces  racines. 

-i^  Supposons  1-  -H  ^  >  0.  Si  l'on  observe  que  le 
produit  des  radicaux  cubiques  qui  entrent  dans  la  for- 
mule (6)  doit  faire  —  ^,  on  sera  porté  à  représenter  l'un 

par  a  ^|cotcp  et  l'autre  par  —  ^  i/ïtangçî,  si/?  est  po- 
sitif, a  et  [3  représentant  des  racines  cubiques  de  l'unité, 
telles  que  a,3  —  i .  On  trouve  alors,  si  a  =  3  =  i 


X  =  J'L  (cot,  -  tans,)  =  J\  -^^~-  =  .  J\ 
V    -J  V    o  sui'^cos<^  y   c 

Si  l'on  suppose 


cet  2^. 


a  =:  COS 


I  sin 


277 


.       277       , 


on  en  conclut 


\/f[^'^^f 


(cotip  —  t'»ngî>) 


2  77  .~j 

sin  -rr-  (cot^  +  tiing?)  V^—  I 


>oG  TRAITÉ    d'algèbre. 

OU 


\/'i(ri 


.      177 

cot2(p  +  sm 


3      si  11  2o 


Le  cas  où  l'on  supposerait  a  =  cos-^-  —  J isiii  — , 

«j  3 

3  =  cos-^4- ';^— i  sin-^  n'offre  pas  plus  de  difficulté. 
Enfin,  si,  au  lieu  de  supposer  p  positif,  on  le  supposait 
négatif,  on  poserait  l'un  des  radicaux  égal  à  a  i  / —  -tang(p 

et  l'autre  égal  à  (3  W  —  ~  cota?;  x  pourra  donc  être  calculé 
par  logarithmes  lorsqu'on  aura  calculé  l'angle  9  (ou  du 
moins  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  y/~^  sont  calcu- 
lables par  logarithmes). 

Voici  maintenant  comment  on  pourra  calculer  l'angle  9. 
On  observera  que,  si  p  est  positif, 


\/ 


ZL(cot3^-tang3^)=r-^, 


et,  si  p  est  négatif. 


/ 


en  posant  alors 

ta ng^  f  =:  tang i{/,      cot^  ^  r=  cbt ^, 
l'angle  ^  sera  déterminé  par  la  formule 

cot2i;/=:  —  ^:  4//^  si    /-'>o, 

I    1^  n     • 
%v^.  ih  ^=z  —  \    —  '—  :  -    SI    P  <r  o. 
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Toutes  ces  formules,  comme  on  le  voit,  sont  calculables 
par  logarithmes. 

IX.   —  ÉQUATIONS  DU  aUATRIÈME  DEGRÉ. 

Considérons  l'équation 

.r*  -+-  p.r''  -\-  (j .(}  -\-  r.x  -^  S  :=  O. 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme 


ou  bien 


Si  le  second  membre  de  cette  équation  était  un  carré 
parfait,   on  pourrait  regarder  l'équation  comme  résolue  ; 


mais,  en  ajoutant  aux  deux  membres  2  (  a:-  H — px  )/-f-7  "^ 

le  premier  reste  un  carré,  quel  que  soit  7;  quant  au  second, 
il  devient 

(.,2  N 

-y-  —  7  -}-  2  J  I  ./;2  +  [py  _  r)  :t'  -t- j"  —  S, 

et  il  sera  un  carré  parfait  si  l'on  détermine  j  par  la  con- 
dition 

[py  —  '•)'  —  4  ( T  —  *?  +  -A  (^>''  —  -')  =  o- 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  en  j  .  Lorsqu'elle 
aura  été  résolue,  l'équation  proposée  s'abaissera  au  second 
degré. 

Exemple.  —   Proposons-nous   de    résoudre    l'équation 

x'"  —  i.TT'  —  G.r  -h  3  — -  o; 
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on  l'écrira  comme  il  suit  : 

puis,  en  désignant  par  j'^  une  indéterminée, 

(l)    [.r2-^)24-2(x2— .r)j-^j^z::z2(.r'^— .r).)--f-_)-^4-a-5-f-G.r  — 3. 

On  disposera  alors  dey  de  manière  que  le  second  membre 
soit  un  carré  parfait,  ce  qui  fournit  la  relation 

(6  -  o  ,  )2  _  4(  ,,_^,,.  _^  ,)  (_,  2  _  3)  ^  o 
ou,  en  développant, 

—  o;"^  4-  36  H-  I?,  zr-o, 


c'est-à-dire 


L'équation  (i)  devient  alors 


3- 


{.x^  —  .V  H-  ^'(')  )2  —  (y  2  ^'()  -h  I  -r  -I-  \  v/6 
d'où  l'on  tire 


.r'  —  r  -+-  ;/(;  =:=  ±:  (v  2  V<>  4-  •  .^  H-  V  vAi  —  3j. 

La  question  est  ainsi  ramenée  à  la  résolution  d'une 
équation  du  second  degré.  Cet  exemple  simple  montre 
qu'il  vaut  encore  mieux  avoir  recours  aux  méthodes  d'ap- 
proximation exposées  plus  haut  qu'aux  formules  algé- 
briques, surtout  si  l'on  observe  que  l'équation  du  troisième 
degré  en  y  que  nous  avons  rencontrée  aurait  pu  être 
complète,  et  par  suite  beaucoup  plus  difficile  à  résoudre. 
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EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Partager  un  hémisphère  en  deux  parties  égales  par  un  plan  pa- 
rallèle à  sa  base. 

2.  Montrer  que,  si  l'on  fait  j  =  [x^ —  i)^,  l'équation 

peut  être  résolue  algébriquement. 

3.  Former  une  équation  à  coefficients  entiers  adnîcllant  pour  ra- 
cine \/a-+-\/Z  -+-  v^c,  rt,  è,  c  désignant  des  nombres  entiers  non  carrés. 

4.  Résoudre  par  les  Tables  de  logarithmes  l'équalion 

elle  a  ses  racines  réelles. 

5.  Discuter  les  conditions  de  réalité  des  racines  de  l'équation 

xm  -h  px  -^  q  —-  o 

à  l'aide  du  théorème  de  Rolle. 

6.  Pour  résoudre  l'équation 

on  peut  poser 

r  —  a  -~  bx  ■+•  ex- 

et  disi)0scr  de  a,  /j,  c  de  manière  à  la  ramener  à  la  forme  Y^  —  A, 
en  faisant  évanouir  les  termes  du  second  et  du  premier  degré  dans 
l'équation  transformée,  qui  est  du  troisième  degré. 

7.  Discuter  les  équations  de  la  forme 

X-f/i  H-  jj.v'"  -h  (/  -~  o. 

8.  Trouver  le  tronc  de  cône  de  volume  maximum  inscrit  dans  un 
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hcmisplière,  Tune  des  bases  du  tronc  coïncidant  avec  la  base  de  l'Iiémi- 
splière. 

9.  TfouAcrle  cône  de  surface  totale  maxiina  inscrit  dans  une  sphère 
donnée. 

9.  Prouver  que,  si  l'on  pose 

C(.r)  = -^ ,      S{.r)  = , 


on  pourra  résoudre  l'équation 


^3  


V^  —  JKV  —  (J  =  O 


en  posant 


'^'-iv/P'  -''ijù\/l 


C(^)  et  S(x)  s'appellent  le  cosinus  et  le  sinus  hyperboliques  de  j:;  ils 
jouissent,  comme  on  peut  le  constater,  de  propriétés  analogues  aux 
lignes  trigonométriques  [vo/r  le  Traité  de  M.  Laisant,  député,  sur  ce 
sujet,  et  les  Tables  numériques  de  M.  Iloiicl). 

10.  Prouver  qu'en  désignant  par  a,  a^,  . . . ,  yn-i  les  racines /^''""''  do 
l'unité  et  en  posant 

on  a 

.;-[.{a)-L(i).-f-.(a^)^^(i^)  +  ...  +  ^(.«)-^(^.)] 
=  /^l  q\  -1-  /^2  '/s  -^-  •  •  •  -+-  Pn  fin- 

11.  Calculer  la  somme  des  termes  du  développement  de  (jth-  <-/)"* 
pris  de  deux  en  deux,  ou  de  trois  en  trois,  ou  de  quatre  en  quatre,  etc. 
Voici  la  solution  :  en  appelant  i,  a,  a2,  . . . ,  %n-\  les  racines  /^"^""^  de 
l'unité  et  (p(x)  le  polynôme  «o -t-  <?i.r-i-  /ïsx^h-.^  .,  on  a 


n 
I 
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i2.  L'équation  xy  =  y^  a-t-elle  d'autres  solutions  quej==  .r? 

13.  Résoudre  l'équation  6'^  =  ax.  Résoudre  l'équation  sinx=  ax. 
(Ces  équations  ne  peuvent  être  résolues  qu'en  donnant  à  a  une  valeur 
numérique;  mais  on  peut  discuter  les  racines  dans  le  cas  général.) 

14.  Trouver  la  plus  petite  racine  positive  de  l'équation  tang j?  =  x. 
lo.  Résoudre  complètement  l'équation 

x^  —  x^  —  x^  —  x^  —  X  —  1  =  o. 

16.  Démontrer  que  ax^  -h  3ùx'2j--+-  3r.rr-+  ''(}•'  ==/  peut  se  dé- 
composer en  une  somme  de  deux  cubes.  Si  l'on  pose 

f=^{y.x-{-Ç>x)^-h{cc'x-hp'f)\ 
on  trouve 


Jy^-    J  y 


=  36  (a[3'—  fia  )2(a.r  H-  [Sj)  [x'x  +  ^'r). 


De  là  un  moyen  fort  simple  de  calculer  a^  +  ^j  et  a.'x  +  p'y. 

Le  polynôme  /  ayant  été  ainsi  décomposé  en  une  somme  de  deux 
cubes,  rien  n'est  plus  facile  que  de  résoudre  l'équation /=  o,  où  l'on 
peut  supposer  maintenant  j  =  i.  En  effet,  elle  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(ax+  6)3 -f-  [y.'x-\-t'Y  =  o, 

d'où  l'on  tire,  en  appelant  i  et  i'^  les  racines  cubiques  de  l'unité, 

(a.r  H-  [3)  -t-  [y! X  -f-  ^')  =  o, 
(a.r-f-  f5)  -t-  i[7.'x  h-  jS')  =  o,     [xx  h-  S)  -t-  i^[y.'x-{-  f/')  =  o. 

Faire  les  calculs  pour  l'équation  x^  ■+-  Zpx  -f-<j  =  o. 
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CHAPITRE  IV. 

DE  L'ÉLIMINATION  ET  DES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


I.   —  SUR  LES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  QUI  CONTIENNENT 
DES  PARAMÉTRES  VARIABLES. 

Quand  les  coefficients  d'une  équation  sont  des  fonctions 
d'un  paramètre  variable  (et  ce  paramètre  peut  être  l'un 
des  coefficients  lui-même),  les  racines  sont  évidemment 
des  fonctions  de  ce  paramètre.  Nous  allons  démontrer  que  : 

Théorème.  —  Si  les  coefficients  d\uie  équalion  sont 
fonctions  entières  d'an  paramètre,  les  racines  sont  fonc- 
tions continues  de  ce  paramètre. 

Lemme.  —  Si  les  p  derniers  coefficients  de  l'équation 

(i)  ^'"  -h  a^x»'-^  -I-  . . .  4_  a,n-^x-\-  a,n  =  o 

tendent  simultanément  vers  zéro,  p  racines  de  l'équation 
tendront  simultanément  vers  zéro. 

En  eff'et,  soient  ct^.c/...,  .  .  ..^  a^  les  racines.  Puisque  a^n 
tend  vers  zéro,  a^a2...a„^,  produit  des  racines,  tend 
aussi  vers  zéro  ;  donc  l'une  des  racines  y-m  au  moins  tend 
vers  zéro.  Or  on  a 

le  signe  S  indiquant  une  somme  de  termes  analogues  à 
celui  qui  est  écrit  et  obtenus  en  permutant  les  indices   i, 


i 
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2,  .  .  .,  771 —  ï,  ni.  Mais,  si  a„i  tend  vers  zéro,  il  faut  que 
le  terme  a<  ^2  .  .  .  (Xm^^,  le  seul  qui  ne  contienne  pas  oc^, 
tende  vers  zéro,  ce  qui  exige  que  l'un  des  facteurs  de  ce 
produit,  a^_i  par  exemple,  tende  vers  zéro.  Si  am-2  tend 
aussi  vers  zéro,  comme  l'on  a 

il  faut  que  le  second  membre  de  cette  formule  tende  vers 
zéro,  et,  comme  ce,,,  et  a^-t  tendent  vers  zéro,  il  iaut  que 
le  seul  terme  de  Sa,  ao  .  .  .  a„,_^^  qui  ne  contient  ni  a„,  ni 
^-m-i,  à  savoir  «la^.  .  .«^-2,  tende  aussi  vers  zéro,  ce  qui 
exige  que  l'on  ait,  par  exemple,  a^-^  =  o, 

C.     Q.     F.     D. 

Réciproquement,  il  est  clair  que,  si  p  racines  tendent 
vers  zéro,  les  p  derniers  termes  de  l'équation  tendent  vers 
zéro. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  notre  théorème  ; 
en  effet,  si  nous  supposons  que  les  coefficients  de  l'équa- 
tion (i)  soient  fonctions  entières  de  7-,  on  pourra  représenter 
le  premier  membre  de  cette  équation  par/(x,  j),  /dési- 
gnant un  'polynôme  entier.  Supposons  que  pour  j  =  (3 
l'équation  (i)  ou  /(x,  j)  =  o  ait  yy  racines  égales  à  a  ;  alors 
on  aura,  pour  j  =  [6  et  .r  =  a, 

Or,  en  posante  ==  a  -f-  /i,  l'équation  (1)  devient 

f[^-t-/i,j)  =  o 
ou 

/(c<,j) +//y„ -H— /.+  ... +  ^-__/^;,4  +  ...^o. 

Si  l'on  suppose  jr  =  (3,  cette  équation  en  h  a,  en  vertu  des 
formules  (2),  ;?  racines  nulles;  donc,  quand  j"  tend  vers  [3, 
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p  racines  de  cette  équation  tendent  vers  zéro,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  p  racines  de  (i)  tendent  vers  a;  donc 
enfin  les  racines  simples  ou  multiples  de  (i)  sont  des  fonc- 
tions continues  de  j).  c.   Q.   F.   D. 

Remarque  importante.  —  Si  les  p  premiers  coejjicients 
d'une  équation 

tendent  vers  zéro,  p  racines  de  cette  équation  croissent 
indéfiniment. 

Car  p  racines  de  la  transformée  en  - 

<7o  +  r/j  .r  H-  .  .  .  +  û^.r^  -I-  .  .  .  -4-  a,,^  ,r'"  ==  o 

tendent  vers  zéro. 

Une  équation  à  deux  variables  telle  que  (  i),  dans  laquelle 
rto,  <3^o  <^2>  •  •  •  sont  des  polynômes  de  degrés  o,  i,  2,  .  .  . 
respectivement,  sera  dite  du  degré  m\  si  l'on  suppose  que 
«01  «o  •  •  •>  (^p-\  tendent  vers  zéro,  p  racines  x  de  cette 
équation  croissent  au  delà  de  toute  limite  ou,  si  l'on  veut, 
sont  infinies  pour  «0  =  Oj  •  •  •  ?  (^p~\  =  o.  Nous  dirons  alors 
que  l'équation  en  réalité  du  degré  m  —  p  en  x 

est  du  degré  m  et  admet  p  racines  infinies.  C'est  là  une 
façon  de  parler  nécessaire  pour  l'exactitude  de  certains 
théorèmes  qui  sans  cela  manqueraient  de  généralité. 

II.  —  REMARQUE  SUR  LA  DIVISION  DES  POLYNOMES. 

Considérons  deux  polynômes 

f[x]  =«0+  «1-^H-.  .  .-!-  ^m-^"S 

Y[x]  —  h^-\-  b^x  -^...^-^,,.r'^, 
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divisons-les  l'un  par  l'autre,  en  ordonnant  le  quotient,  par 
exemple,  suivant  les  puissances  ascendantes  dex;  arrêtons- 
nous  à  un  terme  de  degrés.  Soient  Q/ (a:)  le  quotient, 
a;'+^R/(x)  le  reste,  et 

Q/  =  Cft  H-  q  X  +  .  .  .  -t-  a.v',      jc'+i  n,-  =  r,+i  x'+i  +  .  .  .  ; 

nous  aurons 

/(jc)  =rQ-F(^) -h  .r'+iR-. 

/"n'étant  pas  en  général  divisible  par  F[x),  le  quotient  Q, 
pourra  contenir  un  nombre  indéfiniment  croissant  de 
termes;  mais  on  aura  toujours,  en  divisant  par  F(x), 

Je  suppose  maintenant  que  l'on  sache  d'autre  part  que  -]—l 

F(.r) 

est  développable  en  série  convergente  de  la  forme 


Fi.r 


je  dis  que  l'on  aura  ^0  =  ^0,  Ai=Ci,  ...;  en  d'autres 
termes,  la  division  pourra  fournir  le  développement  cher- 
ché. Cela  suppose,  bien  entendu,  ^oou  F(o)>-o,  sans  quoi 

— — -,  au  lieu  de  se  réduire  à  ko  pour  x  =  0,  serait  infini, 

et  d'ailleurs  Q/  contiendrait  un  terme  en  -• 

Si  nous  appelons  ^i(x)  la  somme  des/-}-i  premiers 
termes  de  la  série  et  x'+'  ^i{x)  le  reste,  la  fonction  i^ii  sera 
finie  pour  a:  =  o  et  l'on  aura 

-c"  ^\  —  9i-r-  -f^      yi- 
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De  cette  formule  et  de  (i)  on  tire 

OU 

Si  l'on  faitx  =  o,  on  voit  que  ko  =  CQ.  Supprimons /tq  ctCo, 
et  divisons  par  x;  nous  aurons 

G  =  /i  —  Cj  +  .r  (  A-2  —  C^)-\-  .  .  ., 

En  faisant  encore  x  =  o,  il  viendra  /r,  =  Ci    et  ainsi  de 
suite;  si  donc  "^-7^  est  développable  suivant  les  puissances 

r  [.rj 

ascendantes  de  x,  la  division  donnera  le  développement. 

Cette  proposition  est  encore  vraie  quand  ^0  =  F  ( o )  =  u, 

car,  ho  étant  différent  de  zéro,  elle  sera  vraie  pour  les  fonc- 

/H       /(•^) 
tions  ——7 — N  »  -T^- — \  •> 

On  verrait  de  même  que,  si  l'on  peut  développer  ^-— r 

suivant  les  puissances  descendantes  de  ^,  la  division  donne 
le  développement;  seulement,  au  lieu  de  faire  x=o,  on 

fera  x  ==  co  ,  ou,  si  l'on  veut,  on  changera  x  en  -  et  1  on 

sera  ramené  au  cas  que  nous  venons  d'examiner. 

ffl.  —  SOMMES  DES  PUISSANCES  SEMBLABLES  DES  RACINES 
D'UNE  ÉaUATION. 

On  appelle /o7^c^IO/^  sjmétriquc  de  plusieurs  quantités 
a,  h,  c,  ...  une  fonction  dont  la  valeur  ne  change  pas 
quand  on  permute  ces  lettres  entre  elles  :  ainsi  a  4-  Z>  H-  c, 
abc  sont  des  fonctions  s;ymétriques  de  a,  h,  c. 
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Nous  allons  montrer  comment  on  peut  calculer  les  fonc- 
tions symétriques  des  racines  d'une  équation  sans  pour 
cela  avoir  besoin  de  la  résoudre. 

Nous  commencerons  par  montrer  comment  on  peut  cal- 
culer les  sommes  des  puissances  semblables  des  racines. 
Considérons  l'équation 

(j)     /(a:)  =  o      ou      o„^-^a„j_iX-ha,n_^x^-\-.  .  .-i-aQx"'  =  Oi 

soient  a,  (3,  .  .  . ,  A  ses  racines.  Posons 

(2)  Si=zoc'-^S^-h..  .4- V  =  2a'; 

nous  aurons,  en  particulier, 

Sq  =  m. 
On  sait  que 

En  prenant  les  dérivées  des  logarithmes  des  deux  membres, 
on  a 

Supposons  le  module   de  x  plus    grand   que   ceux  de  a, 
(3,  ...,).;  on  aura  (par  la  formule  de  la  page  98  du  t.  II) 

I  I  a  a^ 

=  --h  —  -+-  —  -h-.., 


.V  —  p        X 


En  portant  ces  valeurs  dans  (3)  et  en  ayant  égard  à  (2), 
on  a 

(4)  ÇA  =  ~-^\  +  ^-^--- 

^^'  f[x)         .X        x^        x^ 
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Donc,  en  vertu  du  théorème  démontré  au  paragraphe  précé- 
dent, SQ,Si ,  So,  .  .  •  S07it  les  coefficients  <ie  -»  — i  •  •  •  dans  le 

(juotient  de  la  division  de  f{x)  par  f{x). 

On  peut  mettre  Sq,  St,  .vo,  .  •  •   sous  forme  de  détermi- 
nants. Écrivons  (4)  ainsi  : 


ou,  en  remplaçant /(x)  par  sa  valeur, 


Éo^alons  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  X  ;  il  viendra 


m  —  1  )  «1  =  ,Vo  «1  -h  .Vj  <7o, 


(m  —  2 ) /72  =  5,) <72  H- 


■^1^1 


et,  en  observant  que  So  =  m 
(5) 


I  «1+  Vi^n^  O» 

2«2+  «^1^^  -+-  ■?2^0  =  O, 


On  en  conclut  à  voJonté  les  Si  en  fonction  des  ai  ou  les  a, 
en  fonction  des  Ç/. 

0/z  prouverait  de  même  que  5_h  5_2,  ^^-3,  •  •  •  ^OJit  les 
coefficients  de  x\  x,  x^,  .  .  .  dans  le  quotient  de—y^ 
ordonné  suivant  les  vuissances  croissantes  dex. 
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Remarque.  —  En  vertu  des  formules  (5),  si  l'on  suppose 
<7e=:  I,  ce  qui  est  permis,  5<  sera  du  premier  degré  en  a^J 
ao,  a^i,.  .  . ,  car  Si  =  —  a^  ;  ^2  sera  du  second  degré,  s^  du 
troisième,   etc.,  si  du  i'^"^  degré. 

On  appelle  poids  d'une  fonction  de  «o>  ^ij  ^21  ...la 
somme  des  indices  des  lettres  qui  y  entrent  :  ainsi  le  poids 
de  a^al  sera  4  4-^X3,  etc.  11  en  résulte  que  le  poids  de 
Si  est  i.  On  peut  le  vérifier  en  observant  que,  si  l'on  rem- 
place «0?  ^iy  ^2,  •  •  •  par 

m  mirn  —  i)  rnim—  i)i ni  -—  9.)    „ 

I  1.2  I .2.0 

f{x)  devient  (x  —  a)^  cl  si  devient  maK 

Théorème.  —  Toute  fonction  symétrique  rationnelle 
des  racines  d'une  équation  algébrique  s'exprime  ration- 
nellement à  l! aide  des  coejficients  de  cette  équation. 

Il  suffit  évidemment  d'établir  ce  théorème  pour  les 
fonctions  symétriques  entières;  or,  toute  fonction  entière 
des  racines  a,  (3, .  . . ,  X  est  une  somme  de  termes  de  la  forme 
A.a'|3/. ..;  si  cette  fonction  est  symétrique,  elle  sera  la 
somme  de  termes  de  la  forme 

^Aa';^/ 

Si  donc  nous  prouvons  que  cette  fonction  s'exprime  ra- 
tionnellement au  moyen  des  coefficients  de  l'équation,  le 
théorème  sera  démontré.  Or  on  a,  pour  i  </, 

et,  dans  le  cas  où  1=7, 
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On  aurait  de  même,  en  supposant  z^y>  A-, 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  etc.  c.   q.  f.  d. 

Remarque.  —  On  voit  que  le  poids  d'une  fonction  du 
degré  y.  des  racines  d'une  équation  sera  de  poids  ju  par  rap- 
port aux  coefficients;  cela  résulte  de  ce  que  5/  est  de 
poids  i. 

IV.   —  DE  L'ÉLIMINATION  EN  GÉNÉRAL. 

Eliminer  jo,y,  z,.  ,  .  entre  des  équations  L  =  o,  M  =  o, 
N  =  o, .  .  . ,  c'est  trouver  des  équations  qui  soient  des  con- 
séquences nécessaires  de  celles-ci  et  qui  ne  contiennent 

plus  X,  Y,  z, Ces  équations  portent  le  nom  de  résul- 

tantes  des  équaiionà  proposées. 

Pour  éliminer  a:  entre  les  équations  çp{.r)=  o,  ^[x)  =  o, 
il  suffit  d'exprimer  que  ces  équations  ont  une  solution 
commune,  ce  qui  peut  se  faire,  pour  fixer  les  idées,  en  éga- 
lant à  zéro  le  plus  grand  commun  diviseur  de  (?(jc) 
et^[x).  En  effet,  l'équation  qui  exprime  que  <p(x)  =o 
et  ^{x)  =  o  ont  une  solution  commune  est  bien  une  con- 
séquence Jiécessaire  de  ces  équations,  car,  tant  que  ces 
équations  n'auront  pas  de  solution  commune,  elles  ne  pour- 
ront avoir  lieu  en  même  temps.  Toutefois,  comme  cp(x) 
et  ^(x)  pourraient  s'annuler  ensemble,  quel  que  soit  x,  en 
choisissant  convenablement  un  facteur  indépendant  de  x 
entrant  dans  q  et  dans  ^,  nous  préciserons  et  nous  appel- 
lerons dans  ce  Chapitre  résultante  de  deux  équations  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'elles  aient  au 
moins  une  racine  commune,  à  moins  que  nous  ne  préve- 
nions expressément  du  contraire. 

Nous  observerons,  en  passant,  que  rien  ne  nous  auto- 
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rise  à  croire  a  priori  que  la  résultante  de  deux  équations 
puisse  remplacer  l'une  quelconque  d'entre  elles,  et  nous 
prouverons  d'ailleurs  plus  loin  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  en 
'général. 

1 

V.   —  ELIMINATION  PAR  LES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 

Considérons  les  deux  équations 

(1)  rt!o-^'"-|- ««l-^'""^-!--  •  .H-^m  =  O       ou       (};(^)=0, 

(2)  ^(j.r«  +  ^ia:«-i  +  .  .  .  4-/?„  =0      ^^      ^(x)— o; 

appelons  a<,  «2?  •••5  ^m  les  racines  de  la  première, 
|3<,62,.  .  .,(3,2  celles  de  la  seconde.  Pour  que  ces  équations 
aient  lieu  en  même  temps  ou  aient  une  solution  commune, 
iliaut  que  l'une  au  moins  des  quantités  ai —  |3y  s'annule,  et 
cela  est  suffisant  [j'écarte  le  cas  où  c^  et  ij>  auraient  un  fac- 
teur indépendant  de  x  commun  et  susceptible  de  s'annuler, 
où  par  conséquent  l'on  pourrait  supposer  (]p(x)  =  o,  quel 
que  soit  x].  Il  faut  et  il  suffit  donc  que  l'on  ait 

(c^i-|3,)(«i  -^.)...(a,-/3„) 
(«2-/3i)(«2-.S,)...(«2-l3,) 

(««^-/3l)(«;.-l32)...(a..-^.) 

ce  qui  peut  s'écrire  indifféremment  sous  l'une  ou  l'autre 
des  formes 


Chacune  de  ces  deux  formules  pourra  se  calculer  par  la 
méthode  des  fonctions  symétriques. 
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La  première  forme  de  la  résultante  nous  montre  qu'elle 
est  de  degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de^,  la  seconde 
qu'elle  est  de  degré  n  par  rapport  à  ceux  de  (p.  On  peut 
voir  que  son  poids  est  mji.  En  effet,  un  terme  quelconque 
de  la  résultante  est 

le    poids    de    hihj.  .  .  hj^    est    i  -i-y -t- .  .  .  4- /»  ;    celui  de 

a'\-'rj>i^L,.y-"J'  est 

n  —  /  -f-  /?  —  /  H-  .  .  .  H-  /z  —  y^-  =  mn  —  i  — ./  —  ...  —  /  ; 

le  poids  total  du  terme  considéré  est  donc  mn.  De  là  résulte 
un  théorème  important  : 

Théorème  de  Bezout.  —  Si  V  on  suppose  que  aQ^a^,...^am 
soient  des  polynômes  en  y  de  degrésrespectijs  o,  i ,  2 , . . . ,  w , 
que  I)o,bi,.  .  . ,  Z»,^  soient  également  de  degrés  o,  i ,  2,...,  /z 
respectivement  par  rapport  à  j,  la  résultante  des  équa- 
tions <p  =  o,  ^J>  =  o  sera  de  degré  mn  en  y  au  plus. 

En  effet,  le  poids  de  la  résultante  est  alors  précisément 
égal  à  son  degré  relatif  à  j^,  puisque  chaque  coefficient  a  un 
poids  égal  à  son  degré.  La  résultante  est  donc  du  degré  nm 
au  plus.  Je  dis  au  plus  parce  que  certaines  réductions 
peuvent  parfois  faire  évanouir  les  termes  en  j'"",  mais  il  est 
facile  de  voir  qu'en  général  ces  termes  existeront,  et,  pour 
cela,  il  suffit  de  considérer  un  cas  particulier  où  cette  cir- 
constance se  présente.  k' 

Soit 

on  en  conclut  la  valeur  suivante  de  la  résultante  : 
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OU 

ymn  (p^  _  i)  (p'I  _  i)  .  .  .   =  o.  0.    Q.    F.    D. 

On  prouverai  t  facilement  que  la  résultante  de  trois  équa- 
tions 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a,    3i),  (ao,  (^o),  .  .  .  désignant  les  solutions  communes  à 
cp  r=:  o,  ^  =  o,  et  ainsi  de  suite. 

La  méthode  d'élimination  que  nous  venons  d'exposer  a 
parfois  des  avantages,  mais  le  plus  souvent  elle  conduit  à 
des  calculs  inextricables. 

En  voici  une  autre  qui  permet  d'exprimer  la  résul- 
tante sous  forme  explicite.  Supposons  o{x)  de  degré  m, 
^(x)  de  degré  n  et  soit  m>nel 

f{^x)  =  {x  —  ax){x  —  «2).  •  '{oc  —  a,n), 


{x  —  ai)f'{ai) 

a< ,  «o,  .  .  .  désignant  des  quantités  arbitraires  inégales  ;  une 
fonction  F(^)  quelconque  de  degré  m  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

F(:r)=  F(ai)^i+  F(o^2)^2  +•  •  •+  F(a,„)b« 
{voir  au  besoin  le  §  I  du  Chap.  V  qui  suit).  En  particulier, 

si  l'on  pose 

^       o{x)^{a)-o{a)^{x) 
0(^,  a)=-^ -^^-^^ ^ 

^ii=  o'  {at)^h{ai)—  o{ai)^'  {ai), 
on  aura 


0(^,  ain)  =  0,;m;i-î-  ^///2Ç2  •  •  • 
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Si  dans  ces  formules  on  remplace  x  par  les  racines  a,, 
as,  . .  . ,  a^  de  o{x)=  o,  on  trouve  ni^  équations  en  vertu 
desquelles 

(3)  S=hO(ai,  ai)0(a2,  a^)...^{cc„„  a,„)  =  eX, 

6  désignant  le  déterminant  dont  l'élément  général  est  9/y, 
ainsi 

0==S±OhO22...O„„, 

et  X  le  déterminant  dont  l'élément  général  est 

■A  «y) 

^ocj  —  ai)/'{ai)' 
or 

acj  —  m 
de  sorte  que  (3)  devient 

(— i)'«n^(ay)ncp(a,)2 


a,— a,  a,/i~a 


m         '-^/ii 


e  iC^l  2  ■•       ' 


n  /'  (  «/  )  «1  —  ai  a,,j  —  a„. 

De  là  on  lire,  en  observant  que 

no(a,-)=Uf(aj)a^(-iyn^ 

U'l(<xA= ® • 

•'   '^       a'-  U/\a,)' 

voilà  donc  un  moyen  très  simple  de  former  explicitement 

n-';(ay)et 

0  =  0  «-'         ' 

est  la  résultante  de  (i),  (2). 

VI.   —  SUR  LES  POLYNOMES  MULTIPLICATEURS. 

Lorsqup.  les  deux  équations 
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ont  une  racine  commune  ^  =  a,  ?/  existe  toujours  deux 
polynômes  cp,  et  ^^  tels  que  Von  ait 

(a)  cpiJ;— (];iO  =o. 

fuel  que  soit  x,  et  réciproquement,  si  la  formule  (2) 
eu  quel  que  soit  x,  '^^  désignant  un  polynôme  de 
degré  inférieur  à  celui  de  ^  et  (d^  désignant  un  poly- 
nôme de  degré  inférieur  à  celui  de  cp,  les  équations  (i) 
auront  une  racine  commune. 


En  effet,  soit  a  la  racine  commune  aux  équations  (i); 

soient  C5,=  — ^ — 1  <i>i  =  — "^ — '  il  est  clair  que  l'on  aura 

*  X  —  a      *  X  —  a  ^ 

identiquement 

çpi^|;_(!;jcp  =0, 

car  cette  formule  revient  ào^  ^^  (x  —  a)  —  'h^  o,  (x  —  a)  =  o; 
ainsi  (2)  est  une  identité. 

Réciproquement,  soient  m  le  degré  de  cp,  n  le  degré  de  ^; 
soit  m  ^71.  Si  la  relation  (2)  a  lieu,  cp,  étant  de  degré  m  —  i 
et  ûji  de  degré  n  —  i ,  désignons  par  a  une  racine  de  cp  =  o; 
elle  annulera  o'^i  :  donc  elle  annulera  cp,  <]>.  Or  toutes  les  ra- 
cines de  ca  =  o  ne  sauraient  annuler  cp,,  qui  est  de  degré 
inférieur  à  es;  donc  une  des  racines  de  cp  annule  d»,  et  les 
équations  (i)  ont  une  racine  commune. 

Ce  raisonnement  ne  tombe  pas  en  défaut  quand  cp  =  o 
a  des  racines  multiples,  car,  si  l'on  admettait  que  cp,  pos- 
sède ces  racines,  elle  devrait  les  posséder  toutes,  à  moins 
que  (|i  n'en  possède  une  aussi. 

Si  les  équations  (i)  ont  deux  racines  communes,  il  exis- 
tera des  polynômes  cp,  et  'i;,  de  la  forme ^ p-  et 

\X  7.){X  ^  ) 

7 ^h nT?  de  dee^rés  m  —  2  et  ^  —  2,  satisfaisant  à  (2) 

{x  —  a){x—  \i)  ^  '  ^  ^ 

quel  que  soit  x,  et  réciproquement,  s'il  existe  des  poly- 
nômes de  degrés  m  —  2  et  ^  —  2  satisfaisant  à  (2)  quel  que 


,26  TRAITÉ   d'algèbre. 

soit^,  les équations(i)aiirontdeuxracines  communes,  etc., 
car  sur  les  m  racines  de  cp  =  o,  en  vertu  de  l'identité  (2), 

fil 2  seulement  pourront  annuler  cp,  et  au  moins  deux 

d'entre  elles  annuleront  <!>,  etc. 

Si  la  formule  (2)  ne  peut  pas  être  rendue  identique  par 
des  polynômes  cp,,  <]><  de  degrés  m  —  i  et/i  — i  au  plus,  les 
équations  (i)  ne  pourront  pas  avoir  de  racines  communes, 
sans  quoi  il  existerait  de  tels  polynômes. 

VII.  —  FORMATION  DE  LA  RÉSULTANTE. 
Soient 

aQ.a^^  ...,  60,  ^1,  ...  désignant  des  quantités  indépendantes 
de  ^  et  m  désignant  un  entier  supérieur  ou  égal  à  l'en- 
tier n.  Proposons-nous  d'éliminer  x  entre  les  équations 

(1)  ?(^)  =  o, 

(a)  6(a7)  =  o. 

A  cet  effet,  divisons  cp(^)  par  ^{x).  Soient  q^  le  quotient 
et  cp,  le  reste,  divisons  :pcp(^)  par  (j>(^);  soient  ^2 le  quotient 
et  cp2  le  reste,  .  .  .,  divisons  x''-''^{x)  par  J>(^);  soient  qn 
le  quotient  et  <p,i(^)  le  reste,  nous  aurons 

\         x<^{x)  =  qi^{x)^^',{x), 
^^^  \  , 

(    Xf''^^{x)=qn^{00)^Oa{_a^). 

Les  polynômes  cp,,  cp2,  .  .  .  sont  de  degrés  ai  —  1  ;  soient 
donc 

cpi  =  Cio  H-  c^x  +.  .  .+  Cl„-l^»-^ 

^n=  C/ioH-  Ciii^  H-.  .  .-+-  C,j,i_ia7«-S 
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et  désignons  par  R  le  déterminant  S  zb  Cjo^oi  .  .  .  C//,;_i 
des  coefficients  des  polynômes  cp,,  cpo,  ...,  ^n]  je  dis 
que 

(4)  R  =  o 

sera  la  résultante  des  équations  (i),  (2).  En  effet,  déve- 
loppons R  par  rapport  aux  éléments  de  sa  jiremière  colonne 
et  soient 

R  =  Rj  Cio  +  R2  C20  -^- .  •  .  +  R«  C/iO  ; 

multiplions  la  première  équation  (3)  par  R,  la  seconde 
par  Ro,  ...  et  ajoutons,  nous  aurons 

o(a7)[R,H-  R,^  +. . .+  R„a7'^-i] 

—  4^  (a;)  [  Ri  ^1 -4- R2  ^2  +  •  •  •+ R«  ^'nl  =  Ri  ?1 -f- R5  ?2 -H.  • -H- R/?  ?.v. 

Le  second  membre  de  cette  formule  est  égal  à  R.,  en  sorte 
que 

(5)cp(^)[RiH-R2ir2-4-...-i-R„ir«-i]  — d;(2^)[Ri^,-h...-+-R,,^„]  =  R. 

Dans  celte  formule  le  coefficient  de  o  est  de  degré  n  —  i, 
le  coefficient  de  '|  est  de  degré  m  —  i,  car  q^^  q^^  .  .  .  sont 
respectivement  de  degrés 


Si  donc  R  est  nul,  en  vertu  du  théorème  démontré  au  para- 
graphe précédent,  les  équations  (i),  (2)  auront  au  moins 
une  raison  commune  :  R  =  o  est  donc  bien  la  résultante 
cherchée. 

Cette  méthode  fournit,  en  même  temps  que  la  résul- 
tante R  =  o,  les  polynômes  multiplicateurs 

Ri+Ra^-i-...,     Ri^i+R2^2.-. 

et  enfin  la  racine  commune  ainsi  que  ses  n  —  i  premières 
puissances  qui  sont  les  solutions  des  équations  linéaires 
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o,  =:  o,  'jo  =  o,  .  . ,  cp„  =  o,  lesquelles  se  réduisent  kn  —  i 
dislinctes  en  vertu  de  R  =  o. 

Remarque.  —  Si  R  est  différent  de  zéro,  les  polynômes  o 
et  (j>  n'ont  pas  de  facteur  commun;  en  divisant  les  deux 
membres  de  (5)  par  R,  on  trouvera 

Donc  quand  deux  polynômes  cp  et  6  n'ont  pas  de  facteur 
commun,  en  appelant  m  et  n  leurs  degrés  respectifs,  il 
existera  des  polynômes  o,  et  ^i  de  degrés  /n  —  i  et  /i  —  i 
donnant  lieu  à  l'identité  (6). 


VIII.  —  DISCUSSION. 

Si  les  quantités  R^,  R2,  ...,  R„  étaient  nulles,  notre 
raisonnement  tomberait  en  défaut;  faisons  alors  abstrac- 
tion de  la  dernière  équation  (3),  développons  R;^  suivant 
les  éléments  c^ ,  Co, ,  .  .  . ,  q„_^  et  soient 


R«=  Si  Cil  +  S2C21-1-. . .+  S„- 


iCn- 


Si  nous  multiplions  la  première  formule  (3)  par  Si,  la 
deuxième  par  So  . . . ,  la^/i«^«  par  S„_<  et  si  nous  ajoutons, 
nous  aurons,  en  vertu  des  p/opriétés  connues  des  détermi- 
nants, 

?(^)[Si-f-S2:r+...+  S„_ia;«-2] 
—  6(a7)[^i  Si -+-... +  ^„_,S„_i]=  \\„ 

et  comme  R„  =  o,  on  voit  qu'il  existera  deux  polynômes 
cp,  et  ^<  de  degrés  m  ~  2  eln  ~  2  tels  que 

et  les  équations  (3)  auront  deux  racines  communes;  ces 
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deux  racines  s'obtiendront  en  éliminant  x^,  x'' ^  ..., 
x^-^  entre  cp,  ir=:  o,  cpo  =  o,  .  .  . ,  çp„_2  =  o  et  l'on  aura  une 
équation  du  second  degré  en  x  qui  donnera  les  deux 
racines  communes.  On  verrait  de  même  que  si  Si ,  So,  .  .  . , 
S„_<  étaient  nuls,  les  équations  (1),  (2)  auraient  trois 
racines  communes  données  par  une  équation  du  troisième 
degré,  etc.  Bien  entendu,  les  racines  communes  peuvent 
être  infinies. 

Enfin,  si  tous  les  Cij  étaient  nuls,  cp  serait  divisible 
par  ^. 

Théorisme  de  Bézout.  —  Supposons  que  ai  et  ht  soient 
des  polynômes  de  degré  i  en  jk,  il  est  facile  de  voir  que  R 
sera  de  degré  mn  en  y.  En  effet,  si  dans  le  Tableau  qui 
représente  ce  déterminant  R  on  remplace  chaque  élément 
par  son  degré,  on  forme  le  Tableau 


m 

m  -+- 1 


m  —  T 
m 


m    -  n 
m  —  n 


et  Ton  voit  que  tous  les  termes  du  déterminant  R  déve- 
loppé seront  du  même  degré  mn. 


IZ. 


RESOLUTION  DE  DEUX  ÉQUATIONS  A  DEUX  INCONNUES. 


Supposons  maintenant  que  les  équations  (i)  et  (2)  des 
paragraphes  précédents  contiennent  une  seconde  incon- 
nue j,  de  sorte  que  ai  et  bi  soient  des  polynômes  entiers 
en  y  de  degré  f,  et  proposons-nous  de  résoudre  ces  deux 
équations.  Commençons  par  éliminer  x^  ce  qui  nous  donne 
l'équation  (4)  de  poids  mn  ou  de  degré  mn  en  y. 

La  résultante  (4)  est  une  conséquence  de  (i)  et  (2), 
mais  elle  ne  saurait  remplacer  Pune  quelconque  de  ces 
équations;  rien  ne  le  prouve,  et  nous  allons  même  voir 

L.  —  Algèbre,   III.  g 
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que  le  système  [(i),  (4)],  qui  admettrait  m-n  solutions, 
est  plus  général  que  [(i),  (2)],  qui  n'en  admet  que  jnn. 

L'équation  (4)  fait  connaître  les  valeurs  qu'il  faut  attri- 
buer à  j  pour  que  (i)  et  (2)  aient  une  solution  commune. 
Soit  j) ,  une  de  ces  valeurs;  si  l'on  attribue  alors  à  y  cette 
valeur,  (i)  et  (2)  n'auront  en  général  qu'une  seule  racine 
commune  x^ .  Ainsi,  en  général,  à  chacune  des  racines  y  de 
l'équation  résultante  (4),  on  ne  pourra  associer  qu'une 
seule  valeur  de  x.  Les  équations  (i)  et  (2)  ont  donc  seule- 
ment en  général  mn  solutions. 

Ce  raisonnement  tombe  en  défaut  :  i**  quand  la  résultante 
(4)  a  des  racines  égales;  2°  quand  les  équations  (1),  (2), 
pour  la  valeur  j\,  àQ  j  tirée  de  (4),  ont  plusieurs  solutions 
communes.  Ces  deux  cas  rentrent,  comme  nous  allons  le 
voir,  l'un  dans  l'autre. 

Désignons  par  Pt  le  premier  membre  de  la  résultante  (4) 
et  par  c  un  élément  quelconque  Cjj  du  déterminant  R.  On 
a,  par  le  théorème  des  fonctions  composées, 

Si  les  équations  (i),  (2)  ont  deux  solutions  communes, 
tous  les  mineurs  R^  de  R  sont  nuls,  R'  sera  nul  et  la  ré- 
sultante aura  une  racine  double.  On  verrait  de  même,  en 
appelant  c  ei  d  deux  éléments  quelconques  de  R,  que 

Rj.r=:2(R;,c;4  +  R;4.), 

et,  par  suite,  si  (i)  et  (2)  ont  trois  solutions  communes, 
tous  les  mineurs  du  second  ordre  R'^^^  de  R  étant  nuls,  la 
résultante  R  =  o  aura  une  racine  triple,  et  ainsi  de  suite. 
Cela  montre  bien  que  jamais  les  équations  (i),  (2)  n'au- 
ront |)l;is  de  nui  solutions. 

Le  raisonnement  qui  précède  suppose  les  coefficients 
ciiy  hi  tout  à  fait  quelconques  et  la  résultante  du  degré  mn\ 
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mais  la  résaltanle  peut  être  d'un  degré  moindre,  et  une 
discussion  devient  nécessaire. 

Puisque  la  résultante,  dans  le  cas  général,  est  nécessaire- 
ment du  degré  m/?,  si  son  degré  s'abaisse,  il  faut  que 
quelques-unes  de  ses  racines  soient  infinies  pour  les 
valeurs  particulières  de  a^,^  Ui,  .  .  .,  Z>o,  ...  (nous  avons 
expliqué  le  sens  de  cette  locution  p.  1 25).  Les  équations  (i) 
et  (2)  sont  alors  satisfaites  pour  des  valeurs  infinies  dej^. 
A  ces  valeurs  infinies  de  j  pourront  correspondre  des 
valeurs  finies  de  x,  que  l'on  trouvera  très  simplement  a 
priori  en  cherchant  pour  chaque  équation  les  valeurs 
finies  de  x  qui  rendent  7  infini,  et  pour  cela  il  suffira  d'éga- 
ler à  zéro  les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  j 
dans  chaque  équation;  on  aura  ainsi  deux  équations  dont 
les  solutions  communes  seront  les  valeurs  cherchées  de  x. 
Il  y  a  plus  :  à  des  valeurs  finies  de  /  pourront  correspondre 
des  valeurs  infinies  de  x.  Ce  phénomène  se  présentera 
quand  les  équations  (3)  seront  incompatibles. 

Disons  enfin  qu'à  une  racine  double  de  R  =  o  peuvent 
correspondre  deux  valeurs  égales  de  x,  et,  en  comptant  la 
solution  correspondante  pour  deux,  on  voit  que  l'on  peut 
dire  que  deux  équations  de  degrés  m  et  n  ont  toujours  ititi 
solutions,  simples  ou  multiples,  finies  ou  infinies. 

Remarquons,  en  terminant,  que  R  peut  être  identique- 
ment nul  (quel  que  soit  7);  alors  les  équations  proposées 
ont  un  facteur  commun  et  par  suite  une  infinité  de  solu- 
tions. 

X.  —  THÉORÈME  GÉNÉRAL  DE  BÉZOUT. 

Pour  trouver  la  résultante  des  équations 

des  degrés  respectifs  meinl^m^  on  divise  'f  (^)  par '^(jr)  ; 
soient  ^1  le  quotient,  cp,  leresle,  on  divise  ^cp(^)  par'ij(^j; 
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soient  q^  le  quotient,  cp2  le  reste,  etc.  Soient 

(    ?l(^}   =  Cio  +  C^^X  -4-.  .  .H-  Ci„_i27«-1, 


(a) 

on  a 


cp„(^)  =  c„o  +  Cn\x  -\-.  .  .-i-c„„_,a7«-i; 


et,  par  suite,  en  appelant  a,,  aa,  . . .  les  racines  de  ?j>(^)=:o 

(3)  a;cp(ay):r=cp,_^,(ay). 

Or,  si  l'on  forme  le  déterminant 

cp,(a,)      cpi(a2)      ...      9,(a„)  | 
T2(ai)      ?2(a2)      ...      cp2(a„)   | 

I j 

I   ?«(ai)     ©«(ocs)      ...      cp„(a„)  | 

en  vertu  de  (2),  il  sera  égal  au  produit 


Cio        Cil 

C20     C21 

C/20      c„i 


Clrt_l 

C2«-l 

X 

^nn—l 

1  I 

«1  «2 


a'. 


et  en  vertu  de  (3),  au  produit 


cp(ai)©(a2)...cp(a„)x 


«2 


,n-l       nn-\ 


On  a  donc 


C20     C21 


Cl,i-l 


=  ?(°'i)?(a2)...<?(a„), 


ce  qui  prouve  une  fois  de  plus  que  R  ==  o  est  la  résultante 
de  (p  =  0,  tj>  =  0. 
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Théorème.  —  Soient  cp,  ^  des  polynômes  entiers  en  x 
et  en  y  des  degrés  m  et  n^  supposons  m>n,  il  existe  des 
polynômes  A,  [x  donnant  lieu  à  V identité 

F(a7,  jK)=Xcp-f-fx4;+/(jK), 

¥{x,  y)  étant  un  polynôme  donné,  et  f  désignant  un 
polynôme  en  y  seul  de  degré  mn  —  i  au  plus. 

En  effet,  si  nous  supposons  que  o  et  tj;  n'ont  pas  de 
résultante  R(jk)  =  o  telle  que  les  mineurs  de  R  soient  tous 
nuls  en  même  temps,  les  formules  (2)  donneront,  par 
exemple,  en  éliminant  ^^^  ^3^       ^  x"^^  ^ 

d'ailleurs  on  en  tire  aussi 

en  multipliant  la  première  par  -^,  la  seconde  par  -^,  ... 
et  en  ajoutant,  P,  P^,  Q,  Q,  désignent  alors  des  polynômes 
entiers  en  ^  et  y,  et  H  un  polynôme  entier  en  jk  seulement. 
^^  ^  ^^~â^^^  ^^^^  P^^  ^"^^  ^^  même  temps  :  donc  il 
existera  des  polynômes  u,  v  entiers  en  y  tels  que 

^^ 

àcn 

donc,  si  l'on  multiplie  (4)  et  (5)  par  u  et  v  respective- 
ment et  si  on  les  ajoute  on  trouve 

a7r=  Mcp  +  Nt|;-f- 6(7), 


M  et  N  désignant  des  polynômes  entiers  et  9(jk)  une  fon 
tion    entière  de  y;  il    est   clair  qu'en    élevant   les  d 
membres  de  cette  formule  à  la  puissance  1,  3,    ..., 


c- 

eux 

on 


l34  TRAITÉ    d'algèbre. 

trouvera  pour  x'^,  .x'^  .  .  .  des  valeurs  de  la  forme 

lo  -•-  ix<\)  —  6i(j) 

et  Qi  sera  égal  à  B^(j')  dans  la  valeur  de  œ';  il  en  résulte 
que  tout  polynôme  entier  F(x,y)  pourra  se  mettre  sous 
la  forme 

je  dis  que  l'on  peut  supposer /(j)  de  degré  mn  —  i  au 
plus  ;  en  effet,  divisons/(r)  par  R(7)  ;  soient  Wle  quotient 
et  /,  (y)  le  reste,  comme  R(y)  est  de  la  forme  ).,  o  -  -  p.,  ^, 
on  aura 

elle  théorème  est  démontré. 

Proposons-nous  maintenant  d'éliminer  x  et  y  entre  les 

équations 

7  =ir  o,         cp  —  o,         d/  — :  o, 

des  degrés  /?,  m,  n  respectivement  et  à  coefficients  quel- 
conques; d'après  le  théorème  précédent,  on  pourra  poser 

X  ~-  ^^^o<^i  --  {^0^1  —  Xo(7), 

y  y     ::z   XlCp  ;-    [^^     —XiIT), 


7 


mn—i 


X  ^^~-  ■^ /»«-!?  -^  lJ-mn-l'\>  -T-  Zwrt-l(,r) 


et  si  a^-^i  désigne  une  solution  de  cp  —  o,  ^  — o,  on  aura 


Soient  alors  m^?  =:=  s  et 


Sir 


on  pose 
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1   dxQ     du 

...       du-, 

d^o     d^x 

. . .      d^s-i 

dso     dsi 

.  •  .          ^55-1 

Xo(Pi) 

vAh)     • 

••    ïA^s)  1 

ls-lih) 

x^-i(p2)    . 

•      ls{?^s)    i 

S-- 


on  aura,  en  vertu  des  formules  (6), 

S  =  X(^i'  Pi)x(«2,  P2)...x(«^^  ^s)"^, 
D  désignant  le  produit  de  toutes  les  différences  des  quan- 
2,  .  .  . ,  p^;  et  en  vertu  de  (7) 

S    -:   AD, 


tués  [Si,  ,3 


d'où  l'on  conclut 

A  =  o  est  donc  la  résultante  des  équations  X  =^  o,  ^  =  0, 


<y 


h~ 


o. 


En  supposant  que  les  fonctions  o,  (L,  y^  contiennent  un 
paramètre  z  tout  en  conservant  leurs  degrés  w,  n,  p^  il 
est  facile  d'évaluer  le  degré  de  la  résultante  A  =  o.  En 
effet,  si  nous  observons  que  l'on  peut  supposer  toutes  nos 
formules  homogènes  en  indice,  le  déterminant  A,  en  y 
remplaçant  les  éléments  par  leurs  degrés  par  rapport  à  z, 
deviendra 

p  P  —  ^         . . .     o 

i>  -- 1  p  ...      n 


son  degré  est  donc  sp  ou  mnp,  —  On  voit  comment  on 


=  n.    (L 


X 


o  ont 


démontrerait  que  les  équations  0  =  0, 
mnp  solutions,  comment  on  pourrait  les  calculer  et  com- 
ment on  étendrait  le  théorème  de  Bézout  à  4,  à  5,   .  .. 
équations. 
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On  pourrait  craindre,  d'après  l'analyse  précédente,  que 
la  résultante  de  trois  équations,  par  exemple,  fût  de  degré 
inférieur  à  mnp,  mais  on  peut  prendre  un  cas  particulier 
où  l'élimination  est  facile  et  montre  que  ce  dernier  est 
mnp\  il  ne  peut  pas  être  moindre  dans  le  cas  général.  Il 
suffit  pour  cela  de  considérer  les  équations 

(-  —  «1^7  —  ^l7)(^  —  CL^X—  (3,7).  .  .{Z  —  CLf^X  —  |3pJK)  =-  o, 

X"'  —  z"^  =  o, 

Les  deux  dernières  équations  ont  nin  solutions  de  la 
forme  :r=:X^,  y=:^j.z^  et  il  est  clair  que  la  résultante 
sera  z"^^p K  =  o,  A  désignant  une  constante. 

XI.  _  USAGES  DE  L'ÉLIMINATION.  —  RECHERCHE  DES  RACINES 
IMAGINAIRES  DES  ÉQUATIONS.  —  ÉVANOUISSEMENT  DES  RADI- 
CAUX. 

L'élimination  a  des  usages  très-variés  dans  toutes  les 
branches  de  l'Analyse. 

Si  dans  une  équation  algébrique  à  une  inconnue  on  rem- 
place l'inconnue  par  x  -nj  V  —  '  ?  ^^^^  prend  la  forme 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  ; 

?(-«,j)  =  0,      ■\>[x,y)z=p. 

En  éliminant  alors  successivement  x  et  y,  on  aura  deux 
équations  à  coefficients  réels,  dont  les  racines,  convenable- 
ment discutées,  feront  connaître  les  racines  imaginaires  de 
l'équation  proposée. 

Dans  certaines  recherches,  on  est  conduit  à  des  équa- 
tions contenant  des  radicaux;  ces  équations,  lorsqu'elles 
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ne  contiennent  pas  de  signes  transcendants,  se  ramènent 
toujours  à  la  forme  ordinaire  sous  laquelle  nous  sommes 
accoutumés  à  considérer  les  équations  algébriques.  En 
effet,  observons  d'abord  que,  après  avoir  chassé  les  déno- 
minateurs, les  deux  membres  de  l'équation  seront  deux 
fonctions  entières  des  variables  et  des  radicaux.  Considé- 
rons, par  exemple,  l'équation 


(l  )        v^x  -h  I  yx  -t-  y^x  -1-  ï  —  six—  ^x-\-\-\-x  —  I 

Si  nous  posons 

(2)  ^x'--^i=f,       Ux-\-f  —  z,      ^x—x=zt, 


nous  aurons 

i     JZ  —  t  -[-  X  —  I  =r  0, 

(3) 

1               j'^  —  X  —  I  nr:  0, 
j                 z'^  —  X  — J-  =::=  0, 

{                   t'^  —  X-hjr=0. 

Si  l'on  élimine  alors  j^,  z,  t.,  l'équation  résultante  ne 
contiendra  plus  de  radicaux  et  pourra  remplacer  (i),  à 
la  condition,  toutefois,  que  les  radicaux,  dans  cette  équa- 
tion, seront  pris  avec  leurs  valeurs  multiples  ;  en  effet, 
les  équations  (3)  ne  remplaceront  les  équations  (i)  et  (2) 
qu'à  cette  condition. 

Ainsi,  par  exemple,  l'équation 


\/l  X  -{-  \Jx'^  -\-  l  ^=zO 

n'a  pas  de  solution,  tandis  que 

x^  —  2  j:  H-  I  =:  o, 

obtenue  en  chassant  les  radicaux,  admet  la  racine  x  =  i. 
Quoi  qu'il  en  soit,  l'équation  résultante,  obtenue  par  la 


or  THK 
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méthode  que  nous  venons  d'indiquer,  contient  toujours 
les  solutions  de  l'équation  proposée,  quand  elle  en  a,  de 
sorte  qu'une  discussion  facile  fait  connaître  les  solutions  à 
rejeter. 

XIÏ.   —  PROBLÈME  GÉNÉRAL  DE  LA  TRANSFORMATION 
DES  ÉQUATIONS. 

Problème.  —  Etant  donnée  une  équation 

/(^)  =  o, 

admettant  Les  racines  a<,  «2,  .  .  .,  a^,  former  une  équa- 
tion ayant  pour  racines  les  valeurs  de  la  jonction 

Posons 

et  soient  y^,  j^-,  •— ,  .7V  ^^s  valeurs  distinctes  qu'ac- 
quiert j  quand  on  y  permute  les  racines  ai,  a.,  .  .  .,  a,„. 
Le  nombre  m  de  ces  valeurs  est  au  plus  égal  à  i .  2 . 3 .  .  .  w, 
nombre  des  permutations  de  m  lettres,  mais  il  peut  être 
moindre;  c'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  9  est  une 
(onction  symétrique;  alors  a^  i.  Si  l'on  considère  alors 
le  produit 

(r-ji)(j~j2)-.-(r- jv)  =  F(jr), 

l'équation  F(j)  =  o  satisfera  à  la  question.  Or  F(j)  est 
une  fonction  symétrique  dejro  Jo,  •  •  •  OV'  ^^  P^r  suite 
de  a<,  ao,  .  .  .,  cx.n  ;  on  pourra  donc  en  calculer  la  valeur, 
et,  en  l'égalant  à  zéro,  on  aura  l'équation  transformée. 

Un  autre  moyen  déjà  indiqué  page  21  consiste  à  élimi- 
ner «1,  «2»  •  .  . ,  ocrn  entre  l'équation 
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et  ies  équations 

/(ai)  =  0,      /(«2^=rO,        ...,      /(«,„)  — O. 

L'un  et  l'autre  procédé  seront  généralement  impraticables. 
Nous  allons  néanmoins  en  faire  une  application  à  la  forma- 
lion  de  l'équation  aux  carrés  des  différences,  pour  une 
équation  algébrique. 

L'équation  aux  carrés  des  différences  d'une  équation 
donnée  est  celle  qui  a  pour  racines  les  carrés  des  diffé- 
rences que  l'on  peut  former  avec  toutes  ses  racines. 

Soienty(x)=:  o  une  équation  donnée,  a^  ao,   •  •  -,  y.ju 

ses  7W  racines.  L'expression  (aj,  —  cc^Y  est  susceptible  de 

mim  —  0      1  1  -1  •  f  1  > 
valeurs  par  la  permutation  desracmes.L  équation 

aux  carrés  des  différences  sera  donc  de  degré  — •  Pour 


la  former,  nous  formerons  d'abord  l'équation  aux  difte- 
rences,  c'est-à-dire  qui  a  pour  racines  les  diverses  valeurs  de 
l'expression  a\  —  ao-  Cette  expression  possède  m-  valeurs, 
si  l'on  y  comprend  m  valeurs  nulles  provenant  de  la 
soustraction  d'une  racine  d'elle-même.  Nous  allons  alors 
trouver  une  équation  de  degré  ni'^  ;  formons-la. 
Il  faut  éliminer  a^  et  ao  entre 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  oct  entre 

/(  ai  )  ---  O     et    /(  j  -f-  K,  )  —  o. 
La  résultante  est 

ou  bien 

Or /(ai  ),  y  («2)?    •••    sont    nuls,  et   cette    résultante    se 
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réduit,  après  la  suppression  de  m  racines  nulles,  à 

[/'(«i)+ir/"(«i)  +  ...][/'(«0  4-ij/"(«.)-4-...]...=^o. 
Cette  équation  n'est  plus  que  du  degré 


ni' 


ni 


ui  (  ni 


Si  l'on  observe  alors  que,  a,  —  a.  étant  racine  de  cette 
équation,  a^  —  «<  doit  être  racine  aussi,  on  voit  qu'elle  aura 
ses  racines  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires;  elle 
devra  donc  conserver  ses  racines  quand  on  changera  jr  en 
—jr;  elle  ne  devra  doncpas  contenir  de  puissances  impaires 

dejr- Knposant7-2^z,  l'équation  en  z  sera  de  degré  ^^^^^^^=1^^ 

et  sera  précisément  l'équation  aux  carrés  des  différences. 

Si  l'on  suppose  que  l'unité  soit  le  coefficient  de  x""  dans 

f(x),  on  voit  que  le  terme  de  degré  le   plus  élevé  dans 

l'équation  en  y  aura  aussi  pour  coefficient  i  ;  or  le  terme 

indépendant  de  jest/(a,)/(a2)... /(«,„).  Cette  quan- 
tité est  donc  égale  au  produit  des  carrés  des  différences 
que  l'on  peut  former  avec  les  racines  «< ,  «a,  •  .  • ,  «,«• 

Le  produit  des  différences  a<  —  ao  est  égal,  comme  l'on 
sait  (t.  I,  p.  i44),  au  déterminant 

et,  si  l'on  fait  son  carré,  on  trouve,  en  posant  Sa'=5' 
(p.  i45), 


Maintenant,  indiquons  quelques  simplifications  qui 
pourront  se  présenter  dans  l'application  des  méthodes 
que  nous  venons  d'exposer. 

Si  l'on  veut  former  une  équation  ajant  pour  racines  des 
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fonctions  cp  (a)  des  racines  d'une  équation  donnée /(^)=ro, 
on  pourra  toujours,  si  9  {a)  est  rationnel,  le  remplacer  par 
une  fonction  entière  de  a  de  degré  inférieur  à  celui 
def{x)  (que  nous  supposons  entière,  bien  entendu).  En 
effet,  soit 

On  pourra  toujours  trouver  des  polynômes  N  et  D  tels 
que  l'on  ait  (p.  128) 

(i)  ^(x)D(^)-/(.r)N(^)=.+  ,. 

Si   dans  la  formule  précédente  on  fait  ^=ra,  comme 
/(a)  =  o,  on  a 


^(a)D(a)=rî      ou      ;//(. 


D(al 


(r,\ 


^^  ^^'''''  ;^""^(^)^(«)  ^^  trouve  ramenée  à  la  forme 

entière.  Divisons  x(^)D(x)  par/(x)  ;  soit  Q  le  quotient, 
ll(^')  le  reste.  On  a 

et,  pour  00  =  Xy 

X(«)D(«)     ou      ^  =  R(„). 

R  (a)  est  de  degré  inférieur  à /(a).  Le  théorème  est  donc 
établi. 

En    écrivant  l'équation   (i),   nous  avons  supposé   V^ 

irréductible,  puisque  cette  équation  n'a  lieu  qu'à  cette 
condition.  Si  cette  fraction  ne  l'était  pas,  notre  méthode 
tomberait  en  défaut,  mais  -^{a)  serait  nul  et  ^H  serait 
infini;  on  connaîtrait  d'ailleurs  une  racine  def{x)  =  o,  et 
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il  faudrait  supprimer  cette  racine  avant  de  faire  la  trans- 
formation (*). 


XIII.   —   CONriTION  POUR  QU'UNE  EQUATION  AIT  UNE  RACINE 
MULTIPLE. 

On  appelle  discriinincuit  d'une  équation  le  premier 
membre  de  l'équation  qui  résulte  de  l'élimination  de 
l'inconnue  entre  cette  équation  et  sa  dérivée. 

Quand  on  veut  exprimer  qu'une  équation  a  une  racine 
double,  on  écrit  que  l'équation  et  sa  dérivée  ont  une  racine 
commune;  en  d'autres  termes,  on  éliminer:  entre  cette  équa- 
tion et  sa  dérivée,  ou,  si  l'on  veut,  on  égale  à  zéro  le 
discriminant  de  l'équation. 

D'après  ce  que  l'on  a  vu  au  paragraphe  précédent,  on 
peut  former  le  discriminant  de  bien  des  manières  : 

i"  Directement  par  les  fonctions  symétriques,  en  appe- 
lant f[a:)=  o  l'équation  proposée  et  a^  ^2>  •  •  •  >  ^m  s^s 
racines.  On  a,  pour  valeur  du  discriminant  A, 

oS  On  a  encore  (p.  i4o) 


A 


^m—\ 


(*)  11  faut  sn  rappeler  que,    si  /{x)  et   ^(x)   ont  un  facteur   commun 
(p.   128),  on  peut  salislaire  à  l'équation 

^(x)D(a-)-'^(^)N(x)  =  o 
et,  s'ils  n'ont  pas  do  facteur  commun,  à  l'équation 

^(a-)D(.x-)-/(.^)N(a:)=:±i, 
D(.r)  et  N(a:)  étant  de  decrés  inférieurs  à  /  et  ^  respectivement. 
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3^  Remplaçons,  dans  l'équation /(x)  =  o,  x  par- (cW 

ce  que  l'on  appelle  rendre  l'équation  homogène)^  et  chas- 
sons les  dénominateurs;  on  aura  une  nouvelle  équation 
que  nous  désignerons  par /(.r,  7  )  =  o,  laquelle  se  réduira 
à  la  proposée  pour  j  —  i.  Nous  supposerons  alors  y—i. 
Nous  allons  voir  quel  avantage  ily  a  à  introduire  cette  lettre, 
dont  la  valeur  est  i.  La  fonction /étant  homogène,   on  a 

mf(.x,j]=xf'^-V-xf'^, 

et  l'équation  proposée  peut  s'écrire 

^fcc-^-rfy  =0. 

Mais,  comme  on  doit  avoir/;  —  o,  l'équation  proposée  se 
réduit  à/y  ™  o,  en  sorte  que  l'équation  A  =  o  s'obtiendra 
en  éliminant  x  ou  x  et j  (  car,  en  éKminant  x,  on  élimine  j) 
entre  f^==  o,  f'y  ~o,  ce  qui  est  plus  simple  que  d'éli- 
miner X  entre  f=o  et/,=:  o,  car /^^  est  de  degré  moins 
élevé  que/. 

Supposons  maintenant   que  l'on  veuille  exprimer   que 
/(x)  ~  o  a  une  racine  triple.  Il  faudra  exprimer  que 

/(•^)  =  o,  f,  =  o,  /;  =  o 

en  même  temps  ;  en  éliminant  x  entre  ces  équations,  on  aura 
deux  résultantes  qui  exprimeront  la  condition  cherchée. 
Mais  on  peut  simplifier  le  travail  de  l'élimination. 

Rendons  réquation/(x)  r^  o  homogène  ;  on  aura,  par  le 
théorème  des  fonctions  homogènes  (p.  iy4) 

.  m  (  m  -  I  )  /  (  ^,  J  )  z^  ^ V;.  H-  2  ,vyf:^  -^  y^/;,, 
En  vertu  de /:::=  o,/>^  o   et/,cr::.o,   ces   formules   de- 
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viennent 

et  il  suffira  d'éliminer  x  ow  x  (i\j  entre  ces  trois  équcitions, 
évidemment  plus  simples  que  /=  o,  j\  —  o,  f[.^'~  o. 

En  général,  pour  exprimer  que  /=  o  ou  f[^',y)  =  o  a 
une  racine  d'ordre  m  -f-  i ,  il  laudra  éliminer  x  entre 

XIV.    _   SUR  UNE  MÉTHODE  RAPIDE  D'ÉLIMINATION. 
Pour  éliminer  x  entre  deux  équations 

«0  x"'  +  rti  .r'"-i  -H  ...  -1-  «,„  =0      ou      ^  —  O, 
Lq  x"  +  ^1  x«-i  H-  .  ,  .  -f-  ^^   =  O      ou      i|/  —  G, 

on  emploie  quelquefois  une  méthode  pratiquement  assez 
rapide.  Si  m  >  /z,  on  multipliera  ^  —  o  par  a^x'"'"  et  y  —  o 
par  Z>o  ;  puis,  par  soustraction,  on  remplacera cf  =:  o  par  une 
équation  de  degré  m  —  i  ;  en  opérant  sur  celle-ci  comme 
sur(f=o,  on  la  remplacera  par  une  équation  de  degré  m — 2, 
et  ainsi  de  suite.  Considérons  alors  des  équations  de  même 
degré 

CqX''  H-  Cl  .r"-i  4-  .  .  .  +  c„  =  O, 
bQ.T.'^  -^b^x"-'^-\-  .  .  .-^  b,^  —  0. 

Multiplions  la  première  par  ho,  la  seconde  par  Cq,  et  retran- 
chons. Multiplions  ensuite  la  première , par  è„,  la  seconde 
par  Cn,  et  retranchons.  Nous  aurons  le  système  suivant, 
équivalent  au  système  primitif, 

[Cç^b^-  h,  C„  )  X'^-'  4-  ...  4-  (c,,  b^_,  -  r„_i  ^„)  =  O, 


système  qui  ne  contient  plus  x  qu'à  la  puissance 


,i—  i.On 
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remplacera  à  son  tour  ce  système  par  un  autre  plus  sim- 
ple, et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  complète  disparition  de  x; 
mais  il  est  clair  que  cette  méthode  introduit  des  solutions 
étrangères. 


NOTES  ET  EXERCICES. 

\.  Pour  éliminera  entre  çp(^)  =  o,  .]>  [x]  =  o,  de  degrés  m  et  /?,  on 
peut  éliminer  .ro,  x,  x\  . . .,  x^n^n-x  entre  les  équations 

f  =  o,      X'J)  =  o,      ....      ^«-i©    —  o, 
^  =  o,     x-b  =  o,      ....     .^-^«-1  -^  =  o. 

{Méthode  dialy tique ,  Sylvester.  ) 

2.  Trouver  la  condition  pour  que  x'*  -^  [^  p  x"^  -^  ^qx'^  -\-  ^rx  ^  s  =  o 
ait  une  racine  double,  triple,  quadruple. 

3.  Rendre  rationnelle  l'équation 

\fx  +  \Jx  —  (l  ^   yjx  ~  h  ~\. 

4.  Former  l'équation  aux  carrés  des  différences  pour  l'équation 

5.  Former  l'équation  aux  demi-sommes  des  racines  pour  l'équation 

X^  -^  px  -^  q  =  o, 

6.  Éliminer  x  entre  deux  équations  du  second  degré 

a  .r-  -i-  /;  .r  +  r  =  G, 
ff'j:'-  -h  b' X  H-  c  =  o. 

Le  résultat  est  à  retenir  : 

{ac'-ca')^  =  [bc'-cb')[ab'-bn'). 

7.  Former  une  équation  ayant  pour  racines  les  valeurs  que  prend 
la  fonction  (a  —  b-^c  —  d)^  des  racines  de  l'équalion  du  quatrième 

L.  —  algèbre,  III.  jQ 
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degré 

x'*  -f-  px^  H-  qx-  -\-  rx  -<r-  s  =  o.  •     ■ 

8.  Prouver  que,  si  R  =  o  est  la  résultante  de  (p(x)  =  o,  y  (.r)  =  o, 

(R  =  o,  R/  =  o)  est  la  condition  pour  que  ces  équations  aient  deux 

solutions  communes,  (R  =  o,  R^  =  o,  R'^  =  o)  est  la  condition  pour 

qu'elles  aient  trois  solutions  communes,  etc.,  /  désignant  le  terme 

indépendant  de  o.-,  soit  dans  «p,  soit  dans  ^p. 

(Lagrange.) 

En  partant  de  là,  trouver  la  condition  pour  que  l'équation  du 
troisième  degré  ait  une  racine  triple. 

9.  Considérons  les  équations  <p(^)  =  o,  ^{^(x)  =  o;  si  on  les  rend 
homogènes,  elles  prendront  la  forme 

(p(x,7)=o,     •^(.r,j)  =  o, 

et  l'élimination  de  x  fera  aussi  disparaître  j^.  Prouver  que  la  solution 
commune  à  ces  deux  équations  appartient  aussi  à 

Si  cette  dernière  quantité  est  identiquement  nulle,  les  équations  pro- 
posées rentreront  l'une  dans  l'autre  ou  seront  incompatibles. 

10.  Prouver  que,  si  dans  les  équations  précédentes  on  fait 

07  =  aw  -r-  [3p,     J  =  0(.'u  -+-  ^'(^, 

la  résultante  des  nouvelles  équations  sera  égale  à  l'ancienne  multipliée 
par  une  puissance  de  a^'  —  {5a'. 

11.  Prouver  que  la  résultante  des  deux  équations 

provenant  de  l'élimination  de  /,  est  du  degré  /?,  si  cp,  /,  -^  désignent 
des  polynômes  de  degré  /?. 

n 

12.  Soit  ^  (lijXij  un  polynôme  homogène  du  second  degré  en  xj, 
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<^2,  • . .,  -rn.  On  suppose  «/y  =  aji\  la  résultante  des  équations 

laijXiXj  =  0, 
«11.^1  -+-«12      .r2  H-.  .  .-h  aire       Xn=0, 


2n        Xji  —  O, 


c„_i  ,xi  -+-  a^-i  ^X'i 


est 


H-  «/i-l  «-^«^  O 


^/ll 

^2,1 

<^n\ 

ail 

«2,1         . 

•         ««-1 1 

«'/l  2 

«'2, 2 

fn^'i 

«1,2 

a,2      . 

•         ««-1,2 

an\ 

«'«2 

■  '         ^nn 

^•1,« 

«2,re 

««-1  « 

ail 

«]  2 

^■\n 

0 

0 

0 

^/i-i^i 

a„_i2      . 

• .       ««-!,« 

0 

0 

0 

(Otto  Hî'Sse.) 
13.  Prouver  que,  si  (p(x)  =  {a  —  x)[b  —  x). .  .(/_x),  on  a 


a     X    X 
X     b     X 


=  "^[x]  — X  <p'(x). 


(Salmon.  ) 

14.  Consulter  Faa  de  Bruno,  Théorie  de  V Élimination;  Salmon, 
Algèbre  supérieure;  un  Mémoire  de  M.  Lemonnier,  Annales  de  V École 
anormale  pour  1878;  Gaughy,  Nouveaux  exercices,  Mémoire  sur  V éli- 
mination ;l-k.  Serret,  Algèbre  supérieure 

15.  Une  équation  de  degré  pair  a  ses  racines  telles  que,  l'une  étant 
désignée  par  a,  il  en  existe  toujours  une  autre  qui  peut  être  désignée 
par  c  —  Cf..  Abaisser  cette  équation. 

16.  Soient  0(x)  une  fonction  de  x^  et 

Montrer  que,  si  les  racines  d'une  équation  peuvent  être  représentées 
para,  9  (a),  02  (a),  ...,  0«-i  (a),  en  sorte  que  0»(a)  =  a,  cette  équa- 
tion peut  être  résolue  algébriquement. 
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17.  Soit 


/(^: 


<7o  -+-  <7i  X  H-  a^x- 


<7„_,.r«-». 


On  propose  de  former  l'équation  qui  aurait  pour  racines/(a),/(a5), ..., 
/'(a«)  ;  a,  a2,  . . . ,  a'»  =  I  désignant  les  racines  /z'*^"'"""  de  l'unité.  Cette 
équation  est 


/7o  —  X  (J\  Cl=>_ 

<7„_i       n<i  —  X     ai 


^n-l 


ni 


^3 


ffo 


Si  dans  cette  formule  on  fait  j:  =  o,  le  premier  membre  se  réduit,  au 
signe  près,  à/(a),/(a2),  . . ., /(a«-i),  dont  on  a  ainsi  la  valeur  sous 
forme  de  déterminant. 

18.  Pour  résoudre  l'équation  algébrique  f{x)  =  o,  on  peut  diviser 
f'[x)  par/(x)  en  ordonnant  le  quotient  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  x;  le  rapport  d'un  terme  du  quotient  au  précédent  tend 
vers  une  limite  qui  est  ordinairement  la  racine  de,  f{x)  =  o  qui  pos- 
sède le  plus  grand  module.  Comment  cet  énoncé  doit-il  être  modifié 
quand  deux  ou  plusieurs  racines  ont  le  module  maximum  ? 

(Jean  Bernoulli.) 

19.  Former  l'équation  aux  carrés  des  racines  de/(.r)  =  o,  et  mon- 
trer comment  cette  équation  peut  servir  à  trouver  une  limite  supé- 
rieure du  nombre  des  racines  imaginaires  de/(x)  =  o. 
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CHAPITRE  V. 

ÉTUDE  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 


I.  —  FORMULE  DE  LAGRAN6E. 

Problème.  —  Trouver  une  fonction  f[x)  entière  de  x 
qui  prenne  pour  x  =.  y.,  [j,  y,  ...,X  des  ^valeurs  données 
a,  h,  c,  .  .  . ,  /  en  nombre  n. 

Nous  pouvons  choisir  cette  fonction  du  degré  n  —  i  et 
poser 

(1)  f(x]  =:  Ao  -1-  Ai^  4-  A,.r2  4-  ...  4-  A„_l.r'^-l; 
nous  aurons  alors  la  suite  d'égalités  que  voici, 

/  rt  —  Ao  4-  Al  a  H-  A2  «^  4-  .  .  .  H-  A„_,  a"-^ 

(2)  ]   /,^Ao4- Ai.3  4-A2[i2H-...4-A„_,i5'^-i, 


en  nombre  tz;  en  les  résolvant  par  rapport  à  Aq,  Ai,  .  .  ., 
A^_i,  la  fonction  y(.r)  se  trouvera  complètement  déter- 
minée. L'existence  d'une  fonction  y  (.r),  du  degré  n  —  i, 
satisfaisant  à  la  question,  est  donc  démontrée.  On  pourrait 
cependant  craindre  que  le  déterminant  du  système  (2)  soit 
nul^  mais  ce  déterminant  a  été  calculé  (t.  I,  p.  i4l),  et  nous 
avons  vu  qu'il  était  égal  au  produit  de  toutes  les  différences 
que  l'on  peut  former  avec  ol,  j6,  7,  .  .  . ,  X.  Or,  ces  quantités 
étant  distinctes  par  hypothèse,  le  produit  de  leurs  diffé- 
rences ne  saurait  être  nul.  Le  système  (2)  est  donc  compa- 
tible et  donne,  pourAo,  A^,  ...,A,j_<,des  fonctions  linéaires 
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de  a    ^,  c,  .  .  . ,  /  (t.  I,  p.  i4o)  ;  en  substituant  ces  valeurs 
dans  (i),  le  second  membre  de  cette  formule  devient  lui- 
même  une  fonction  linéaire  de  a,  ^,  ...,/,  et  nous  pour- 
rons écrire 
(3)  f{jc)=Aa-hBb-hCc  +  .  .  .H-L/. 

Le  second  membre  de  cette  équation  devant  se  réduire 
À  a,  b,  ...,  l  pour  x  =  a,  p,  .  .  . ,  X,  on  satisfera  évidem- 
ment à  la  question  en  prenant  pour  A  une  fonction  qui 
s'annule  pour  x  ==  (3,  7,  .  .  . ,  X  et  qui,  pour  x  =  a,  se 
réduise  à  i,  et,  en  choisissant  B,  C,  .  .  .,  L  d'une  manière 
analogue,  il  faudra  donc  poser 

A  =  P(x-,6)(.7:~7)...(x-X), 

et,  en  faisant  x  =.  y., 

l  =  P(«-/3)(a-7)...(a-).). 

En  divisant  ces  relations  membre  à  membre,  on  trouve 

(.y—  3)(.r--yl..  .(.r  — X). 
^-    («_'(3)(a-v,...(a-A)' 

on  trouverait  B,  C,   .  .  . ,  L  d'une  façon  tout  à  fait  sem- 
blable. La  formule  (3)  devient  alors 

(     .,     ,  (.r-P)(.r-y)...(.r-X) 

Telle  est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  formule 
d' interpolation  de  Lagrange. 

La  formule  (4)  peut  s'écrire  d'une  manière  un  peu  plus 
simple  en  posant 
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On  déduit  de  là,  en  prenant  la  dérivée  de  cette  expres- 
sion, 

Y'{x]  =  {x  —  ^){a:  —  y)...[x  —  'k)-h{x  —  a){.c  —  y)(a:  —  l)..., 

et  par  suite,  pour  x  =  a, 

r'(=<)  =  (a-S)(cc-y)...(a-X); 
de  même 

F'(p)  =  (|3-«)(p-^)...(p-;), 

et  ainsi  de  suite;  la  formule  (4)  devient  alors 

//     .  F(.r)         I  F(.r)         I 


II.    —  DECOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 
EN  FRACTIONS  SIMPLES. 

Etant  donnée  une  fonction  rationnelle,  on  peut  toujours 
la  mettre  sous  la   forme  ^^-t— -  ?   ?{^)  ^^  ^{^)    désignant 

deux  polynômes  entiers;  en  effectuant  la  division  et  en 
désignant  par  E(x)  le  quotient,  pary(x)  le  reste,  on  a 

f{x)  étant  de  degré  inférieur  à  F(x). 

Une  fonction  rationnelle  telle  que  '         .  dans  laquelle 

f[x)  est  de  degré  inférieur  à  F(.r),  est  ce  que  l'on  appelle 
proprement  une  fraction  rationnelle . 

Théouème   1.    —    l^OLite  fraction   rationnelle   peut    se 
décomposer  en  une  somme  de  fractions  plus  simples  de 
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la  forme '- — — ->  k.  et  a  désignajiL  des  quantités  indé- 

[x-  —  a/' 

pendantes  de  x,  et  m  un  entier. 

En  effet,  reprenons  la  formule  de  Lagrange, 

..     .  Ff.r]        I  F(.r)         I 

dans  laquelle /(x)  est  une  fonction  qui,  pourx  =r  a,  (3,  ..., 
A,  se  réduit  à  a,  b,  ...,/,  et  dans  laquelle  F(x)  désigne  un 
polynôme  de  la  forme 

P(x  — a)(.2:  — p)...(.r  — >). 
On  peut  écrire  cette  formule  comme  il  suit  ; 


0 


F(.r)  F'(a)   .^  — a        F'(|5)    a:  —  p 


Elle  a  lieu  quels  que  soient  a,  |3,  ...,  X,/(a),y(|S),  ...,f[l) 
et  quel  que  soit  x;  cela  revient  à  dire  qu'elle  a  lieu  quel 
que  soit  F{x),  a,  jS,  ...,).  désignant  les  racines  de 
F[x)  =  o,  et  quelle  que  soit  la  fonctiony(x)  de  degré  infé- 
rieur à  F(x).  En  effet,  la  fonction /(jr)  n'a  été  assujettie 
qu'à  être  de  degré  inférieur  à  F(x)  et  à  devenir y( a)  pour 
X  =  a,/(|3)  pour  ^=r  j'^,  .  .  .,  et,  comme/(a),/((3),  ... 
sont  arbitraires, /(x)  est  une  fonction  arbitraire  de  degré 
inférieur  à  F[x).  Le  problème  général  de  l'interpolation, 
dont  nous  n'avons  du  reste  pas  à  nous  occuper  ici,  consiste 
à  déterminer  une  fonction  quelconque  qui  admette  7i  va- 
leurs données  pour  7i  valeurs  données  de  sa  variable. 
Ainsi,  en  supposant  a,  (3,  .  .  . ,  X  différents,  on  peut  poser 

w(x]  A  P.  h 

■^ -  —   H r  +.  .  .H r9 

t[^v]        X  —  a        X  —  p  .r  —  A 

A,  B,  .  .  . ,  L  désignant  des  quantités  indépendantes  de  x. 
Si  le  degré  de  f{x)  égalait  ou  surpassait  celui  de  F(.r), 
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il    faudrait   compléter   cette    formule   par    l'introduction 
d'une  fonction  entière  E(x),  et  l'on  aurait 


m=E,. 


A 


F  [07]  ^     '    '    .X  —  a    '    X  —  p 

Multiplions  par les  deux  membres  de  cette  for- 

^  ^       X  —  a 

mule;  elle  devient 

/(^)  ^  H^)     ,    A  ^  B  ^ 

F(.r)(.r —  a)         x  —  a         (.r —  a)^         (x — a)(.r  —  |3) 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  tous  les  termes  du 
second  membre  de  cette  équation,  à  partir  du  troisième, 
pourront  se  décomposer  en  fractions  plus  simples,  et  l'on 
aura  un  résultat  de  la  forme 

/(-)  -E,{.^    .  ^  .       A,       ,       B,        , 


¥{.rj[x  —  cc)  '^     '         (.r  —  a)2         .r  —  a        x  — /3        '"' 

Et  (x)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  .r,  quo- 
tient de  E(^)  par  x  —  a,  et  A<,  B,,    ...    désignant  de 

nouveaux  coefficients  constants;  en  multipliant  par  

^  ^        x  —  a 

les  deux  membres  de  cette  nouvelle  équation,  on  a 

fi.v)  Ei(^)    ,  A  .  Al 


a         [X  —  a^ 
B, 


-h-, -1 


a 


par  une  transformation  analogue  à  celle  de  tout  à  l'heure, 
on  arrive  à  la  formule 

/(••^)  -F  /^^    ,  ^         ,  A,  A, 

Y{x)  {x  -  a)^  -  ^2^^^  "^  (a:  -  a)^  "^  (x  -  a]^  "^  ^"I^-^ 
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et  ainsi  de  suite;  on  trouve  alors 


V (x)  (x  -  a)'"-'  ~  '^'"-'^■'''  ^  ^.,.  _  a)"'  "^  (.r  _  a)' 


a;  —  a         .x'  —  B 
On  peut  maintenant  multiplier  les  deux  membres  par 
1  71  —  I    fois    de    suite,    par  ■ ■.   p  —  i    fois    de 


a:  —  p  -         ./;  —  y 

suite,  etc.,  et  l'on  arrivera  alors  à  cette  conclusion  que 
toute  fonction  rationnelle  est  décoTnposable  en  un  poly- 
nôme entier  plus  une  série  de  fractions  simples  de  la  forme 

5  w  désignajit  une  racine  du  dénominateur  égale 

à  zéro,  et  i  désignant  un  exposant  égal  ou  inférieur  au 
degré  de  multiplicité  de  cette  racine. 

G.    Q.    F.    n. 

A 

- — - — :-.  est  ce  que  l'on  appelle  une  fraction  simple. 

Théorème  II.  —  Une  fonction  rationnelle  ne  peut  se 
décomposer  que  d'une  seule  manière  en  un  polynôme 
entier  et  une  somme  de  fractions  simples. 

En  effet,  si  l'on  pouvait  avoir  à  la  fois 
f^T^  A  A       , 


F(x)  (.r 


Al 


et 


a,  h.j 


+  ...H-E(.r: 


_-i '1 ;-!-.  .  .-hE'(.r), 

a'  ^(.r-|3')«'^         ^       ^     ''' 
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on  en  conclurait 

A. 


Or,  si  l'on  fait  x  =  a,  le  premier  membre  de  cette  formule 
devient  infini;  le  second  doit  donc  le  devenir  aussi,  ce 
qui  exige  que  l'un  des  binômes  x  —  a',  x  —  {3',  ...  soit 
nul  pour  X  =:  c/.  ou  que  l'une  des  quantités  a',  |3',  ...  soit 
égale  à  a.  Nous  supposerons  ot'  =  a;  mais  alors  il  est  bien 
clair  que  77/  =  77/.  En  effet,  si  l'on  avait  m'  <^  m,  en  multi- 
pliant les  deux  membres  de  la  formule  (6)  par  [x  —  «)'"', 
le  premier  membre  serait  encore  infini  pour  x  =  a.  et  le 
second  serait  fini.  On  verrait  de  même  que  l'hypothèse 
m'^ni  est  inadmissible;  donc  m=  irL  Si  l'on  multiplie 
alors  par  [x  —  a)"^  et  si  l'on  fait  .r  =:  a,  il  reste  A;;^  =  am'\ 
en  supprimant  alors  les  premiers  termes  des  deux 
membres  de  la  formule  (6),  qui  sont  égaux,  on  procédera 
sur  la  nouvelle  formule  ainsi  obtenue  comme  sur  l'an- 
cienne, et  l'on  démontrera,  comme  tout  à  l'heure,  l'égalité 
de  deux  nouveaux  termes,  et  ainsi  de  suite. 

G.     Q.     F.    D. 

III.  —   SUR  LA  MANIÈRE  DE  DIRIGER  LE  CALCUL 
DES  FRACTIONS  SIMPLES. 

Dans  le  cas  où  le  dénominateur  de  la  fraction  à  décom- 
poser ne  contient  que  des  facteurs  simples,  on  peut  faire 
usage  de  la  formule 

(0  ZW -y/M  ___«__. 

mais  on  peut  aussi  faire  usage  de  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  et  poser 

/W^_A__^_B__^    ... 
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On  déduit  de  là 

^,     .        AF(^)        BFf.rl 
^     '         X  —  a         X  —  p 

on  en  conclut,  pour  x  =  a, 

/  a    =A  hm— ^^  =Alim-^ [ LJ  z::.  AF'  ah 

on  retrouve  ainsi 

et  par  suite 

Cette  égalité  ayant  lieu  pour  x  =  a,  (3,  ,..,  X,  c'est- 
à-dire  pour  plus  de  valeurs  de  x  qu'il  n'y  a  d'unités  dans 
le  degré  dey(x),  est  une  identité;  en  divisant  alors  par 
F(j:),  on  retrouve  la  formule  (i). 

Premijiue  application.  —  Soit  à  décomposer 


(.r  4-  i)  (.r  —  i) 

En  posant 

X  A  B 


(  .r  -f-  I  j  [  .r  —  I J         X  —  I         X  -\ 

on  en  conclut 

.r  =  A(x4-i)-hB(a;  —  i); 
en  faisant  x  =  i ,  on  a 

i^iA,     d'où     A=— ; 

en  faisant  x  =.  —  i,  on  a  au  contraire 

—  1  =  —  2B    ou     B=-i 
9 
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d'où  l'on  déduit 


I  /     I 


du  reste,  l'application  de  la  formule  (i)  aurait  donné,  en 
posant  x2  —  i=:  F(x), 

Deuxième  application.  —  La  méthode  des  coeiTicients 
indéterminés  s'applique  encore  dans  le  cas  où  le  dénomi- 
nateur a  des  facteurs  multiples;  ainsi,  par  exemple,  consi- 
dérons la  fraction 

X^  X  -\~  i 


[x~iY[x-^if[x~iy 

elle  se  développera  de  la  manière  suivante  : 


'^"  -  -^  +  I A  A^  h" 

(X-I)-^  [X  H-  I  )'^  (.^:  _  2  j  (x  -  i)3  -^  [x-i-^  "^  7^ 

B  B'  C 

■    — \ 


En  chassant  les  dénominateurs,  on  a 

x^.-,^^  ,^  ^,.  ^  ,Y[x  -  i)  -^  K'  [x  ~~i)[a:  -^  ^Y[x  ~  1) 

-f-B'(./:-f-i)(.r-i)3(.r_2)+G(x-  ,)3(.^._|_,)2. 
Si  l'on  fait  x  =  i ,  on  a 

ï  =  —  4^'     d'où     A= . 

4 
En  faisant  x  =  —  i ,  on  a 

3=:r-4-24B,       d'où       Bz=l. 

8 
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En  faisant  a:  =  2,  on  a 

3  =  90,     d'où     C  =  -' 

Si  l'on  remplace  A,  B,  C  par  leurs  valeurs,  il  vient,  réduc- 
tions faites, 

—  S x^ -\- 5 x'' +  Zy x^  —  19^"^  —  29^- +  j4 

H-  24B'(,r  -h  i)(,r  —  i)3(.r  —  2), 
et,  en  divisant  par  [a: —  i){x  -h  i){x —  2), 

—  8,/;^  —  l  l,V  -h  "J 

=  2<À'(.r  +  t)  +  24  A'' (r  _  ,)(.r  +  1)  -4-  24B'(x-  i)^. 

Si  Ton  fait  alors  x  =  1,  on  a 

—  i2  =  48a',     A'=—  j. 
4 
Si  l'on  fait  x  =  —  j ,  on  a 

,o  =  c,6B',     B-|. 

Si  enfin  on  fait  x  ==  o,  en  tenant  compte  des  valeurs  déjà 
trouvées,  on  a 

7  =  -6  — 24a"+-,       d'où      A''=r_~, 
2  48 

et  par  suite 


t.r-,^^^x  +  i]^(.r_2]  4(.r-i)3        4(.r-ij-^        48(x-i) 

On  peut  quelquefois  abréger  les  calculs  comme  il  suit. 
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Posons 

La  fonction  ^|^(x)  est  une  fonction  rationnelle  qui  a  pour 
dénominateur  çp(j?);  quant  à  son  numérateur,  il  est  évi- 
demment de  degré  inférieur  à  cp(^),  en  sorte  que,  si  l'on 
change  x  en  ^  -j-  a  et  si  l'on  multiplie  par  z^^  on  a 

Ato,  A;/i_i,  ...  sont  donc  les  termes  du  quotient  de 
,  ^  /  ordonne  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
de  z. 

Troisième  application.  —  Lorsque  le  dénominateur 
d'une  fraction  contient  des  facteurs  imaginaires,  la  règle 
à  suivre  est  toujours  la  même.  Toutefois,  il  est  bon  d'ob- 
server que,  si  ces  facteurs  sont  conjugués  deux  à  deux,  on 
peut  faire  disparaître  les  imaginaires  en  adoptant  une 
nouvelle  espèce  de  fractions  simples. 

Considérons,  par  exemple,  la  fraction  réelle 


(x  —  a  —  /3  v/—  I  )  (.r  —  a  4-  |3  v'—  I  ) .  .  .  ^' ['') 

elle  se  décomposera  de  la  manière  suivante  : 

/ ./ 


A  -f-  A\^  —  I  B  H-  B'  v/- 


Or  A-|-AV=T  est  égal  à  ^itiA^I,  B  +  BV^^ 
est  égal  à  ^ -•  ces  deux  quantités  ne  diffèrent 
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donc  que  par  le  signe  de  \J — i,  el  l'on  a 

f{.v)  A  +  A'v/~  A—\'\J'. 


t  (  -^  i  .X  —  a  —  5  y/ —  1         .V  —  a  -h  !3  V'  —  I 

c'est-à-dire,    en  réduisant  les   deux   fractions    écrites    au 
même  dénominateur, 

fyTJ  ^  2A(.r-«)-2A^3 

F(.r)  ^^--aj^  +  lS^         "^•••• 

On  voit  que  deux  facteurs  imaginaires  conjugués  donnent 

T\|    y  I  TV 

lieu  à  une  fraction  simple  réelle  de  la  forme  -^r— ; 

i  .r^  +  p.r  +  q  ' 

en  suivant  le  même  mode  de  raisonnement  que  plus  haut, 

on  verrait   que,  si   le   dénominateur  F[x)  possède  deux 

f'x) 
facteurs  imaginaires  multiples  d'ordre  i  conjugués,  -rr—{ 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

i'i-r)  ^^     ^■^[(x-a)2-f-/3^]/^"^[(.r-«)=^  +  P]/-i"^"* 

On  peut  encore  ici  employer  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  mais  voici  une  méthode  qui  sera  peut-être 
plus  expéditive  dans  un  certain  nombre  de  cas. 
Considérons  la  fraction  suivante, 


[(^-««l^  +  P^]"?!-) 


dont  le  numérateur  est  censé  de  degré  inférieur  au  déno- 
minateur; on  posera  l'identité 

/(x)  _        Mx+N  /(.r)-(Ma:-i-N)y(.r) 
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puis  on  déterminera  M^  -h  N  de  telle  sorte  que 

devienne  divisible  par  [x  —  ex)-  -{-  /3-  ;  il  suffira  pour  cela 

d'exprimer  que  cette  quantité  estnullepourx=a+/3y^ —  i. 
En  faisant  ^ 

f{u  -h  p  \/^)  =  A  -h  B  v/^^,     î>(a  -f-  .3  v''-T)  =  C  +  D  v/'^, 
on  aura  alors 

A  +  B  v^—  (Ma  -+-  M^S  v/^^-f-  N)(c  -h  D  ^/H^)—  o, 

d'où,  égalant  les  coefficients  de  y —  i  et  les  termes  réels, 

A—  (Ma  -{-N)C-f-DM,S  =  o, 
B  —  M3C  — (MaH-N)D  =  o. 

On  tire  de  là  pour  M  et  N  des  valeurs  finies,  carie  détermi- 
nant du  système  est  ^{C'-hD-),  qui  ne  saurait  être  nul, 
car  (3  est  différent  de  zéro  et  G  et  D  ne  sauraient  être  nuls 
à  la  fois  si  (^{jo)  ne  contient  plus  le  facteur  [x  —  c^^-i-  [5-. 
On  divisera  alors  les  deux  termes  de  la  dernière  fraction 
qui  figure  dans  le  second  membre  de  (A)  par  [x — a)'-\-^-, 
et  l'on  aura  un  résultat  de  la  forme 

fM  ^        M-r-f-N /i(.r) 

[(.r  -  «;^  +  p^-]Pr,(.r)       [[^  -  a)^  +  ^'^y  "^  [[.r  -  ^y  +  ^"'^i^  ' 


f\  est  de  degré  inférieur  de  deux  unités  kf[x),  et  par  suite 
de  degré  inférieur  à  son  dénominateur  ;  on  est  alors  ramené 

a  decomposer^^^_^^.^^^;^^_^^^^^^,  qui  se  traitera  comme 

la  proposée  et  ainsi  de  suite. 

Voici   enfin    une  dernière    méthode   qui   conduit   assez 
rapidement  au  résultat. 

L.  —  Algèbre,  III.  1 1 


l62  TRAITÉ    D  ALGEBRE. 

Après  avoir  mis  la  fraclion  '    '  (  sous  la  forme 
^  F(.r) 

A,  M,  Nrestant  indéterminés,  on  chasse  les  dénominateurs; 
on  remplace  alors  successivement  x  par  chaque  racine 
de  F(x)=o  :  on  détermine  ainsi  autant  de  coefficients 
que  de  racines.  On  prend  ensuite  les  dérivées  des  deux 
membres  de  l'identité  obtenue,  et  l'on  remplace  x  par 
chacune  des  racines  doubles  de  Y  [x)  =  o  :  on  détermine 
ainsi  autant  de  coefficients  nouveaux  que  de  racines 
doubles,  et  ainsi  de  suite. 

Traitons  un  exemple.  Posons 

x-"  A  M^4-N       M'.r-hN' 


[x^ -\- \f'\x —  \]        x  —  \  X- -1- I  [x- -r- i]- 

Ghassant  les  dénominateurs,  il  vient 

(l)   a:3:=zA(.^*-f-i;'--}-(M.rH-N)(x-l)(a:2-4-i]  +  (M'x-i-]N'j(x-i). 
Si  l'on  fait  x  =  i,  on  a 

.  =  4A,      A  =  i. 
Si  l'on  fait  x  =  y/ — i,  on  a 

_v'^^(M'v/^  +  ]N')(v,7^-i), 
et,  en  identifiant, 
M'-f-N'ir=o,     M'  — N'  =  i,      d'où     M'=-,      ^' = 

Prenons  maintenant  les  dérivées   des  deux  membres  de 
l'identité  (1)5  nous  aurons,  en  n'écrivant  pas  les  termes 
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nuls  pour  X  =  y/ —  i , 


3^2  ==  (M.r  +  N)  (x  —  i)  2^  4-  M'x  4-  N'  +  1M'(^  —  i), 

et,  en  faisant  x  =  y/ —  i  et  en  remplaçant  M' et  N^  par  leurs 
valeurs 

-3=(Mv/:=^-f-N)(v^::r7- 1)2  v/=T+  -  ynT--  -f--(v/^- 1). 

2  2    2 

On  en  conclut 

—  3  =  2l\l  —  2N  —  1  +  v/^^(i  — 2M  —  2N) 

et,  en  identifiant, 

2 
d'où 

On  a  donc 


III    3— r 


l '^ 


r         I       .r  —  I 


j        4.r—i     '    4x2+1         2    (^2  4-1)2 


IV.   —  A  QUOI  SERT  LA  DÉGOMi»OSITION  DES  FRACTIONS 
RATIONNELLES? 

1°  La  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  frac- 
tion simples  facilite  la  recherche  de  leurs  dérivées  succes- 
sives, difficiles  à  obtenir  sans  cela.  Les  dérivées  d'une  frac- 
tion simple  telle  que  -, sont,  en  effet, 

^        [x  —  aj"^  '  ' 

—  m  A 
(x  —  «)'"+!' 

-^m{m  4-1  )A      ^  ^  ^       f— f)^--/72(/y2  4-i).  .  .(m  4-  X-  —  i  )  A 
2"  Elle  sert  aussi  à  trouver  les  fonctions  primitives  des 
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fractions  rationnelles,  la  fonction  primitive  de  -— —  étant 


X  —  a 

I 

m—\ 


log(:r-a)  et  celle  de  î^-^  étant  _---^— - 

Mais  nous  n'avons  pas  ici  à  insister  sur  ce  point,  qui  est 
du  ressort  du  Calcul  intégral. 

3<*  Enfin  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  a 
surtout  pour  but,  en  Algèbre,  de  permettre  d'effectuer  le 
développement  de  ces  fonctions  en  série. 

Théorème  I.  —  Toute  fonction  rationnelle  ^-,—\  est  dé- 

veloppahle  suivant  les  puissances  croissantes  de  sa  va- 
riable x,  pour  foutes  les  valeurs  du  module  de  x  moindres 
que  la  plus  petite  {*)  des  racines  de  l'équation  F(x)  =  o. 

Toute  fraction  ratio nnelle  \t—t  (^st,  au  contraire,  develop- 
-f  .  Y{x] 

pable  suivant  les  puissances  décroissantes  de  sa  variable  x 

pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  dont  le  module  est 

supérieur  à   la  plus  grande  des   racines  de  ¥[x)=^o. 

Enfin,  le  développement  de  ^-~  ^"''^  ^'-^^  ^  ^^  f^^^  ■^"^" 

vant  les  puissances  ascendantes  et  descendantes  de  x 
lorsque  x  sera  compris  entre  la  plus  grajide  et  la  plus 
petite  des  racines  de  F{x)  =^  o. 

En  effet,  soit 

V(x)=::(x-a)"'{x-b]^{j:-cy\..; 

on  pourra  écrire 

/('•)_  y  _^___^  y  __?_  +  .... 

F  (  .r  )  -"  -^  (.r  -  a)l  ^  jLà  (x  —  by 


(")  J'appelle  plus  petite  ou  plus  grande  racine  d'une  équation  celle  qui 
a  le  plus  petit  ou  le  plus  yi-and  module,  uniquement  pour  éviter  les  péri- 
phrases. 
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Or,  si  le  module  de  x  est  moindre  que  ceux  de  a,  h,  .  .  . , 
on  aura,  par  la  formule  du  binôme  (t.  II,  p.  i  25),  le  module 


de  -  étant  <^  i, 

A 

_A(-i)'/        ^\-'       A(-i)' 

(^-«r 

«'        \        ^')      ~~        "' 

'ï             1.2       a- 

^ 

'„_!__    _         .  -       .      H                 r^ 

{x~-b]J 


ajoutant  les  résultats,  on  aura  le  développement  de  -^ . 

Au  contraire,  si  le  module  de  x  est  supérieur  à  ceux 

des  racines  a,h,  ...^  celui  de  -  sera  moindre  que  i ,  et  l'on 


aura 


•    se   développera  de    la   même   façon  et,  par 


x~  bV 


fix]  .        , 

^"^'^^'  ïvTj  ^^^^  développable  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X. 

Il  est  clair  enfin  que,  si  x  était,  par  exemple,  supérieur 
à  a,  inférieur  à  Z>,  le  développement  de  {^^  se  composerait 

de  deux  autres,  ordonnés  l'un  suivant  les  puissances 
ascendantes,  l'autre  suivant  les  puissances  descendantes 
de  X. 

Dans  les  deux  premiers  cas,  il  est  clair  que  le  dévelop- 
pement pourra  s'obtenir  par   la    théorie   de   la    division 

(p.  ii4). 
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NOTES  ET  EXERCICES. 


i .  Décomposer  en  fractions  simples  les  fractions 


mx"^  I  r  .9,  .3 .  .  .  //? 


r'« -t- 1     Xi^.v-+-i}[x-h2.)...[x-{- m) 


l[.r-a)[x-b)\ 


fl,r) 
2.  Soit  JT- — 7  une  fraction  dont  le  degré  du  numérateur  soit  inférieur 
1^  {x) 

à  celui  du  dénominateur.  Soit 

F(.r)  =  {x  —  n)"^{x  —  b)'^[x—c)P.  .  ., 
A(x)  =  (^-«)'"||f{.     B(^)  =  (x-A)-(i^,      ...; 
démontrer  que  l'on  a 

1  .'2.3. .  .{m  —  i){.r  —  rt)  J' 
ce  qui  peut  encore  s'écrire 


^>a{^)  dési^rnant  la  fonction      ^       =  t^t-4  (^  — '7)"^-V 


(Cauchy. 


fix^ 
3.  Soit  — '-—^ —  une  fraction  rationnelle.  Si  l'on  ne  sait  pas  décom- 

<û[x)-^[x) 

poser  (f{x)  et  -^{x)  en  facteurs  du  premier  degré,  on  peut  néanmoins 

décomposer  la  fraction  précédente  en  deux  autres  plus  simples.  En 

effet,  on  a  vu  que,  y  et  t{>  étant  supposés  sans  facteurs  communs,  on 

pouvait  déterminer  des  polynômes  91  et  ^|>i  de  degrés  «inférieurs  à  9  et 

fix) 
à  ^j^  tels  que  f]>i  —  -^fi  =  i.  Si  l'on  multiplie  par^ — —  j  on  a  alors 

Soient  alors  Ri  le  reste  de  la  division  de/-^i  par  ^  et  R2  le  reste  de  la 
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division  de/cpi  par  c»;  il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura 

On  peut  aussi  employer  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

4.  Trouver    la  «"•""'  dérivée  de  — r -j  dearctane^  et  de 

x^ -i- /j  j: -h  (j  ° 

log •  Trouver  la  fonction  qui  admet  pour  dérivée 


JC  -{-  1  ^  "  x^  —  I 

-^arctang-— 

5.  La  fonction  ^^  „ — ^a  pour  (n—if'"^^  dérivée  relative  à  a 

1.2.3.  .  .[/i—l)      ^  ^  ' 

( j)n 

la  fonction  primitive  de  ; -—  relati\  e  à  x. 

6.  On  appelle  série  récurrente  une  série  telle  que 

«0  H-  ll\  .r  H-  <72 x2  -4-  .  ,  .  H-  ClnX^  -h  .  .  . , 

dans  laquelle  il  existe  une  relation  linéaire  entre  p  coefficients  consé- 
cutifs, telle  que 

\an  -h  \  <7rt+i  -H  ...  -4-  )vp_i  rifiY-p^]^  =  O. 

Les  nombres  )io,  ^i,  •••  constituent  ce  que  l'on  appelle  Y  échelle  de 
relation.  Cela  posé,  prouver  que  toute  série  récurrente  est  le  dévelop- 
pement d'une  fonction  rationnelle,  et  trouver  l'expression  de  cette 
fonction,  connaissant  l'échelle  de  relation.  Réciproquement,  le  dévelop- 
pement de  toute  fraction  rationnelle  est  récurrent. 

7.  Soient  «,  ^,  c,  . . .,  /  les  racines  de  F(x)  =  o;  soit  f{x)  une 
fonction  entière  de  x,  La  fonction  symétrique 

I  F'(.r) 

est  le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de       '  '  f  {x). 

(Cauchy.) 

8.  Prouver  que,  si  /est  un  entier  inférieur  de  deux  unités  au  moins 
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au  degré  de 

f{^)=  {.v-a){x-h)...{x-l), 

on  a 

A  quoi  est  égal  le  second  membre  pour  les  autres  valeurs  entières 
de/?  (EuLER.) 

9.  Si  l'on  développe 


[jc  —  a)[j:  —  ù).  .  .(.r  —  /) 

A  TJ 

en  fractions  simples  de  la  forme  — ^ —  •  j  i  '  •  •  ?  la  somme  des 

coefficients  A  H- B -h  C-h...  sera  nulle.  Les  sommes  A  <?  h- B^ -h  Ce -f-... 
seront  nulles  également.  Compléter  cet  énoncé.  Profiter  de  cette  re- 
marque pour  décomposer  en  fractions  simples    ^^  _    ,  —^^ — ■-  • 
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CHAPITRE  VI. 

SUR  LES  POLYNOMES  HOMOGÈNES  DU  SECOND  DEGRÉ  ET  LEUR 
APPLICATION  A  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  (*). 


I.   —  DECOMPOSITION  EN  CARRÉS. 

Nous  désignerons  par  a;j-=aji  un  coefficient  indépen- 
dant des  variables  x^,  x.,  .  . .,  x„.  Alors  tout  polynôme/ 
homogène  du  second  degré  en  x  pourra  se  présenter  sous 
la  forme 

Ainsi,  pour  n  =  2,  on  aura 

car  aiox^x.-i-  a.,iX'iX.=:  ia^.x^x.z=  ^a.^x^x.. 

On  donne  quelquefois  le  nom  déformes  aux  polynômes 
homogènes  [quontic  des  Anglais)  ;  elles  sont  quadratiques, 
cubiques,  etc.,  lorsqu'elles  sont' du  deuxième  ou  troisième 
degré;  enfin  elles  sont  binaires,  ternaires,  etc.,  suivant 
qu'elles  sont  à  deux,  trois,  etc.,  variables.  Nous  n'em- 
ploierons pas  ces  dénominations,  évidemment  inutiles. 

THÉ0Ri;ME  I.  —  Tout  polynôme  homogène  du  second 


{*)  Quoique  les  matières  de  ce  Chapitre  sortent  des  programmes  clas- 
siques, nous  engageons  les  élèves  à  les  lire  ;  ils  y  trouveront  résumée,  sous 
une  forme  analytique,  la  théorie  des  coniques  et  des  surfaces  du  second 
ordre. 
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degj'é  à  n  variables  est  une  somme  de  n  carrés  positifs^ 
négatifs  ou  nuls  (c'est-à-dire  de  carrés  précédés  d'un  coef- 
ficient positif,  négatif  ou  nul). 

Pour  le  démontrer,  posons 

(2)  la^jx^xj  ==  XJ  +  X^^  +•  •  •  +  X^, 

X,,  X2,  .  .  .  étant  définis  par  les  équations 

Xi  =  ajj.'Ci  4-  «12-^2+.  .  .+  «i„.^Vi, 

X2  =  «21-^2  -+-  «22-^1  -H  •  •  •  -H  *«2«-^«i 


En  identifiant  alors  les  deux  membres  de   (2),    on  aura 

n[/t  —  I  )       ,     .  ,  .    ,  nin  —  !  ) 

— ^ relations  entre  ir  quantités  a//,  et,  comme 

2  ^  •'  1 

est  toujours  plus  petit  que  n-,  on  pourra  déterminer  les  a/y 

d'une  infinité  de  manières.  Nous  allons  voir  que  l'on  peut 

toujours  efi'ectuer  cette  décomposition  directement. 

Supposons  d'abord  que  l'un  des  coefficients  a^,  «22?  •••7 

a,/„  ne  soit  pas  nul.  Soit  <7h  <o,  on  aura 

y  désignant  un  polynôme  du  second  degré  en  Xo,  X3,  . . ., 
Xn'  On  peut  alors  écrire 

(4)  f=a-\[a^^.T^-\-a^,x.,  -V- .  .  •  4- ^i„.^*«  )^ +/", 

J  '  désignant  un  polynôme  ne  contenant  plus  x^.  S\a^^, 
«221  •  '  ',  cinn  sont  tous  nuls,  on  observera  que 

f  désignant   un  polynôme   ne  contenant  plus  X\  ni  jTo. 
On  peut  mettre    le    produit    qui    entre   sur   la  première 
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ligne  sous  la  forme  d'une  différence  de  deux  carrés  par  la 

/X  -f-Y\2        /X  — YN  2 
formule  XY=:  f  —  (- )   ?  et  l'on  voit  que  l'on 

peut  toujours  ramener/  à  un  ou  à  deux  carrés,  augmentés 
d'un  polynôme  /'  ne  contenant  plus  que  n —  1  ou  7z  —  2 
variables.  En  procédant  sur  f  comme  sur  /*,  et  ainsi  de 
suite,  on  démontre  le  théorème. 

TfiiioiŒME  II.  —  De  quelque  manière  que  s^ effectue  la 
décomposition  de  f  en  carrés,  on  doit  toujours  trouver 
le  même  nombre  de  carrés  positifs,  négatifs  ou  Jiuls, 

En  effet,  considérons  deux  groupes  de  fonctions  lin  éaires 
etliomop,ènes  de  x^,X2,  ...^Xa  indépendantes X 4, Xo,  ...,Xf 
et  Yi,  Yo,  . . . ,  Yy,  où  i^j\  les  X  ne  sauraient  s'annuler 
tous  quand  on  suppose  tous  les  Y  nuls.  En  effet,  les  Y  étant 
indépendants,  on  pourra  calculer  x^y  x.^  •,  >  - .  1  Xj  en  fonc- 
tion des  Y  et  de  Xj_)^^  •,'•••>  ^m  6t  on  pourra  exprimer  les  X 
en  fonction  des  Y  et  de  ^y+n  . .  . ,  .^«.  Soit  alors 

X;t  =  Xi  Yi  +  . . .  +  \j  Yj  +  Xy+i  xj+^  4-  .  . .  -h  X„ .r,,, 

1,,  Âo  désignant  des  constantes.  Si  les  X  s'annulaient  avec 
les  Y,  on  aurait  i  équations  de  la  forme 

qui,  a^^ant  lieu  quels  que  soient  ^y_^.i,  . . . ,  .^«,  donneraient 
\j^^  =0,  ...  ,)vz  =  o- les  X  pourraient  s'exprimer  en  fonc- 
tion des  Y  qui  sont  en  nombre  moindre  ;  les  X  ne  seraient 
pas  distincts. 

Gela  posé,  soient 

Ui,U2,  ...,U,,     Vi,V2,  ...,Vy,     Xi,X2,  ...,X/„     Yi,Y„...,Y/ 

des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  x]  supposons 
les  U  et  les  V  distincts  ainsi  que  les  X  et  les  Y,  on  aura 

i+j^n,     k^lzn. 
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Je  dis  que  l'on  n'aura  pas  à  la  fois,  quels  que  soient  les  x^ 


/=u=-. 

..+u?-v;- 

•■•-vj, 

/=-^ï-^-. 

..+XJ-YÎ-. 

•■-Y?, 

L'I-Vï-., 

..-\7  =  x?  +  .. 

,.+.X|.- 

OU 

(0  Uf  -f-...-i-  U?-VJ-...-\7  =  XJ-4-...+,X|. -YJ  — ...  _  Y 

si  l'on  n'a  })as  i  =  A*, y  =  /.  En  effet,  supposons  i  <C^  k\  on 
aurait  aussi  i -\-  l <^k  -\-  l'i  mais,  si  Ton  suppose  nuls  les  U 
et  les  Y,  les  X  et  les  Y  qui  sont  indépendants  et  en  nombre 
supérieur  aux  U  et  aux  Y  ne  sauraient  s'annuler  à  la  fois-, 
c'est  cependant  ce  qui  aurait  lieu  en  vertu  de  (i)  qui  devient 

X-J  -,-  X2  -^  . . .  +  X|  4-  V2  -f-  . . .  -^  V2  =  o 

et  ne  saurait  avoir  lieu  que  si  tous  les  X  sont  nuls. 

II.  —  DES  SUBSTITUTIONS  ORTHOGONALES. 
Lorsque  dans  une  fonction /(x^  .r^,  •  .  .,  x„)  on  pose 

I     \                      Y;       j    ■^-  "^   ''-1  '''   "^  722? 2  +••-+■  'im^n^ 
1 > 

\    ^n—  7/il  ?1  -+-  7«2?2  +  •  .  .  +  Innln^ 

les  quantités  y  étant  indépendantes  des  x  et  des  ^,  on 
dit  que  l'on  fait  une  substitution  linéaire  et  la  fonction  /  de- 
vient F(|,,  J25  ...,  ^«);  F  est  dite  transformée  dey  par  la 
substitution  (i).  Le  modale  d'une  substitution  telle  que  (i) 
est  le  déterminant  2  =t  y,,  yoo  •  .  .  "/nn  de  ses  coefficients. 

La   substitution   (i)  sera   dite   orthogonale  quand    on 
aura 

(2  )  7,/7iy  +  72/72y  +  .  .  .  +  -inilnj  =  o     pour  i>j\ 

(3)  7l       +72/       +--.-+-7«/       =•• 
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Les  substitutions  orthogonales  jouissent  des  propriétés 
suivantes  : 

1°  Elles  transforment  la  fonction  x\-\-  x\^  . . . -\-  x\ 

En  effet,  la  première  fonction  devient  SP/y^i^y,  et  l'on 
reconnaît  que  P/y  et  Va  sont  précisément  les  premiers 
membres  de  (2)  et  (3). 

2" En  multipliant  la  première  équation  (i)par  Y4j,  la  se- 
conde par  Y2i,  etc.,  et  en  ajoutant  en  ayant  égard  à  (2)  et  "y 
(3),  on  a 

(4)  b=^  Tli^l  +  T2i^2  -H  ...  -4-  -^niOCni 

et  11  est  facile  de  s'assurer  que,  si  l'on  changeait  dans  cette 
formule  ^  en  ^  et  vice  versa,  on  obtiendrait  de  nouvelles 
formules  de  substitution  orthogonales.  En  effet,  nous  avons 
vu  que,  en  vertu  de  (1),  (2),  (3),  on  avait 

^ï  +  ^i  +  . .  .  +  a  -  ^?  +  ^i  H-  .  .  .  -+-  :r2 

identiquement.  Remplaçons  dans  cette  formule  les  Ç  par 
leurs  valeurs  (4);  le  coefficient  de  xtXj  sera 

T'-i  Tyi  -+-  ï''2  ïy2  +  . .  o  +  Y/«  Ty«, 
c'est-à-dire  nul  si  i^j  et  l'unité  si  1=]-  Les  formules  (4) 
sont  donc  celles  d'une  substitution  orthogonale. 

III.  —  RÉDUCTION  A  UNE  SOMME  DE  CARRES  PAR  UNE  SUBSTITUTION 
ORTHOGONALE. 

Considérons  un  polynôme  du  second  degré  à  n  variables 

llexiste,  engénéral,  desvaleurs  des  variables  satisfaisantaux 
relations 

2   dXi    Xi  -2    dx^   x^~        ~    1   'ôXa   X,J 
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Pour  le  démontrer,  égalons  cette  suite  de  rapports  à  5, 
nous  aurons 


(2)     -  -r—  *.  a?i  =  -  -7^  :  xc^ 


..=  S,       Xt^X'-h^ 


1  ,     àf       df 

et,   en  remplaçant  ^^>  -^^ 

de(i), 


dxi     dx^ 


•  par  leurs  valeurs   tirées 


(3) 


ou 


o-ii  ^1  +  ai^x^  -\- . 


•+  <^\nXn~  SXi, 
-+-  Cl.ifiXfi  =  sx^, 


(4) 


(an  —  s)xx  H-  «155-2  -^.  .  .-i-  «i«a-/j  =  o, 
a^iXx-\-{a^_<2_  —  s)x^_  +  . . .+  a^nXn  =  o, 

i    «rtl^l-l-«/i2^2  +  ..  •  +  («««  — •s). T„  =  0, 

'    x\-{- x\^. .  .-\- xl  —  i. 

Pour  résoudre  ce  système,  nous  éliminerons  x^ , 
qui  donne 


x,i^  ce 


(5) 


«11  —  5 


«12 
«2  2  -^ 


«2« 


«rtl  ««2  •  •  •        ^iiii         ^ 

équation  que  nous  écrirons  aussi,  pour  abréger, 

(6)  0(.)  =  o, 

en  désignant  par  8  le  déterminant  qui  est  son  premier 
membre.  En  général,  l'équation  0  ==  o  est  du  degré  Ji  et 
a  n  racines  distinctes;  ces  racines,  portées  dans  (4),  four- 
nissent des  valeurs  déterminées  pour  .r,,  x^^  .  .  .,  Xn^  de 
sorte  que  les  équations  (i)  ont  en  général  n  solutions. 


IV.   —  DISCUSSION  DE  L'EQUATION  EN  s. 

L'équation  0(5)=  o,  que  l'on  appelle  l'équation  en  a', 
jouit  de  propriétés   curieuses   que    nous   allons   étudier. 
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Soient  5 1,52,  ...,  5„  ses  racines,  soient  :r/,,  ^,-2,  •  .  • ,  ^/« 
les  valeurs  de^,,-^2,  •  •  • ,  ^/i  que  l'on  déduit  de  (3)  quand 
à  5  on  substitue  5/. 

Théorème  L  —  A  une  racine  simple  de  ^  (s)  =  o  cor- 
respondent des  valeurs  bien  déterminées  de  x^.x^.  •  •  • , 

En  effet,  si  les  équations  (3)  donnaient  pour  ^,  '.X2\JCi\... 
des  valeurs  indéterminées,  les  mineurs  de  0(5)  seraient 
nuls;  or,  comme  on  a 


O'(0  =  - 


^(«11 — s)        â{a.22  —  s) 


^'{s)  serait  nul  avec  8(5)  :  la  valeur  de  5  pour  laquelle  on 
calcule  Xi ,  ^2,  ...  ne  serait  pas  simple. 

Théoriîme  il  —  Les  valeurs  ^^n,  ^12,  •••?  ^^n  ^^ 
X21,  ^22,  "",  ^2«  de  ^1,  ^2,  •",  Xn  correspondant  à  des 
valeurs  différentes  s^  et  s^  de  s  satisfont  à  la  relation 

En  effet,  les  équations  (2)  donnent 

1  a/(rrii,   3712,    ...,   Xui)    _ 

—  ^  —  *  1  «^  1 1 J 

2  (^^11 

I   df{xu,  ^n,  '",  ^m)  _  ^  ^ 

— —  *l**^12? 

9,  0X12 


on  en  tire 

1  df{xu,  •••)  ,1   àf(xu,  ...)  ^ 

-  -^  ^     , X^i  H ^ :: 3722  ■ 

2  (^3711  2  ()37i2 

=  51(37113721+3712  3722  +  .  .  .); 

on  aurait  de  même 

1  ^(3721,    ...)  I     df(x,„    ...) 

— 37ii-t-    —  i  3.12 

2  0370 1  2  d3722 

=  S2(3'll372i+  3712  3722 -h.  .  •)• 
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En  vertu  d'un  théorème  connu  (*),  les  deux  premiers 
membres  de  ces  équations  sont  égaux  :  on  en  conclut 

{Si -S2)(  «2^1 1^21+  ^12-3:^22  -+-.-.)  =  O, 

et  comme  St^So  par  hypothèse, 

(6)  a^ii^Toi -h  ^12-2^22 +•••+ ^l/i^2«  =  O-         C.Q.F.D. 

Théorème  III.  —  Si  les  aij  sont  réels,  V équation 
Q(5)  =  o,  aura  toutes  ses  racines  réelles. 

En  effet,  soit,  s'il  est  possible,  Si  une  racine  imaginaire, 
il  y  aura  une  racine  5o  conjuguée  de  celle-ci,  et  Xn,  :r<  2,  ... 
seront  respectivement  conjugués  de  Xoj ,  ^Too,  •  •  •  ;  mais  5, 
et  50  étant  conjugués,  c'est-à-dire  inégaux^  la  relation  (6) 
aura  lieu  :  elle  revient  à 

(mod  J"n  )-  -h(mod:ri2)2  -h.  .  .=  o, 

ce  qui  ne  saurait  avoir  lieu  si  ^r^,  ^«2?  •  •  •  n'ont  pas  des 
modules  nuls,  c'est-à-dire  ne  sont  pas  nuls,  ce  qui  est 
absurde,  puisque 

0  (5)  =  o  ne  saurait  donc  avoir  de  racines  imaginaires. 

Théorème  IV.  —  Si  l'équation  8(5)  =  o  a  une  racine 
double,  tous  les  mineurs  de  8(5)  sont  nuls  quand  on  y 
remplace  s  par  cette  racine. 

(*)  Ce  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  : 

ai  f{x  ^  .r  ,  .  .  . ,  x^)  désigne  une  fonction  du  second  degré,  on  a 
àf{x\,x',,   ...)  ôf{x\,x\,  ...) 

Il  se  démontre  en  développant  /(a-,4-a;j,  ar^  +  a-l,  ...),  par  rapport 
aux  puissances  de  r,,  x^,  ...  ou  de  x[,  x\,  . . .,  par  la  formule  de  Taylor  • 
dans  run  des  cas,  on  trouve 

J\x^,x,,...)+x\'^-^^^-^y---^+...  +  f{x\,x',,...); 
dans  l'autre. 
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En  efTet,  rien  ne  nous  empêche  de  regarder  la  première 
équation  (4)  comme  étant  l'équation  8(5)  =  o;  il  suffit 
pour  cela  de  supposer  ^^,  x^j  .  .  .  tirés  des  autres  équa- 
tions (4)  et  substitués  dans  la  ])remière;  X\^  x-i^  ...  sont 
alors  fonctions  de  s  et  en  différentiant  la  première  équa- 
tion (4)  dans  cette  hypothèse  et  les  autres  pour  en  tirer 

/         dx^        ,         dx=>  1 

^,  =  -^— ?  X.,  =  -7^,  •  •  •  ,  on  a  les  équations 

/  (ail  —  s)^\  -+~  ai^x'.-j,-\- .  .  .-h  ainx'n  =  Xi, 

^^>  , • 

l   «,7l  ^i  ^  a,i^x.,^.  .  .-{-(a,in-~  s)x'„=  Xa. 

Multiplions  la  première  par  ^ — ,  la  seconde  par-,  -,     . 
^  ^       àaii  A        da=ii 

et  ajoutons,  nous  aurons 

U.Ti  =  Xi v-x^ h.,.-f-5-,j , 

()aii  '  âa.2i  âa,ii 

ou  si  G  =  o 

âaii  OUfii 

mais,  en  vertu  de  (4), 

xi  :  - —  =  x^  :  - —  = . . . , 

uaii  accçii 

la  formule  (8)  devient  alors 

donc,  si  les  a/y  sont  réels 

d^  _  de  ao 

^-^'  d^,=-'-  ^=^°'  ••••    ^•'3.    F.D. 

Théorisme  V.  —  Si  Véquation  8(5)  =  0  admet  une 
racine  triple,  cette  racine  annule  tous  les  mineurs  du 
second  ordre  de  ^{s). 

En  effet,  en  différentiant  encore  les  équations  (7),  on  a 

(«11  — *)^l  +  ai2^2-f-.  .  .  ainOPn  —  ^^'i, 


Ida, 


En  multipliant  la  première  de  ces  équations  par-^,  la 
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seconde  par — ,  •  ••  et  en  aioutant  on  a 


X , =  2X, h  1X\ 


Si  Ton  observe  que  le  premier  membre  est  nul  en  vertu 
du  théorème  IV  et  que  x\^  x'.^^  ...  sont  proportionnels  à 
leurs  coefficients,  il  vient 


où 
ainsi 

de 

^     ^2  0 

suite.  D( 

?+/'      '^ 

'2  0 

d' 

^2  0 

l^«12 

et 

datj  da 
anc  : 

kl 

Théorème  VL  —  Si  0(6")  a  une  racine  d^ ordre  de 
multiplicité  i^  cette  racine  annule  les  mineurs  d^ ordre 
i-\-i  de  0(5). 

Réciproquement,  si  les  mineurs  d^ ordre  ni  —  \  de^{s) 
sont  nuls  pour  5  =  5< ,  0  (5)  =  o  a  54  pour  racine  d^ ordre 
de  multiplicité  m. 

En  eflet, 

^        '  Aaà  dan  dan 


6'"! 


^  ^  ^  ^  ^ùauùajjôauk--- 
Maintenant  concluons.  A  chaque  racine  simple  de  8(5)  =  o 
correspond  un  système  unique  et  bien  déterminé  de;ri, 
0^2,  .  •  •  î  ^n-  A  une  racine  double  de  8(5)  ^=  o  correspon- 
dent une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  x^^  x-^^  ..., 
Xn\  mais,  comme  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de  8 
ne  sont  pas  nuls,  sans  quoi  la  racine  considérée  serait 
triple,  on  pourra  choisir  arbitrairement  x^  par  exemple, 
et  les  autres  valeurs  ^o,  ^3,  •  •  •  seront  déterminées.  A  une 
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racine  triple  de  8(5)  correspondront  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  valeurs  de  ^< ,  ^To,  . .  . ,  œn  ;  ^1  et  œ^  pourront  être 
choisis  arbitrairement,  mais  alors  ^3,  x,,,  ...,  0-^  seront 
bien  déterminées,  etc.;  donc  : 

Théorème  VTl.  —  Les  équations  (2)  ou  (3)  auront 
toujours  au  moins  n  systèmes  de  solutions. 

Théorème  VllI.  —  Soient 

^n,      -^12,      ...,      ;r,„, 

•2?2i,      3^0,,      ...,      x,„. 


«5r5;è/?2e5  de  solutions  des  équations  (3);.  5^  l'on  pose 

^i=;^ti ri +-^12,72  -}-...+  ^i„jK;„     x^'^/i*}/'^^^!^' 

la  fonction  f  =1  ^aijXtXj  se  transformera  en 

^  En  effet,  eu  faisant  le  changement  de  variable  en  ques- 
tion, on  a 

(I  i)     S  atjXiXj  =  S  aij{xi,  y,  -h  .r,-,  jks  .  .  .  )(.ryi  ^i  +  ^y2 JK2  •    •  ) 

Dans  le  second  membre,  le  coefficient  de  r,l  est 

celui  de  y^y^  est 
Â 


[^ 


or  on  a 
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OU,  en  vertu  de  (2), 

On  déduit  de  là  et  du  théorème  II 

^?f;.V  =0,  si  I^  ^  V, 

bfi    =  S^,  si  [J-=:V. 

Les  formules  (11),  (12)  et  (i3)  donnent  alors 

S  aij  Xi  .ry  =  5i  jK f  +  ^2  J  n  H- .  . .  -f-  5,,  j^-,1 . 

Donc  YiŒijXiXj  =zf  pourra  se  décomposer  en  une  somme 
de  n  carrés,  respectivement  multipliés  par  les  racines 
de  V équation  en  s. 

Le  dernier  terme  de  l'équation  8(5)  =  o,  qui  est  le  déter- 
minant A  =  S  ±  <2, 1(222  '  •  '(^\ni  est  ce  que  nous  appellerons 
le  discriminant  de  la  fonction /=  ^aijXiXj. 

V.  —  APPLICATIONS. 

Première  application.  —  Quelles  sont  les  conditions 
pour  que  f=^  llaijXiXj  soit  un  carré  parfait? 

Il  devra  pouvoir  se  mettre  sous  la  forme  Sy  y\  5  l'équa- 
tion 8(5)  =  0  devra  avoir  toutes  ses  racines  nulles  sauf 
une  :  donc  8(5)  ainsi  que  tous  ses  mineurs  jusqu'à  ceux 
du  second  degré  inclusivement  devront  être  nuls  pour 
5  =  0;  en  d'autres  termes,  le  discriminant  A  àe  f  devra 
être  nul  ainsi  que  ses  mineurs  jusqu'à  ceux  du  second 
degré  inclusivement;  ainsi  on  aura 

Cl  ij  a/cl  —  anajk  =  o. 

Bien  entendu,  ces  équations  ne  sont  pas  toutes  distinctes. 

Deuxième  application.  —  Quelles  sont  les  conditions 
pour  que  f  soit  un  produit  de  deux  facteurs^  c'est- 
à-dire  la  somme  de  deux  carrés? 
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0(5)  =  o  devra  avoir  toutes  ses  racines  nulles  sauf  deux, 
donc  A  et  tous  ses  mineurs  devront  être  nuls  jusqu'à  ceux 
du  troisième  degré  inclusivement. 

Troisième  application.  — /=:  ^atjXiXj  peut-il  conser- 
ver un  signe  constant^  quels  que  soient  ^,,  x^,  .  .  .,  x.^? 

Oui,  si  toutes  les  racines  de  8(5)  =  0  sont  de  même 
signe,  c'est-à-dire  si  8(5)  ou  Q( — s)  n'ont  que  des  varia- 
tions ;  dans  le  premier  cas  /  sera  positif,  dans  le  second  il 
sera  toujours  négatif. 

Quatrième  application.  —  Trouver  la  condition  pour 
que  l'on  puisse,  par  une  substitution  linéaire,  trans- 
former le  polynôme 

/  =  A  ^2  _4_  ^'^2  _|_  ^'^2  _4_  .j  [j y-  _^  2  o'rc5  -h  2. \^"xy 
+  a  G  a?  +  2  G>  H- '2  G"^ -f- D 
et  le  mettre  sous  la  forme 

X2  +  Y2  4-  II, 

H  désignant  une  constante  (*). 

Il  faut  que  /  rendue  homogène  puisse  se  réduire  à  une 
somme  de  trois  carrés  ;  donc,  son  discriminant  étant  désigné 
par  A,  on  devra  avoir 
(«)  A  =  o. 

Une  substitution  linéaire   faite  sur  l'ensemble  des  termes 
de  second  degré  doit  ramener  cette  somme  à  deux  carrés  ; 

donc,   en  appelant  8  le  discriminant   t^  des    termes    du 

ou 

second  degré,  on  doit  avoir 

\  ^=^ 

Les  conditions  (a),  (6)  peuvent  se  transformer;  en  effet, 


(^)  ^  =  0     ou     §=0 


(*)  C'est  demander  la  condition  pour  que/=  o  représente  un  cylindre. 
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on  peut  vérifier  que 


oDdX"       dD  ôA 

donc,  si  A  et  -rr  sont  nuls,  on  a  aussi 
'  oD 


àl 

dA 

dA 

dA 

5G=°' 

<)C'=°' 

àC'^"' 

50=" 

et  vice  versa  d'ailleurs. 

VI.  —   QUELQUES  MOTS   SUR  LA  RÉDUCTION   SIMULTANÉE 
DE  DEUX  POLYNOMES  A  UNE  SOMME  DE  CARRÉS. 

Une  substitution  orthogonale  n'altérant  pas  une  somme 
de  n  carrés,  en  d'autres  termes,  ^r^  -|-  .r^  -f-  . .  .  -f-  ^l  deve- 
nant j'J  -hyl  4-  . . .  -\-yl  par  une  substitution  orthogonale, 
il  en  résulte  que  l'on  peut  toujours,  au  moyen  de  deux, 
substitutions  orthogonales  successives,  ramener  simultané- 
ment deux  fonctions  du  second  degré  à  des  sommes  de  car- 
rés. En  effet,  considérons  les  deux  fonctions  à  n  variables 

effectuons  la  substitution  orthogonale  qui  ramène  /  à  la 
formejo  1  -}-...4-.^«  7  ,%  enposant)  ,  =  -^^^  ri  —  -^'>  '"', 

la  fonction  /  sera  ramenée  à  la  forme  z\-^r  z']-]-  -  -  -^  ^-l^ 
et  la  fonction  g  pourra  être  représentée  par  ZcijZiZj.  Si 
maintenant  on  effectue  une  nouvelle  substitution  orthogo- 
nale, celle  qui  ramène  Ic/y  3/ 2:y  à  une  somme  de  carrés 
\^t]  -h.  .  .-h  A,,ï;,/prendra  la  forme 

puisque  la  définition  même  de  la  substitution  orthogonale 
est  de  conserver  leur  forme  aux  fonctions 
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La   méthode    que  nous  venons   d'indiquer  tombera  en 
défaut  quand /et  g  seront  à  la  fois  des  sommes  de  moins 

de  n  carrés,  parce   qu'alors  la  substitution  j=  4= 


V^^. 


sera  illusoire,  Vune  des  quantités  Si  s'annulant.  Mais  alors 
/et  g  ne  sont  plus,  à  proprement  parler,  des  fonctions  de 
n  variables,  et  c'est  sur  les  variables  effectives,  c'est-à-dire 
réduites  à  leur  minimum,  que  l'on  effectuera  les  substitu- 
tions orthogonales  dont  il  a  été  question. 

Gomme  on  le  voit,  la  substitution  unique  qui  revient 
aux  deux  substitutions  orthogonales  que  l'on  est  obligé  de 
faire  ne  sera  pas  toujours  réelle,  puisque  l'on  doit  rem- 
placer j^i  par  —=•,  • .  ■  et  que  5i,  53,  ...  peuvent  être  néga- 

tifs;  mais  on  voit  qu'elle  sera  réelle  si  l'une  des  formes  j 
ou  g  est  une  somme  de  carrés  tous  positifs  ou  tous  né- 
gatifs. 

La  possibilité  de  réduire  deux  formes  à  des  sommes  de 
carrés  étant  établie,  voici  comment  il  conviendra  de  pro- 
céder dans  la  pratique. 

On  effectuera  sur  /  et  sur  g  la  substitution  (i)  sans  la 
supposer  orthogonale,  c'est-à-dire  sans  supposer  les  rela- 
tions (2),  et,  pour  ramener/et  g  à  des  sommes  de  carrés, 
on  posera,  comme  on  a  fait  plus  haut  pour/  seul, 

(16)  laijyi.^yj,  =z  G,         lbijyi.^yj,  =  o, 

en  appelant  alors/, /ô,  ...  les  demi-dérivées  de 

prises  par  rapport  à  7,^,  y.j^,  ...,  et  gi,  g^,  ...  celles 
de  ^(741;,,  yoi,,  ...)  par  rapport  aux  mêmes  variables  y^^, 


8) 
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y2if^',  •  -M   îcs  formules  (i6)  et  (17)  s'écriront 
/i  7iv  4-/o72v  H-  .  .  .  -I-  .-C;  V,.v  =  o, 

/i  7  i  ix  4-/2  72(x  -H  •  •  •  +  fn  y,r^  =  A^ , 

gi  7iix  +  •  •  •  -+-  b  «  7«a  =  Cj, 
ou 

(»9)  /(7i:-72^,  ...)  =  A,„      ir(7i^,  72:.>  ...)  =  I^f^- 

Des  équations  (18)  on  tire 

Â      Â  L 


et,  si  l'on  désigne  par  X  cette  suite  de  rapports  égaux,  on 
aura,  pour  déterminer  y <jj,,  y^^^,  . . .,  ynv-i  ^^^  équations 

/l  —  S^  ^>-  =  O'      Â—  Si^^  =  ^ fn  —  i^7  /•  =  O1 

que  l'on  peut  écrire 

(«II—  >^^ii)7i.a 
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Kl  — >'^//i)7iix 

l  -H    (  «;/2  —   >^  ''-'«2  )72!'^  -i-  •    •    •  +   (  ^-7'^  —  ^'  ^/i«  )  7«!X  =  ^• 

Pour  les  résoudre,  on  formera  l'équation  en  'k 


«11  —  >>^11 

«12   ^'^''12 

'•        a^n,  —  ^^f'\n 

«21    —^^^^'21 

«22—  >^^22          . 

•        «2«  —  '^'  ^^'la 

«/il  — >'^«1 

a,,._  —  'kb„^       . 

r        fhin,  —  ''-l>aa 

=  G. 


,  .  ..,  X„.  Ces 


Cette  équation   a  n  racines  X,,  )>o,  ...,  /. 
racines,  portées  dans  les  équations  (20),  feront  connaître 
les  rapports  des  quantités  yj;,,  72;.,  ...   à  l'une  d'elles  ;  on 


(^ 
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achèvera  de  les  déterminer,  si  l'on  veut,  en  se  donnant  A,, 
A2 ,  . . . ,  A,/ . 

Chaque  racine  de  l'équation  en  1  faisant  connaître  un 
groupe  des  quantités  y,^,  y. 2^,  . . .,  le  problème  sera  résolu. 

Si  l'on  multiplie  les  équations  (20)  par  y^^,,  yoa,  .  • .  res- 
pectivement et  si  on  les  ajoute,  on  trouve,  en  remplaçant  A 
parAj,, 

/ (711*1  72;j^î   •  •  •)  ~  V^(7l!*'  72;*,  .  .  .)  =  O 

ou 

Ainsi,  en  résumé,  poiu'  ramener  simultanémejit  deux 
formes  à  des  sommes  de  carrés,  on  peut  se  donner  arhi- 
irairement  la  forme  réduite  de  l' une 

BiJÎ-hii2r2-H...-+-B„7j, 

et  l'autre  sera  alors 

X,,  X2,  .  .  .,  In  étant  les  racines  de  l'équation  obtenue  en 
égalant  à  zéro  le  déterminant  dont  les  éléments  sont  les 
coefficients  des  dérivées  de  f —  \g. 

La  discussion  de  l'équation  en  A  est  un  peu  compliquée; 
nous  ne  la  donnerons  pas  pour  ce  motif. 

VIL  —    SUR  LES  INVARIANTS. 

Soient,  en  général,  c&(\r,,:i:;2,...,x„,  a,  è,  c,  ...)une  fonc- 
tion des  variables  x^,x-2^  . .  .,  .r.,,  et  a,h,  c,  ...  ses  coeffi- 
cients; si  l'on  fait  subir  à  ses  variables  une  substitution 
linéaire,  c'est-à-dire  si  l'on  pose 

'  ^i  =  ^'iiri  +  ^12 j2  -{-... -f-  r^..ra, 

•■^2  =  ^21  Ji  4-  C22  Jo  -^  •  •  •  H-  t'2«  J«i 


«1  ri  4- ^«2  j2+ . .  •-t-c'^^j,,, 
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cette  fonction  !p  se  changera  en  une  fonction 

des  variables  7<,j)  25  •  •  v  dont  les  coefficients  seront  a',  h\ 

c';.... 

Ceci  posé,  si  l'on  a 
Q.  désignant  une  puissance  du  déterminant 


C  = 


on  dira  que  0(«,  Z>,  c,  .  , .)  est  un  invariant.  G  est  ce  que 
l'on  appelle  le  module^  ou  le  déterminant  de  la  substitu- 
tion. Une  substitution  est  unimodulaire  quand  son  mo- 
dule est  I. 

Un  invariant  9{a^  h^c^  . . .)  est  absolu  quand  on  a 

B(a,  h,  r,    .  ..]=0{n',  b' ,  c' ,  .  .  .\ 

On  appelle  discriminant  d'une  fonction  homogène  du 
second  degré  le  dernier  terme  de  l'équation  en  s  relatif  à 
cette  fonction,  ou,  si  l'on  veut,  le  déterminant  de  ses  coef- 
ficients. 

Théorï;me  I.  — Le  discriminant  d' une  fonction  homo- 
gène du  second  degré  est  un  invariant. 

n 

Considérons,  en  effet,  la  fonction  Va/yx,\ry,   et  dctcr- 

1 
minons  la  quantité  s  de  telle  sorte  que 

(  2  )  1  aij  Xi.Tj  —  s[x\-^.tI-^...-^x^^Y 

se  réduise  à  une  somme  de  n  —  i  carrés.  Pour  qu'il  en  soit 
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ainsi,  il  faut  écrire  que  le  discriminant  de  cette  fonction 
est  nul  ou  que 


(3) 


Or,. y 


=:  G. 


Cela  posé,  appliquons  à  la  fonction  (2)  la  substitution  (i); 
elle  prendra  la  forme 


(4) 


2^/yJ/ry  —  J-SA-,yr/Jy, 


'Zbijjiji  désignant  la  fonction  dans  laquelle  se  transforme 
'ZaijXiXj  et  ZA/y^/^^T-y  la  fonction  dans  laquelle  se  transforme 

xl-\- .  .  .  +-  .r^j,  en  sorte  que  l'on  a 


X? 


(5; 


f>'ij—CuC^j-\-C,^iC^j 


Or,  si  la  fonction  (2)  est  une  somme  de  n  —  i  carrés,  la 
fonction  (4)  devra  être  aussi,  pour  les  mêmes  valeurs  de  .ç, 
une  somme  de  n  —  i  carrés,  en  vertu  de  la  loi  de  M.  Syl- 
vester  (p.  17a);  donc  on  devra  avoir 


(6) 


^21—   ^21 -y  />. 


^nl  ''ni  ^       ^n2  —   ^"/?2'^ 


bua- 

^'nn^^ 

Les  équations  en  5  (3)  et  (6)  ont  donc  les  mêmes  racines,, 
et,  par  suite,  le  produit  des  racines  doit  être  le  même  dans 
ces  deux  équations;  on  en  conclut 


A  =  —     ou     n 
Iv 


AK, 


A  désignant  le  déterminant  des  quantités  «/y,  B  celui  des 
quantités  bij  et  K  celui  des  quantités  A/y.  Or  A  est  le  dis- 
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criminant  de  la  fonction  Y^aijXiXj^  B  est  le  discriminant 
de  la  l'onction  transformée  2Z>/y  }  ijj\  quant  à  K,  c'est  pré- 
cisément, en  vertu  des  relations  (5),  le  carré  du  déterminant 
C  de  la  substitution  (t.  I,  p.  i4i)-  Donc  : 

Le  nouveau  discriminatit  est  égal  à  l'ancien,  multiplié 
par  le  carré  du  détcrndnant  de  la  substitution;  donc  le 
discriminant  d' une  fonction  du  second  degré  est  un  inva- 
riant. 

Théorème  II.  —  Les  coefficients  de  l'équation  en  s  (Z) 
sont,  si  l'on  peut  s'exprimer  ainsi,  des  invariants  de  la 
fonction  llaijXiXj  pour  toute  substitution  orthogonale. 

En  effet,  l'équation  en  .s  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le 
discriminant  de 

or,  ce  discriminant  étant  désigné  par  S  et  celui  de  la  fonc- 
tion F  transformée  par  T,  on  a  identiquement 

F  =  3 b.jYO'j  -  ^  ( Jï  +  Ji .  .  .  )'     T  =  C^ S. 

Les  coefficients  de  T  ne  diffèrent  donc  de  ceux  de  S  que 
par  le  facteur  C- =  i .  c.  q.  f.  d. 

C'est  ce  qui  était  presque  évident  a  priori;  en  effet,  en 
égalant  à  zéro  les  coefficients  de  l'équation  en  s,  on  exprime 
que  ZaijXiXj  se  décompose  en  n  carrés,  dont  un,  deux, 
trois,  etc.,  sont  nuls. 

VIIÎ.   —  MÉTHODE  POUR  SÉPARER  LES  RACINES  RÉELLES 
DES  ÉQUATIONS. 

Voici  une  méthode  qui  permet  de  séparer  les  racines  des 

équations  et  qui  exige  moins  de  calculs  que  celle  de  Sturm. 

Considérons  une  équation/(x)  =  o;  soient  «1,^2,  . .  ., 
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cf-n  ses  racines.  Le  polynôme 
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[.T.  —  ai)  (^'o  -4-  .rj  a.  H-  .r,  a'J  -f- . 

•  •  +  •>'«- 

i^r)' 

-+-  {.r  —  ao)  (xq  +  .ri  a,  -}-  .r^  a'^  -f- . 

.  .  +  x„_ 

i^r')' 

+  ( .r  —  a,J  (xq  h-  .ri  a,,  +  .ra  a,;  +  .  .  .  +  j:„_i  a;^    ^  )-, 
que  nous  représenterons  aussi  par 

(l)  V  (.r  )  =z  -  (.r  -  a,)  [x,  -f-  .r,  a,  +  .  .  .  +  .r,,_lar')^ 

est  une  somme  de  n  carrés,  qui  contient  autant  de  carrés 
positifs  qu'il  y  a  de  racines  réelles  de  /(x)  inférieures  à  x 
et  autant  de  carrés  négatifs  qu'il  y  a  de  racines  de  /"(.r) 
supérieures  à  x.  J'ajoute  qu'un  couple  de  racines  imagi- 
naires introduit  deux  carrés  imaginaires,  dont  la  somme 
réelle  peut  être  remplacée  par  la  différence  de  deux  carrés 
réels.  En  effet,  considérons  la  somme 

[x  —p  —  q  \l—  I  )  \_Xq  +  x^[p  -h  ry  y/—  I  )  4-  .  .  .  ]^ 

-^  [x  —  p  -{-  q  si  —  l)[x,-\-  x,[p  ~  (j  yj  —  i)  -^  .  .  .]^, 

oii  p  -h  q  y/ —  I  et  p  —  q  \J —  i  désignent  deux  racines  con- 
juguées; elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a  +  B  v/~i  (P  +  <>  v/^'+  (  A  -  B  v/=Tj(  P— .Q  v/^=^)% 

A,  B  désignant  des  nombres  indépendants  de  Xq,  .r,,  .  .  . , 
Xn-i-,  et  p,  Q  des  fonctions  linéaires  de  ces  variables.  En 
effectuant  les  calculs,  on  trouve  2A(P2 — .  Q^)  —  4l^PQ5  ce 
qui  est  bien  une  différence  de  carrés,  les  coefficients  de 
P^  et  Q^  étant  de  signes  contraires. 

Gela  posé,  soient  N  le  nombre  des  racines  réelles  de 
f(^x)^=  o  inférieures  à  x,  N'  le  nombre  des  racines  réelles 
inférieures  à  x\  G  le  nombre  des  carrés  positifs  de  V(a:), 
G^le  nombre  des  carrés  positifs  de  Y[x')^   ii  le  nombre 
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des  racines  imaginaires  def{x)  =  o;  on  aura 

N  =--  C  -I-  /,     K'  =  C  +  /. 

Donc  le  nombre  N  —  N'  des  racines  de  f[x)  =  o  comprises 
entre  x  et  x'  est  égal  à  la  différence  des  nombres  de 
carrés  G  et  C  positifs  dans  lesquels  on  j)eut  décomposer 
y{x)etY{x'). 

Reste  à  montrer  comment  on  peut  former  V(x).  En 
appelant  .^o? -^m  ^^27  •••  les  sommes  des  puissances  o,  i, 
2,  .  .  .  des  racines  âej{x)=  o,  on  a,  en  développant  (i), 


VU 


•r-  .Vn.r  —  s. 


-h  2  .?-o  .r,    s.  X 


1.r^.r,\s.x 


Le  discriminant  de  V(x)  est 


'(-)- 


.9i  .r 


^  ti"^         ^n—\ 


ou 


0    .r' 


.r  —  a, 

X  —  a„ 

a,.r— aj 

a.2./:  —  a'2 

a'^'-i.,;_  a'; 

a 

;'-.-- a' 

I             I 

. 

..     I 

ai          ag 

. 

a« 

•^■2  77— 2-^ 


•^  — a;: 


X 


ou,  en  appelant  P  le  deuxième  déterminant,  qui  n'est  autre 
que  le  produit  des  différeilces  des  racines  ai ,  «o,  -  -  -i^n^ 

0(.r)r=(x-  ai)  [x  —  a.^] .  .  ,[x  -  a„)P''; 

(5(x)  sera  donc  identiquement  nul  quand  /(j;)  =  o  aura 
des  racines  égales.  V(:t:),  ce  qui  alors  est  bien  évident,  ne 
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^9' 


sera  pas  la  somme  de  n  carrés,  mais  de  moins  de  n  carrés. 
Le  poljnôme 


s,x  —  ,v. 


^n—  1  -^ 


S,i.T  f>n~\ 


étant  désigné  par  ^[s,  x),  on  peut  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Soient  u  le  nornhre  des  varindons  de 
i|>  (.ç,  x)  et  v'  le  nombre  des  variations  de  ^[s^  x')',  le 
nombre  de  racines  defi^x)  =  o  comprises  entre  x  et  x^ 
sera  la  différence  des  nombres  \^  et  v' * 
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Soit/(x)  une  fonction  entière  du  degré  m,  dans  laquelle 
nous  supposerons  le  coefficient  de  Jc""  égala  i  ;  soit/'(x) 
sa  dérivée.  Divisons  f{x)  par  /'(x);  soient  Çi  le  quotient 
et  —  R^  le  reste.  Divisons/^(x)  par  B.^;  soient  ^2  le  quo- 
tient et  — R2  le  reste,  et  ainsi  de  suite.  On  aura 

(0/=^/'^i-Ri,     /'==Ri72-~R2,      Ri^Ra'Zs-Rs,      ..., 

et  l'on  pourra  ainsi  supposer /'=  Ro,  afin  de  régulariser  la 
notation.  Gela  posé,  on  tire  de  là 

/  Ri 


7~^'~7' 


ou  bien,  en  inversant. 


/  Ri 

'Zi- 


î.-y-      î. ^      ?.- 


R. 


*'-r;' 


:_.:  /' 


on 


et  l'on  développe  ainsi  — ;  en  fraction   continue.  Si  V 

Pi         I      P  P  f        ' 

appelle  —  — .  ^    ,  -1,  . . ..  -^—  _  les  réduites  successives 

de  cette  fraction  continue,  on  a,  comme  Ton  sait  (t.  II, 

L-   —  Algèbre^    III.  j^ 
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p.  i45), 

(2)  j  Q«-t-l—  7«+iQ/î-- Q«--l' 

La  dernière  relation  se  déduit  de  (i).  Nous  nous  servirons 
de  ces  formules  pour  définir  deux  quantités  Pq,  Qo,  en  y 
faisant  72  =  T,  et  nous  aurons  Po  =  o,  Qo  =  i,  en  observant 
queV,='i,Qi  =  q^,P2  =  q2,  Q.2=f=  qiÇ2  —  i'  Gela  posé, 
si  l'on  élimine  Çn+i  entre  les  formules  {2),  on  trouve 

P„^,  R„  -  R„^i P.  --  P.  R,.- 1  -  R«P.-i  == . .  .  ==  P.  Ro  -  Ri  Po, 
Q«-..  R«  -  iWiQ«--  Q.R«-i  -  R.Q«-i=--  • .  ---  QiRo-RiQo, 


c'est-à-dire 

i  P«-mQ..-  Q«-mP«  =  i. 

(3) 

l  P/i+i  R«     R«+iPrt  =^-/  î 

(  Q/i+iR«  —  R«+iQrt=/- 

Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  R,/,  la 
deuxième  par  Q,,,  la  dernière  par  P„,  on  trouve,  en  les 
combinant  convenablement  par  voie  d'addition, 

(4)  R«=:/'Q.-/P«. 
d'où 

Si  l'on  observe  que  Q„  est  de  degré  n,  que  P„  est  de  degré 
n  —  I  et  Rn  de  degré  m  —  n  —  i ,  et  si  l'on  pose 

(5)  Q„z=ûro.+  «i^-t-«2^M-..  .  .-ha„x"-, 

(6)  P„=:  ^0+  b^.x-i-b^a:^-+-..  . -\-  h^_,.T^-\ 
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(8)  4  =  ^-^A-r 


f  X  X 


X" 


^0  5  >^M  -^2,  .  • .  seront  les  sommes  des  puissances  o,  i,  2,  ... 
des  racines  de  l'équation /(x)  =  o,  et  l'équation  (4  bis) 
deviendra 

{^i  -^  -^  -'^  '  •  ■)  i^'o"'-  ^i^  ~h  .  .  .-\-  a,.T-)~{b,-i-  b,x  -l- . ..) 

f 

Le  second  membre  de  cette  équation  peut  être  déve- 
loppé suivant    les   puissances  de  -;  le  premier  terme  est 

X  ^ 

'17Z7^'^^  1'^^  ^§^1^  aloi^s  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  ^' el  de  -  dans    les    deux   membres,  on    a,  entre 

X  '  ' 

autres  formules, 

^0-^0   "'-    ^1-^1    +...-1-     n^Sn    =0      (  coefficient  de -) , 


«0-^1    +    fh-h    -h.  .  .-+-  a,^s,i^i  =  0      (  coeflicient  de  -^  ) , 
1 

Des  n  premières  on  tire  les  rapports  des  quantités  a^, 
a^,  .  .  .,  a^  à  l'une  d'entre  elles,  et,  en  les  portant  dans 
la  dernière  et  dans  (5),  on  trouve 

(9)  Q«=>^«Gr„,       C,„-„-,=:>^A„, 

formules  dans  lesquelles  1,^  désigne  un  coefficient  constant 
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encore  inconnu  et  dans  lesquelles  on  a  posé 


!     .V. 


On 


'n-l       "n 


[c^bis 


A„  = 


•'^■>n- 


^n^l 


Dans  la  dernière  des  formules  (3),  égalons  les  coeffi- 
cients de  x^^,  en  observant  que  dans  Q^  le  coefficient  de 
X"  est  In^n-i,  q^e  dans  Qn+i  il  est  X,/+i  ^/o  que  dans  R„ 
il  est  In^n,  q^ie  dans  Q,/R«+i  il  est  zéro  et  que  dans/  il 
est  I  par  hypothèse;  on  aura 


A„  A- =  I 


ou 


0) 


^/?-4-l  


Or,  en  divisant/(.r)  par/(x),on  trouve  q^—  Qi  -"  T,  —  3i 


ou 


Qi-= 


Sr^X  —    S, 


Gi 


Si  l'on  égale  cette  valeur  de  Q,  à  >i  G ,  on  en  conclut  que  li 
est  égal  à  -^>  et  la  formule  (lo)  donne 


A? 


>ï=^'         ^3 


A    A^ 


On  a  ainsi  l'expression  de  X,,  et  de  Q,i  sous  forme  explicite 
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et  il  faut  observer  que  >^,  h,  .  .  . ,  X,,  sont  essentiellement 
positifs,  en  sorte  qu'à  un  facteur  positif  près  Q,,  =  G„.  Il 
y  a  une  conséquence    importante  à   tirer  de   là;    comme 

Qm~~7M"'  ^"  conclure,  les  polynômes  /'(jr)   et 

f{x)  étant  de  mêmes  degrés  que  P^  et  Q^,  que  f{x)  est 
égal  à  Q^  à  un  facteur  constant  près,  et  l'on  peut  remplacer 
l'équation  /(x)  =  o    par    Q,,  ::=  o.    Mais    les    polynômes 

Qo,  Q( ,   •  '  •,Q_m  ou  Go,  G, , G;,,,  qui  n'en  diffèrent 

que  par  des  facteurs  positifs,  forment  une  suite  de  Sturm. 
En  effet,  la  deuxième  formule  (2)  prouve  que  :  i"  quand 
Q«— o,  Q„_i  et  Q,,^,  sont  de  signes  contraires;  s*"  Q^ 
et  Q„+<  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois,  sans  quoi  on 
aurait  Q,_^  =  o,  Q,_2  =  o,  ...,  Q^  ^  o  ou  Qo=i; 
3°  quand  Q„,  ou/(x)  s'annule,  Q,,_^  est  toujours  de 
même  signe  que  Q^„  ou  toujours  de  signe  contraire  avant 
le  passage  de  Q,„  par  zéro;  cela  résulte  de  (4),  qui  devient, 
pour/(j:)=o, 

et  en  particulier 

R^_,  étant  une  constante;  Q^_^  est  donc,  pour/.--:=  o,  ou 
toujours  de   même  signe   ou  toujours  de   signe'  contraire 
à/  (il  va  sans  dire  que  l'on  suppose  R.._,  >  o,  et,  par  suite, 
/  n'a  pas  de  racines  doubles). 

Corollaire.  —  Si  dans  la  suite  Go,  Gi,  ...,  G„,  on 
suppose  x=.-co  et  x^^,  les  signes  de  ses'  termes 
seront  ceux  des  suites 

Ao,    —Al,    A2,    .  ..,    ±-A,„, 
donc,  pour  quef{x)  =  o  ou  G„,  =  o  ait  toutes  ses  racines 
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réelles  et  inégales,  il  faut  et  il  suffit  que  Ao,  A, ,  . . . ,  A„, 
soient  tous  positifs. 

Ce  théorème  est  dû  à  M.  Borchardt,  qui  l'a  démontré 
par  d'autres  considérations. 

« 

SUR  L'ÉLIMINATION. 

Je  vais  dans  cette  Note  montrer  que  l'on  peut  mettre 
sous  forme  explicite  la  résultante  d'un  nombre  quelconque 
d'équations  algébriques.  Ce  résultat  est  la  généralisation 
de  celui  que  j'ai  fait  connaître  à  la  page  1 28  ;  je  l'ai  obtenu 
pour  la  première  fois  en  1893.  La  démonstration  que  l'on 
va  lire  est  le  développement  de  celle  que  j'ai  donnée  dans 
les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;  elle  repose 
sur  une  généralisation  de  la  formule  de  Lagrange  que  je 
vais  d'abord  faire  connaître. 

I.  _  Formule  de  Lagrange  généralisée. 

Posons,  en  appelant  x,,  ^2,  •  •  • ,  ^n  des  variables  quel-- 
conques  et  F  une  fonction  entière  de  :r,,  . . .  ,  Xn-, 

f{Xi)  ^  (a?!—  aii)(:Pi—  «12)  •  •  •  i^n—<^\,m^), 

a/j,  a/2,  a/3  désignant  des  quantités  distinctes,  et 

/,  (  Xi  )/2  (  X,^).,.fni,pen) 


La  fonction  ?,y...A  sera  nulle  pour  les  valeurs  des  x  annu- 
lant les/,  excepté  pour  x^  =  a,/,  ^2=  ^o/,  .  •  .  ,  valeurs 
pour  lesquelles  elle  se  réduira  à  l'unité;  donc  on  a 

/   F(a7i,  X2,  .  ..,  Xn) 
(0        '  V>    /i  (  -3^1  )/2  (  ^-2  )  •  .  •  fti  (Xn)^{  ^L^y[^  ^^''1-  ^ 

{         ■""  2d  (xx—Oiu)-  .  .  (  ^«  —  ^nk  )f'Mu)---  fn  i"^"'') 


NOTES. 


pour  toutes  les  valeurs  des  ^  annulant  les/.  En  particu- 
lier, si  F  est  de  degré  m^  —  i  par  rapport  k  x^,  .  .  . ,  de 
degré  m^  —  i  par  rapport  à  ^2,  •  .  • ,  la  formule  (i)  sera 
une  identité. 

Il  j  a  plus  :  divisons  F  par/ ,  soient  Q^  le  quotient,  R, 
le  reste,  divisons  R^  par  Z^,  soient  Q2  le  quotient,  R^  le 
reste,  etc.,  on  aura 

F-/1Q1-1-R,    Ri  =  /.Q24-R2,     ...,    R«-i-/„Q«+R„, 

et  par  suite 

F=/iQi  +  /2Q2+...+AQ„-^R„, 

et  R„  sera  de  degré  w<  —  i  en  ^< ,  .  .  . ,  du  degré  m^ i 

en  ^2,  ...  ;  de  plus,  R„  étant  égal  à  F  quand  les/sont  nuls, 


on  aura 


(  F--/,QiH-/2Q2  +  ...  +  /,Q, 

II.  —  Préliminaires. 

Je  vais  démontrer  que,  étant  données  n  équations  algé- 
briques 
(i)  /i^o,    /2-=o,     ...,    fn^o, 

où  A ,  /a,  '  .  .^  fn  désignent-  des  polynômes  enx^,X2^  . . . , 
Xn  des  degrés  /?2i ,  W2,  .  . . ,  /7z„  : 

i*'  //  est  possible  de  mettre  leurs  résultantes 

(2)  Gi(a7i)  =  o,     02(^-2; -=o,     ...,     G„(^„)  =  o 

sous  la  forme  de  déterminants  symétriques  égaux  à 
zéro,  et  d'écrire  effectivement,  sans  calculs  préalables, 
les  quantités  G, ,  G2,  .  -  .  ; 

2°  Les  polynômes  G,,   G2,    ...,   G„  sont  de  degrés 
lK=z  nii  m-i  .  .  .  m^; 


r-' 
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3"  Les  polynômes  G,,  Go,  .  .  .  sont  de  Informe 


1  Gi  =  Xii/i -1- X12/2  •••-+- ^i«/rt> 

.  -.  '    G2  =  X21/1  -T-  A22/2  .  .  .-T-  ^in/fii 


les  "kij  désignant  des  polynômes  entiers  de  degré  p.  —  m/  ; 
4°   Les  équations  {{)  ont  ordinairement  a  solutions. 

Ces  théorèmes  sont  surabondamment  démontrés  pour 
le  cas  où  72  =  2  ;  j'admets  qu'ils  sont  vrais  pour  le  cas  de/i 
équations  ;  je  vais  démontrer  qu'ils  ont  encore  lieu  dans  le 
cas  où  l'on  considère  n  -H  i  équations 

'^1,  Oo,  ...,  ^«+t  désigneront  alors  des  polynômes  de 
degrés  m,,  m^-,  .  .  . ,  7>2//+),  en  ^, ,  ^o?  •  •  •  >  ^«+n  je  sup- 
poserai que  nin^^  est  au  plus  égal  au  plus  grand  des 
nombres  /?i<,  m^^  mn'  Les  théorèmes  seront  alors  démon- 
trés. 

Puisque  nos  théorèmes  sont  admis  pour  n  équations,  je 
choisis  les  équations  (i)  de  telle  sorte  que  Ton  en  con- 
naisse a  priori  les  solutions,  et  que  ces  solutions 

'^iil        ^215         •••>         ^«1> 


^Ui.j      <'f2(X>       •  •  •  5      ^n\i 


soient  distinctes  (on   pourra,  par  exemple,  prendre  les  / 
égaux  à  des  produits  de  facteurs  linéaires). 

Différentions  les  équations  (3),  nous  obtenons  n^  équa- 
tions de  la  forme 


àln  f    ,  àXir,  f        .      àf,  .  -^      àfn  _\     o  si  i^j 


NOTES. 

et  si  l'on  donne  aux  x  des  valeurs  annulant  les  ^ 

axj  dxj       \Gj  SI  i  =  j 

Si  l'on  pose 


4/1   ¥2  ^/« 


— _  =  D(^i,  ra,  ...,a7„) 


D/rr.  D(a,,-,  «20   ..  .,  «/a), 
A  =  2  dz  Xii  X22  .  . .  X„,j, 
A;-==  A(ai/,  asi,  .  .  .,  a„/), 

les  {i.n2  équations  analogues  à  (5)  montrent  que 

(6)  A,-D/  =  g;  (au)G;(a2,j.  .  .  G;(a;„-)  -  H  G;-  (ay^); 

la  fonction  A  est  d'ailleurs  de  degré  ai  p.  —  ^^  m^;  si  alors 

1 
on  applique  la  formule  de  Lagrange  à  la  fonction  FA  où  F 
désigne  un  polynôme  entier,  on  aura 

^  F  __  jy  _,_  V"      GiGg. .  .G,,  A/ F  (ai,-,  gg,-,  .. .) 

w  désignant  une  somme  de  multiples  de  G, ,  G2,  ...  ou,  en 
vertu  de  (6), 

AF  =.  o)  +  V  GiG.    ..G.F(«,,,  g,,,  ...) 


ou 


^1—  «1/)..  .(^«— a„,-)D,-  ' 


AF  — w  ^  F(ai/,  aan  ...) 


GiG2...G,i       ^  (a?!  — aij)(a:; 


2  — «21)...  D,- 
Si  1  on  égale  les  coefficients  de dans  les  deux 

Xi  X^  .  .  .  X ,1 

membres  après  les  avoir  développés  suivant  les  puissances 
^^  ^  '  "-'  •  •  •'  — '  on  voit  que  le  coefficient  de î 

'^1      ^2  OCn  *  XyX^  .  .  .  Xji 

dans 

AF 

Gi  G2 . . .  Gra 

i3* 
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est   la    fonction    symétrique  ^  ^     Ur    A 

n 

étant  de   degré   /ijjl— ^m;^,  si  F  est  de  degré  moindre 

1 

que  VmA    -  '',  c'est-à-dire  de  degré  inférieur  à  celui  de  D, 


on  aura 


F(ai/,    «2/,    '-'j^nj)   _^ 


Ce  théorème  est  de  Jacobi. 

III.  ~  Formation  de  la  résultante. 
Posons  maintenant 

,  \  9y=^  oj{ocu>  cc^i,  ...,  ^.îi) 

les  'f'jf^  seront,  si  l'on  veut,  des  polynômes  entiers  en  x,, 
^2,  •  .  •  7  a,/,  7-20  ...  du  degré  nij  —  i;  cette  formule  n'est 
au  fond  que  la  formule  de  Taylor  où  les  termes  ont  été 
convenablement  groupés.  Nous  supposerons  (mais  seule- 
ment pour  plus  d'élégance  dans  les  résultats)  que  les  cpy;^ 
ne  changent  pas  quand  on  changer,  en  a</,  œ^  en  a2o  ... 
à  la  fois  et  vice  versa. 

[Cette  hypothèse  peut  être  justifiée  en  observant  que,  si 
l'on  permute  Xi  et  a,/,  x.  et  0L2h la  formule  (7)  devient 

(  8  )  'fy  (  «lo  «2/,    .  .  .  )  =  cpy  -+-  (  <xu     -  Xi  )  ^'ji  -^  .  .  .  . 

i};^-^  désignant  ce  que  devient  cp^^  après  la  permutation. 

En  retranchant  (8)  de  (7)  et  en  divisant  par  (2),   on 
trouve 

9j  ^  ?y(au-,  a2/,  . .  .)  -4-  \(xi  -  ^m)(o'ji  4-  <l^j ,)-+-..  . 

et  les  fonctions  ^(cpj-;i  4-  ^/a)  remplissent  bien  la  condition 
que  nous  avons  supposée.] 


Posons  alors 


NOTES. 

j        ?! 
T2 


20  3 


?2  1 


T2« 


T«+l,« 


•  .    ««/  ), 


les  fonctions  8,  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

i''  9,  ne  change  pas  quand  on  remplace  la  première 
colonne  par  ^^,(a^/,a2,,  •  •  •).  ?2(au,  ag,,  .  .  .),  .  .  .  et  cela 
en  vertu  des  relations  (7). 

n 

2«  e  est  de  degré  ^rrik— n   en   a<,-,  as,-,   ...,  et,    par 
1 
suite,  en  x,,  ^2j   •  •  •  ?  ^/i- 
3"  On  a 


«2 
D2 


■+•••+  ï)-  =  ^1  ?i  +•••  +  e«+i  ?«-+-! 


£,  désignant  une  quantité  indépendante  de  x^ ,  ^2,  •  •  • ,  ^w 
En  effet,  les  coefficients  des  termes  qui  contiennent  les  x 
dans  le  coefficient  de  ©,  sont  des  polynômes  en  ai/,  a^/,  .  .  . 

n 

de  degré  inférieur  à  ^m^  — /i;  le  coefficient  de  ^f^f  .  .  . 

1 
dans  £/  est  donc  une  fonction  symétrique  nulle,  en  vertu 
du  théorème  de  Jacobi. 

Cela  posé,  considérons  le  déterminant  symétrique 

I      611  Ô12  ...  6,j,     : 

^21     622     ...     62^1,  ! 


>!        '^!J.2         •  .  .        6(JL{X     1 

Le  produit  %k^k^,..\^  est  nul  pour  a^^^a^a,  pour 
«4  1=- a,  3,  ....  pour  a<<  — a<jj,:  donc  il  est  divisible  par 
G^(aH);    on    verrait    de    même   qu'il  l'est  par    tous    les 
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G^(a/y)  ;  par  suile  il  l'est  par  leur  produit  :  donc 
6Ai  A2  .  .  .  A{x 

ou,  en  vertu  de  (6),  j^-^ ^  est  un  poljuôme  entier  par 

rapport  aux'a/y  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 


I   en      021 


0{J.l        0(J,2 

d7  ir. 


©  étant  de  degré  [A(2m  —  n)  au  plus,  par  rapport  aux.  a^y. 
Le  déterminant  précédent  est  donc  au  plus  de  degré 


lx{Lm—  n)  -ixl^m       /i  j  r .  jjl 


rrin+ù 


or  on  démontrerait,  comme  on  l'a  fait  pour  0,  que  s'il 
n'est  pas  indépendant  des  a/y,  il  est  encore  divisible  par 
D^T>2'  '  '  Djj,,  ce  qui  ne  peut  pas  être,  son  degré  étant  in- 


?  on 


férieur  à  celui  de  D,  Do  .  .  .  D„.  Pour  évaluer  — — - 

Ui . . .  Ujx 

peut  donc  supposer  les  fonctions/ quelconques,  les  faire 
coïncider,  par  exemple,  avec  cp,,  cp2,  .  .  . ,  cp,/ ;  mais  alors  > 


9«-l-l(«ly»  «27»    ■  '  •  ,  <^nj) 


'fil     fis 

V2I       ?2  2 


?'.« 
?'». 


le  déterminant  est  nul  quand  i  <y,  en  vertu  de  (^7),  et  pour 
i  =y  il  se  réduit  au  déterminant 


ou  actuellement  à  D/,  puisque  les /sont  identiques  aux  o. 


NOTES.  ,  2o5 

On  a  donc,  dans  l'hypothèse  actuelle, 

e-  ±DiD2...D„JJo„^,(a,,.,  «2/,  ...,  ani); 

i 

donc  on  a,  identiquement,  en  général, 

e  =  ±:£D,D2...D„ncp„^,(au-,  «2/,   ....  a«/); 

or  D^D2  .  .  .  ne  dépend  pas  de  la  forme  des  fonctions  cp, 
e  en  dépend  à  la  rigueur,  mais  seulement  par  les  termes  du 
degré  le  plus  élevé;  il  ne  contient  pas  a^n+i .  Donc  0  =  o 
est  la  résultante  des  équations  (4). 

IV.     -  Propriétés  de  la  résultante. 
Il  reste  à  prouver  que  la  résultante  est  de  la  forme 

qu'elle  est  de  degré  (Am,,+  ,,  et  que  le  système  (4)  a 
l^/^rt+i  solutions. 

Pour  établir  le  premier  point,  nous  renverrons  au  §  V; 
nous  observerons  ensuite  que,  si  l'on  pose 

(  Qi  =  6,1^1  4-612^2  ...+  ej„^,„ 
(9)  "., 

en  général  \i  sera  nul  pour  x,  ^  a^y,  x.  ^--  ci^j,  .  .  . ,  si  i  >/ 
et  égal  à  i  dans  le  cas  où  i  ^-^  j ',  pour  s'en  convaincre,  il 
suffit  de  faire  x,z^  cl,,,  x^=:  ol.,,   ...  ;  on  a  alors 

ÔM-0„^.-.-  612^2..., 
021  =  0,,^,-.    822$2...- 


équations  satisfaites  pour  ?,  —  1 ,  ^2  =  0,  .  .  . ,  Ç^  =  o.  Si 
l'on  forme  la  fonction  ?,  +  Ç^  + .  .  .  +  H,„  il  arrivera  parfois 
qu'elle  sera  constante,  et  par  suite 
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De  cette  formule  et  de  (9),  on  tire 


V  ^H-i 


ou 


e  ^  Al 6,-^   Asô, . .  .^^  Xi^i-    X2ÇP2  +  . .  .-i-X«4-i?«+i, 

Ali,  Ao,    ■  .  .  désignant  des  constantes  et  X<,  )v2,   ...   des 
polynômes  entiers  en  JC^,  x^.  .  .  . .  ^«. 

Pour  évaluer  le  degré  de  0,  nous  donnerons  au  coeffi- 
cient de  x^x?^.  .  .  x'^^  dans  cp,  l'indice  mi—  p  —  q  .  .  .  —  s, 
il  sera  de  ce  degré  en  Xnj^i-  Si  l'on  assimile  les  indices  à 
des  exposants,  0/y  sera  par  rapport  aux  indices  des  cp  et 
aux  lettres  a/y  de  degré  S  m     -  /i  ;  0  lui-même  sera  de  degré 

n 

et  g-g-^— ^  sera  de  degré  |x[Sw  — n]     -  [AJ^^m/f    ^^J, 

n 

c'est-à-dire  de  degré  \kllm       [x^m^  ou  [J-m^^.,.  C'est  le 

1 
degré  de  la  résultante  en  Xn^\' 

Il  reste  à  montrer  que  les  équations  (4)  ont  bien  \i.m,i^i 
solutions,  au  moins  dans  le  cas  général;  on  voit  bien  que,  la 
résultante  étant  de  degré  [xm^^.,,  il  y  ama  au  moins  [x/n/i+, 
solutions,  mais  on  ne  voit  pas  qu'il  n'y  en  aura  pas  plus, 
Or,  si,  pour  une  valeur  de  Xn+i  tirée  de  la  résultante,  il 
pouvait  y  avoir  plus  d'un  système  de  valeurs  de  x, ,  ^2,  •  •  • , 
les  équations  (9)  seraient  satisfaites  pour  plusieurs  valeurs 
des  5,  les  premiers  membres  étant  nuls;  alors  0  et  ses 
mineurs  seraient  nuls  :  on  aurait 
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et  0  =  o  aurait  une  racine  double,  ce  qui  n'aura  pas  lieu 
en  général;  d'ailleurs,  0  =  0  aurait  alors  moins  de  ^m^j^i 
solutions  et  on  rentrerait  dans  le  cas  général. 

D'ailleurs  une  solution  quelconque  sera  déterminée  par 
la  formule  (théorème  de  Jacobi) 

Y.  —  Corollaire. 

Pour  terminer,  je  démontrerai  un  théorème  important, 
souvent  admis  sans  démonstration,  ce  qui  est  d'autant  plus 
fâcheux  qu'il  n'est  pas  vrai  sans  restrictions. 

Reprenons  les  fonctions  cp,,  cpo,  ...,  cp„  et  supposons 
que  les  équations 

*I0)  Cpi  ==  G,       Cp2  =3  O,        ...,       Cp„  =  0 

admettent   les    p.   solutions    finies    et   distinctes    en    x^^ 

«11,      agi,      ...,      a„i  ; 

«iji,     a2(X)      •  •  •  ?     '^ny. 

(c'est  supposer  les  o  identiques  aux/),  ^  étant  toujours 
égal  à  7n^ ,  m2,  •  .  . ,  m,i.  Si  nous  posons 


rsi 


?'i 


:  D/, 


?«1       ?/z2        •••       ?«; 

7ÎT/ s'annulera  en  vertu  de  (7),  pour  toutes  les  valeurs  des  ^ 
annulant  les  cp,  excepté  pour  ^,  =  a,/,  X2  =  ao/,  .  .  . ,  et 
pour  ^4  =  a,/,  X2  =  aoi,  .  .  . ,  on  aura  ^1=1.  En  outre,  on 
aura 

(Jl)  THi  -I-  TÎT2  -h.  .  .  +  TiTjj|,  =  I, 

car  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à  i  pour 
les  valeurs  des  x  qui  annulent  les  cp  et  est  indépendant 
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des  x^  en  vertu  du  théorème  démonlré  §  II.  Soit  alors  cp;j^ 
une  fonction  entière  quelconque  des  x^ 


s'annulera  avec  les  cp  et  l'on  aura 


.       91 1 


d'où  l'on  conclut 

0  désignant  une  expression  de  la  forme 
Ai,  As,  .  .  . ,  A„ 


?M+l,re 


ou 


sont  des  polynômes  entiers;  nous  désignerons  par  Q',Q'', . . . 
des  expressions  de  même  forme.  Si  dans  (12)  on  fait 
i  =  I,  2,  3,  .  .  . ,  [JL  et  si  l'on  ajoute  en  tenant  compte  de(i  i), 
on  a 

cp„^_l=  9rt4-i(ai,,  a22,  •  ..)nji-t-.  .  . -l-  cp„4-i(ajxi,  aj^a,  ...)+  û', 
en  sorte  que,  si  ^n^\  s  annule  avec  les  cp,  on  aura 

?«+!  =  Û" 

ow^  5/  l^on  veut, 

^n-\-\  =  Xicpi-+-  Xjcpa  -+-•  •  •+  X;icp„, 

Xi,  X2,  ...  désignant  des  polynômes  entiers  en  Xi,  X2^  Xn- 
C'est  le  théorème  que  nous  voulions  établir  ;  il  suppose  les 
solutions  a^y  au  nombre  de  jjl  distinctes  et  finies. 
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PRÉFACE 


Les  Traités  d'Algèbre  supérieure  contiennent  la 
théorie  des  fonctions  algébriques  inverses  et  des 
substitutions,  ou  la  théorie  des  transformations  que 
Ton  peut  faire  subir  aux  fonctions  entières,  sans  en 
altérer  certaines  propriétés  essentielles.  Aucune  de 
ces  théories  ne  sera  abordée  dans  ce  petit  opuscule 
dont  le  but,  très  modeste,  est  de  compléter  l'Algèbre 
élémentaire  enseignée  officiellement,  en  étudiant  les 
propriétés  fondamentales  des  polynômes  à  plusieurs 
variables,  et  en  essayant  de  généraliser  les  propriétés 
connues  des  polynômes  à  une  variable. 

On  y  trouvera  une  théorie  complète  de  l'élimina- 
tion et  des  fonctions  symétriques,  fondée  entière- 
ment sur  un  théorème  de  Jacobi,  qui  a  déjà  rendu 
des  services  dans  l'analyse  des  fonctions  abéliennes, 
et  qui  est  appelé  à  en  rendre  encore  beaucoup 
d'autres. 

Je  crois  avoir  considérablement  simplifié  la  théorie 
de  l'élimination,  assez,  je  pense,  pour  la  mettre  à  la 
portée  de  toutes  les  personnes  qui  ont  suivi  un  cours 
de  Mathématiques  spéciales. 


OF  rrrv. 
TJNIVERSITY  ji 
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D'ALGÈBRE. 


QUATRIÈME  PARTIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

LE    THÉORÈME    DE    JACOBI. 


I.  -  PRELIMINAIRES. 

Éliminer  Xi^  x.,  . .  . ,  x^  entre  n  +  i  équations,  ce  sera, 
pour  nous,  trouver  la  condition  nécessaiie  et  suffisante 
pour  qu'elles  aient  au  moins  une  solution  commune.  Cette 
condition  est  la  résultante.  Si  ^q{x^^  x.,,  .  .  . ,  x,i)  =^  o, 
cp<  =  o,  .  .  . ,  On  =  o  sont  ces  équations,  la  résultante  sera 
évidemment  l'équation 

HcpoC^f/i,  a/2, oii,i)  =  o. 

dans  laquelle  a/,,  ct/^,   •  .  .,  a/,,  sera    une    quelconque    des 
solutions  des  équations  cpi  =:  o,  cs^  =  o,   .  .  . ,  C2//  =.  o. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  j'admettrai  que  :  i»  /i  équa- 
tions algébriques  des  degrés  /?z,,  m.,^  ...,  nin  en  x^, 
X2,   .  .  ■ ,  ^«  ont  m,  m.2.  .  .  nia  solutions  ;    2""  qu'elles  ont 

L.  —  Alghbrc,  IV.  1 
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«ne  résultante  du  degré  m,  m.  .  .  .  m,t,  quand  on  élimine 
jj  _  I  quelconques  des  variables;  3°  que  la  résultante 
est  de  la  forme 

ÀiCpi  -f-  X2O2  -^-  •  -"^  X,iCp„  =  o, 

où  A,,  )w,  •  •  -7  ^/  désignent  des  polynômes  entiers. 

Je  montrerai  qu'en  admettant  ces  hypothèses  elles  per- 
mettent d'établir  que  n  -h  i  équations  des  degrés  /??o,  nii, 
m,,  .  .  .,  nin  à  /z  -I-  1  variables  ont  nionii  .  .  .  m„  solu- 
tions ;  que  leurs  résultantes  sont  de  degré  mo^,  .  .  .  nin 
el  sont  de  la  forme 

50,  'j,,  ...  désignant  les  premiers  membres  des  équations 
êt).o,  ^M,  *  •  •  des  polynômes  entiers.  Gomme  nos  hypo- 
thèses sont  réalisées  pour/z  =  i,  /i  =  2,  elles  se  trouve- 
ront pleinement  justifiées. 

Avant  d'aborder  la  démonstration  de  ce  théorème,  je 
crois  devoir  dire  ce  que  j'ealends  par  équations  qui  ad- 
mettent des  solutions  distinctes  et  normales.  Supposons 
que 

cpi   =  o,  ^2  =  0?  •  •  -5  ?«  =  ^ 

soient  satisfaites.  Pour  ^,  =  «,,  .r^  =  a.y,  .  .  . ,  on  a 

^ii^l,  ^2j   •  •  •  )  =  ?K<^1'  ^2»   •  •  •  ) 

Si  ces  équations  admettent  une  autre  solution  «1  +  A(, 
(Il  -^  lu,  .  .  . ,  en  remplaçant  x^,  x.^  ...  par  ces  valeurs, 
on  aura 


/il  — ' f^2-f ■-•••-  fin  - — 


x,,  ao,  .  .  .,  y-n  désignant  des  quantités  comprises  entre  «, 
et  «,-4-A,,a2   et   a. -\- lu, On   conclut   de    cette 
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équation  et  de  ses  analogues 

et,  SI  A,,  Ao,   .  .  .  tendent  vers  zéro, 

à(^i,  cp2,   •  .  ..  On)  _ 

Dès  lors,  nous  dirons  que  les  équations  cp,,  '^^,  ..., 
'f,i  ont  leurs  solutions  distinctes  et  normales,  si  le  déter- 
minant 

à(a;i,x.2,  ...,Xn) 

ne  s'annule  pas  avec  les  '^.  Hâtons-nous  de  dire  que  ce 
déterminant  peut  être  nul,  sans  pour  cela  qu'il  y  ait  de 
solutions  confondues;  néanmoins,  supposer  les  solutions 
distinctes  et  normales,  ce  sera  supposer  ce  déterminant 
différent  de  zéro. 

IL  —  THÉORÈME  DE  JACOBI. 

Soient/,  ,/o,  .  .  . , /^  des  polynômes  entiers  en  ^,, 
^2,  .  .  .,  x„,  des  degrés  m,,  w,,  .  .  .,  ni,,  respectivement 
et  choisis  de  telle  sorte  que  les  équations 

(0  /i  =  o,         f,  =  o,  ...,         /,,  =  o 

aient  leurs  nit  lyi.  .  .  .  m,,  =  |x  solutions 
«11  j     ^-21,      ...,     a„i, 

=^12,        «22,         ...,        a,,2, 

«i|j-5     «2(x,      ...,     a.jj;, 

finies,   distinctes  et  normales.   Soient  X/y  des  polynômes 
multiplicateurs  tels  que 

[    ^llÇl    H-  Ai2?2   -^...-hXi„Cp„    =   Fi(^i), 

^^)         : , 
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F^  ¥2,  .  •  . ,  Frt  désignant  des  polynômes  de  degré  [i.,  dans 
lesquels  nous  sup])Oserons  les  eoefficients  de  j-'"',  x'!J',  ... 
égaux  à  l'unilé.  Soit 

A  ==  ^  —  A  1 1 ,  A 22  j   '  •  •  '  ^^ n /i  ^ 

h.  sera  nul  pour  toutes  les  valeurs  des  x  annulant  les 
V  sans  annuler  les  f,  et,  si  Ton  désigne  par  A,  la  valeur 
de  A  pour  x^  =  a,/,  x.  =  ao/,  .  .  . ,  en  général  A/  sera  dif- 
férent de  zéro. 

Si  Ton  dilTérentie  les  équations  ('.i),  on  trouve  des  rela- 
tions de  la  forme 

dxj  ^^  àxj    '  f  __  ^         0         SI     /^X-, 

c)cDi  ,    .       do„  (         (   V'j{Tj)     si    ./  =  /•, 

en  sorte  que,  si  l'on  fait  x^  =  a,/,  x-^  =  a^,-,  ....  on  aura 

^-'^  ^^'^T^r----'"'^        I  o  si    jlk 

Si  l'on  pose  alors 

t)(?i,  9-?^  •  -  •  -_?^  _  Y) 

à  {Xi,  X<i,    .  .  .,Xn) 

et  si  Ton  appelle  ])/  la  valeur  de  ])  pour  x^  =  a,/, 
.r.2  =  a^/,  .  .  . ,  la  formule  (3)  montre  que  l'on  aura 

(4)  A,-D/=F',  (ai,-)  F'oCa,,-)  ...  F;,(a,„-). 

Soit  maintenant  G{x^,  x.,  .  .  .,  x,,)  uh  polynôme  quel- 
conque ;  divisons  G  par  F,.  Soient  Q,  le  quotient,  (i,  le 
reste;  divisons  G,  par  ¥..  Soient  Q.  le  quotient,  G.  le 
reste,  et  ainsi  de  suite;  nous  aurons 

(a)  G  =  Q,  F,  -r  Q2F2  -f-. . .+  Qnl\,  ^-  G,,, 

et  G,i  sera  de  degré  [J- —  i  au  plus  en  Xi,  de  degré  p.  —  i 
au  plus  en  X2,  ....  I^a  formule  d'interpolation  de  Lagrange 
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donnera 

^  xi—  ai/  F'i(ai/) 

puis 


^     _  y  y* £_l_^2 ^ni^ih  «27,-^3,   • 

i      j 
et  finalement 


Zd,    (^-1  —  au-)(-^2  — «27-;  •  •  .    F;(aij)F'2(a2y;  ... 


n  F  G„(ai,-,  «ay,  «sa-,  •  •  •  ) 

mais;  en  vertu  de  (a), 

G  (ai,-,  a2/,  .  .  .^ 
est  égal  à 

G«(ai/,  «ai,  .  .  .j 

et  cette  formule  («)  pourra  s'écrire 

G  =  QiFiH-Q2F94-...^Q„F2 


(3)  I    y  HF G(àu-,  «27,  •••) 

^  (371— ai,-)(a;-2— aayj...    F;  (a^-)  F'g  (aa/) .  .  . 

Si    G    est   de   degré  inférieur   à    tji   les    termes   Q|F,, 
QoFo,   .  .  .  disparaîtront. 

Maintenant  si,  dans  la  formule  (5),  nous  faisons 

G  =  A'K;27i,5-2,   .  ..  Xn). 

'\i  désignant  un  polynôme   entier,  on  aura,  en  vertu  de  la 
première  propriété  de  la  fonction  A, 

AJ;=QiFi+Q2F2-f-...--Q„F„ 

_^y  . "F  .V,^(ai,,  aa/,...) 

Zd  (a?!— ai,j^X2— ao,-j...    F;(ai,)F'2(a2/)... 
< 

et,  en  vertu  de  (4), 

A<]^-QiFi  +  ...4-Q„F„ 

'     -^   (-2^1—  ^li)(^-2-   ^2,-)...  1)/ 
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on  en  tire 


Il  F  n  F 


^  i^'i  —  ai,-)  (.r,  —  a.2/  )  .  .  •  D,- 


Le  deuxième  et  le  premier  membre  sont  développables  en 
série  procédant  suivant  les  puissances  de  ^7',  x~-,  ...  et 
leurs  produits,  et  l'identification  montre  que  le  coeffi- 
cient de  ' dans  ^  est  égal  à  V  ii^^lii^'-i^ . 

Si  donc  A6  est  de  degré  inférieur  à  n  u.  —  /?,  il  n'j  aura 

pas  de  termes  en  dans  ^, ,  cl  Ton  aura 

*  xix.i...x,i  II  h 

Soit  0  le  degré  de  4^,  celui  de  A  est 

31  (  |ji  —  m)  =  Ji  a  —  il /;? . 

Pour  que  la  formule  (6)  ait  lieu,  il  suffit  donc  que 

ù  -\-  nix  —  S  /??  <  n  [i.  —  /2 
ou  que 

c  <  2:1/??  —  /i. 

Or  S/??  —  n  est  le  degré  de  D  ;  donc  la  formule  (6)  aura 
lieu  si  le  degré  de  à  est  moindre  que  celui  de  D. 
C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de  Jacobi. 

III.  —   ÉTUDE  DES  FONCTIONS  INTERPOLAIRES. 

On  peut  toujours  poser 

y^y  désignant  un  polynôme  entier  en  ^<,  ûC2,  ♦..,  ^«1 
a,/,  Xoi,  .  .  .,  y.,ii^  qui  ne  change  pas  quand  on  permute  à 
la  fois  Xi  et  a,/,  CC2  et  0.21,  ....  En  effet,  on  peut  d'une 
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infinité  de  manières  poser 

^-fkixux^,  ...,^„)— /(ai,-,  «2/,  ..  .,  a,,/), 

g\i  g-ii  •  •  -5  gn  désignant  des  polynômes  entiers  et  Xi. 
Xn^  ...,  x,i^  a,,  ao,  ,..,  y^n-  Si  dans  cette  formule  on 
change  x  en  a,/  et  f /ce  versa,  x^  en  ao/  et  i;/ce  versa,  etc.. 
on  trouve 

g\,  ^2?  •  •  •  ne  différant  de  g',,  ^2)  •  •  •  que  par  la  per- 
mutation simultanée  de  x^  et  a,;,  .  .  . ,  on  en  conclut 


(:ri  — a,,-) 


^1 


(^'rt  '^z?/) 


^«  -^  .^n 


=:/A.(^l,a?2,    ...j— /A(ai/,  «2/,    .••), 

et  il  est  clair  que     ■'  ^     ■'  jouira  de  la  propriété  que  nous 

avons  attribuée  à  //y  . 
Posons  alors 

./il       / 1  2 


(8) 


b  = 


J%\    J'i'. 


Jnl      Jn: 


J  II  n 


:r),. 


Les  fonctions  \i  seront  ce  que  nous  appellerons  les 
fonctions  interpolaires  relatives  au  système  f^^f2-,...^ 
f,i^  pour  une  raison  que  l'on  comprendra  un  peu  plus 
loin  : 

i"  t,i  ne  chan ge pas  quand  on  permute  à  la  fois  Xt 
et  a,,,  x-2  et  a^/,  ...  au  numérateur. 

a"  \i  s'annule  pour  toutes  les  valeurs  des  x  qui  annu- 
lent les  /,  excepté  pour  x^  =  a,/,  x-y  =  a2/,  ....  valeurs 
pour  lesquelles  il  se  réduit  à  l'unité. 
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En  effer,  en  vertu  de  (7),  la  formule  (8)  pourra  s'écrire 

I  /i  fU    • . .  //.  I 


h{^\  —  ^u) 


:  D,. 


Jn     j  II 


J  lin 


Le  second  membre  est  donc  nul  avec  les/;  donc  \i  est  nul 
avec  les  /*,   excepté  pour   j:*,  =  a,/,  ^r^  =:  a^/,  ...  ;  mais, 

dans  ce  cas,  f/fj=  -y-^  '  et  Ç^  égal  à  un. 

3"  //  n  existe  pas  de  relation  linéaire  et  homogène 
à  coefficients  constants  entre  Ç<,  \-2,  . . .,  \^. 
Car,  s'il  pouvait  exister  une  semblable  relation 

on  en  déduirait  pour  x^  =  '^\i,  x^  =  ^-^z?  •  •  • 


4^  On  a 


(0) 


^.-...+  ^a  =  I. 


En  efïet,  en  vertu   du  théorème  de  Jacobi,   l'expression 
S$  ou 

J  \  \     J  ï  2      •  •  •     J  m 


Jn  1      J  II  2       •  •  •      Jnn 


:D, 


se  décompose  en  termes  dont  les  coefficients  sont  nuls,  à 
l'exception  du  terme  indépendant  des  x,  qui  est  de  même 
degré  que  D,  par  rapport  aux  a/y  ;  SÇ  est  donc  indépen- 
dant des  x^  et,  pour  avoir  sa  valeur,  il  suffit  par  exen)ple 
de  faire  jr,  =  a, , ,  ^2  =  ^Coj ,  ...  pour  voir  qu'il  se  réduit 
à  un. 

5''   Si  l'on  désigne  par  /o  une  /onction  entière  de  X\ , 
x^-,  . .  .,  x,i^  on  pourra  toujours  la  mettre  sous  la  forme 


<  G)        /o=  Xl/l-H  >^2/2  +  -  •  .+  >^////i+/01^1  -^/02^2  +  .  •  --^/otxÇtX, 
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X,,  1.2,  '  '  •  désignant  des  polynômes  entiers^  et  /qï  dé- 
signant, pour  abréger,  /«(^h/,  ao/,  . . .). 

6""  Si  /o  est  de  degré  inférieur  au  plus  petit   des 
nombres  ni,  on  aura  seulement 

ce  qui  justifie  le  nom  de  fonctions  interpolaires  donné 
aux  ?,  et  si  /q  s'annule  en  même  temps  que  les  /,  on 
aura 


En  effet,  on  a 


/o  —  /o/     /ol 

/l    //l 


o, 


car,  en  multipliant  la  deuxième  colonne  par  x^  —  a^j,  la 
troisième  par  X2.  —  ao/,  ...  et  en  les  retranchant  de  la  pre- 
mière, celle-ci  se  trouve  composée  de  zéros  ;  on  en  conclut, 
en  divisant  par  D^, 

)v,,  Xo)  '  ■  '  désignant  des  polvnomes  entiers.  Si  dans  cette 
formule  on  fait  «  =  i,  2,  . . .,  [Ji  et  si  l'on  ajoute  en  tenant 
compte  de  la  relation  (9),  on  a 


/o=/oi  Çl 


4- /ojxç^H.-^Pi/i --...+  ?«  A. 


P,,  Po,  ...,  P,i  sont  évidemment  des  polvnomes  entiers, 
et  il  est  important  d'évaluer  leurs  degrés. 
Pi  est  de  la  forme 


/.'■, 


•  J  on 

•  J  iti 


:D,  =  P,. 


/i: 


J  lin 
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Le  déterminant  placé  sous  le  signe  S  est,  en  appelant /??o  le 
degré  de/o  par  rapport  à  a,/,  a^/,  . . .  ou  à  ^,,  ^o?  •  •  •, 

Le  coefficient  d'un  terme  en  ^,,  x^^  ...,  j:„  de  degré 
V  —  Jl  dans  P,  est  de  degré  li  en  a,/,  ag/,  ....  Si  donc 
h^'Zm  —  /i  —  I,  ce  terme  sera  nul,  en  vertu  du  théorème 
de  Jacobi  ;  le  degré  de  P  ne  surpassera  donc  pas 

il  sera  au  plus  égal  à  ce  nombre  ou  à 

jhq —  mi4-  I. 

En  particulier,  si  le  degré  nio  de  /est  inférieur  au  plus 
petit  des  nombres  m,,  ma,  . ..,  nim  on  aura  seulement 

/o  =  /o  1  ^  1  -r-  foi  ,2  "+■•••  "^  foa  Ç  // 1 

et  si/o  est  nul  en  même  temps  que  les  /, 

si    en  particulier   m^  —  m^  =. . .—  nin^    dans  la  formule 
précédente,  )m,  ^^2,  •  •  •>  ^v^  seront  des  constantes. 

Remarque  L  —  Ce  théorème  et  ses  conséquences  sup- 
posent les  solutions  des  équations  (1)  distinctes  et  nor- 
males, il  ne  faut  pas  l'oublier. 

^«  Le  produit  foi /„.  -  ■  - /o[l  est  de  la  foi  me 

(  b  )  X  0  y,,  "  À  /  J\  . . .  -î-  >:  a  fn ,  ■■  ' 

ou,  si  Von  veut,  la  résultante  des  équations 

/o=o,         /i  =  o,  ...,         /«=o 

est  de  la  forme 

Ao,  A,,  ...  désignant  des  polynômes  entiers. 
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En  effet,  le  polynôme 

est  nul  pour  toutes  les  valeurs  des  x  annulant  les/;   en 
exprimant  qu'il  est  de  la  forme  'k^f\  H- .  .  .-\-\nfn^  on  a 

/oi  /02   •  •   •  /o(i   ~  ./o/ul    •  •  •  ./ou.  (    >—--...  -f-    ^—    ) 

--Xi/H-...-f-  /.„///•  C.    Q.    F.    D. 

Remarque  II.  —  Dans  la  formule  (c),  comme  d'ailleurs 
dans  (^),  les  polynômes  ).  n'ont  pas  de  valeur  bien  dé- 
terminée ;  on  pourrait  les  remplacer  par  une  infinité 
d^autres,  car  on  a  évidemment  l'identité 

«o/o  -+-  «1  /i  -^ .  .  .  -i-  aafn  =  O, 

si  l'on  choisit  les  polynômes  «o,  «<.   .  .  .,  a,i  ainsi  : 


^ Il  —  C/io/o  -r-  C,i\f\  -':-  .  .  .    ;-  Caafni 


et  si  les  c/y  satisfont  aux  relations 


Les  coefficients  des  Ç,  au  contraire,  sont  bien  déterminés, 
car  la  formule  [b)  devant  avoir  lieu  pour  x^  =  a,/, 
.^2=  a2i,  .  .  . ,  on  a  forcément /o/  pour  coefficient  de  ç,. 


IV.   —   SUR  LA  FONCTION  A. 


La  fonction  A  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie 
des  polynômes  entiers,  mais  elle  n'est,  jusqu'à  présent,  dé- 
finie qu'à  des  multiples  des  fonctions  / près  ;  nous  allons 
achever  de  la  définir  avec  plus  de  précision,   et  nous  po- 
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serons 

C'est  sous  cette  forme  que  nous  allons  en  étudier  les 
propriétés. 

i**  La  fonction  A  est  de  degré  n^-  —  S/?^. 

En  efi'et,  la  quantité  placée  sous  le  signe  S,  dans  Ja  for- 
mule (lo),  est  une  fonction  entière  de  degré  n^-  —  fi\  1^^ 
coefficient  de  .r^^^ .  .  .  x]i  dans  A  est  un  polynôme 
entier,  par  rapport  aux  a/y  de  degré 

îi\x —  n  —  (  a  -T-  p  -4- .  .  .  -T-  X  ) , 

en  vertu  du  théorème  de  Jacobi  ;  ce  polynôme  sera  nul  si 

l'on  a 

ii\x  —  71  —  (  a  -T-  ^  -:  . . .  -i-  X  )  ;S  i:  /n  —  n 
ou 

a  -f-  ^  -i- .  .  .  -T-  X  ^  X  /i  [j.  —  ^ni. 

Donc  A  est,  au  plus,  de  degré  n\).  —  ^m. 

2"  La  fonction  A  est  nulle  pour  les  valeurs  des  x  an- 
nulant les  F,  sans  annuler  les  f. 


3"  Pour  ^,  =  a,;,  ^• 


I   ^Kl-, 


a.) 


^^  V\(x,^Y\,{x.^) 


D 

car,  en  vertu  de  la   formule  (lo),    elle  se  réduit  bien  à 
cette  quantité. 

Il  résulte  de  là  que  la  nouvelle  fonction  A  est  égale  à 
l'ancienne,  à  des  multiples  des  F  près,  et  même  à  des  mul- 
tiples des  y  près. 


CHAPITRE   n. 


CHAPITRE   IL 

LES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES  ET  L'ÉLIMINATION. 


L  —  DEFINITION  DES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 

Soient /i, /^,    ...,  fn  des  polynômes   entiers    en    x^^ 
^2j  •  •  • ,  ^/o  de  degrés  m^^  m^^    .  .  • ,  m„  ; 

ail,     «21.      ...,     a/,1, 
a, 2,     «22,      .  .  .,     a,^2, 


«la?      ^lu.-i       •■■,      ^a 


les  m,  /?2^.  .  .  ma  =  [j.  solutions  supposées  finies,  normales 
et  distinctes  des  équations 

On  appelle  fondions  symétriques  des  solutions  de  ces 
équations  des  fonctions  qui  ne  changent  pas  de  valeur, 
quand  on  permute  les  éléments  de  deux  solutions,  par 
exemple,  quand  on  permute  à  la  fois  a</  et  a, y,  a^,/  et 
a^y,  etc. 

Le  théorème  de  Jacobi,  qui  a  servi  de  base  à  la  théorie 
de  l'élimination,  peut  êlre  pris  aussi  comme  point  de  dé- 
part de  la  théorie  des  fonctions  symétriques;  il  montre, 
par  exemple,  que  la  fonction  symétrique 

Zà  D, 
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est   le    coefficient    de  x^^x^^  ...    dans  — p,   (voir   §  II, 

Ghap.  I). 

Malheureusement,  pour  former  cetle  fonction  symé- 
trique, il  faut  avoir  formé  les  fonctions  F  et  A.  Il  montre 
aussi  que  la  fonction  !i]^P'(a,/,  ol^ï,  •  •  •  )   est  le  coefficient 

de  ^,'.r~'  ...    dans  le  développement  de    -rrr--  On  voit 

que  l'on  pourra  calculer  les  fonctions   symétriques  de  la 
forme  S'|(a,/,  a^/,  .  .  .). 


II.  —  DEUXIEME  EXEMPLE. 

Soient  <]>,,  ^2?  •  •  •?  '}[JL  des  polynômes  entiers  et  >lij  la 
valeur  de  •]>/  pour  .r,  =  a/y,  ^2=  ^-/y?  •  •  •  •  Soit 

Le  produit  W- A,  A^  .  .  .  Ajj,  est  symétrique;  il  s'annule 
pour  a, ,  =  a^i,  a< ,  =  aj,,  ...  ;  donc  il  est  divisible  par  le 
produit  des  différences  a,/ — a/y  et  même  par  les  autres 
produits  analogues;  et,  comme  il  est  symétrique,  il  est  di- 
visible par  leur  carré,  en  sorte  que 

K  désignant  un  polynôme  entier  par  rapport  aux   a/y.   En 

vertu  des  propriétés  de  la  fonction  A,   cette  formule  peut 

s'écrire 

W2  =  D,Do...Dj,K,     ,' 

et,  si  W-  est  de  degré  [Ji(S/?i  —  ai),  il  sera  égal  àD^  Do.-.Df;,, 
à  un  facteur  près  indépendant  des  /,  ou  plutôt  des  F. 
Si  W^  est  de  degré  inférieur  à  |jL(ïm —  /z),  il  est  nul. 

Supposons,   par   exemple,    que  'h^,  'i^o,    ...    soient  les 
termes  du  produit 
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au  nombre  de  [a.  Le  degré  de  W  sera  la  somme  des  expo- 
sants    des     termes    de    ce    produit,    ou    la   valeur    pour 

^,  =  j:^2  =  •  •  .  =  I  du  polynôme  -——-...  - —  G  ou 

Ji   fy^ï{nix  —  \)  IL    nu{m.,—  \) 

c'est-à-dire  ^(Sm—  n).  Donc,  dans  ce  cas,  W^  est  égal  à 
DiDa  .  .  .  DjjL,  à  un  facteur  près,  indépendant  des  F. 


III.  —  FORMATION  DE  LA  RÉSULTANTE. 

Soit/o  un  polynôme  entier,  et'^,,'^o,  .  .  .,  -^^  les  termes 
du  produit 


(l)       (l-^Xi-{-x\-^...-{-  a7'f '-!)   .  .  .  (l  -f-  X,i-^X-^ 

faisons  le  produit  des  deux  déterminants 


r."'n-l\. 


hl 

'i>i2 

h 

ifoi 

^i 

■2  foi 

•      'Wi}J'o\i. 

Ui 

D, 

h 

i/oi 

4^22/02    . 

•     'h[i/ou^ 

' 

i^21 

hi 

' 

.... 



Dt 

D, 

4^ifx 


^2{X 

D„ 


^^  '''  '^'^  ^  '^"fefe$'  ouà/o./o,.../o„  à  un  lac- 
teur  près  indépendant  des  F  :  c'est  le  premier  membre  de 
la  résultante  de 


(2)  /o=o,         /i=o, 

D'autre  part,  il  est  égal  à 

"^hfoi       v  'hi'\'iifoi 


fn  =  O. 
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En  égalant  ce  déterminanl  à  zéro,  on  obtiendra  la  ré- 
sultante des  équations  (2).  On  voit  que  tous  les  termes  de 
ce  déterminant  sont  calculables  par  la  méthode  de  Jacobi. 

On  a  ainsi  une  première  méthode  pour  la  formation  de 
la  résultante,  méthode  impraticable,  et  qui  exige  la  for- 
mation successive  de  la  résultante  d'un  grand  nombre  d'é- 
(juations,  par  des  méthodes  qui  se  compliquenl  de  plus 
en  plus.  D'ailleurs,  la  méthode  prc'cédente  repose  sur 
une  hypothèse  :  c'est  que  le  déterminant 

n'est  pas  nul.  Il  ne  serait  pas  difficile  de  montrer  qu'il  ne 
l'est  pas  en  général,  en  le  calculant  dans  un  cas  particu- 
lier, mais  les  cas  où  il  s'annule  sont  nombreux,  et  il  est 
important  de  ne  laisser  planer  aucun  doute  sur  la  possibi- 
lité de  former  la  résultante  dans  tous  les  cas. 

Nous  allons  donc  présenter  une  nouvelle  méthode  qui 
nous  permettra  de  former  la  résultante  d'un  nombre  quel- 
conque d'équations,  d'une  manière  explicite,  et  d'en  dé- 
duire une  méthode  pour  le  calcul  de  toutes  les  fonctions 
symétriques. 

IV.   —  NOUVELLE  MÉTHODE  POUR  FORMER  LA  RÉSULTANTE. 

Soient  c2o,  'fi,  ....  'j>u  des    polynômes  entiers  en  .r,  , 

.r., ^«,    des    degrés   m,»,  /^^i,    ....  f^hi  ;    conservant 

d'ailleurs  toutes  les  notations  des  paragraphes  précédents, 
posons  (voir  §  3,  Chap.  I) 


^0       ^ô  1       •  ■ •       ?0« 


?1 


O'i 


=  0(xi,  X.2,  ....  ai/,  a./,  .  .  .  ) 


En  supposant  les  cp/^  définis  par  les  relations 
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Qi,  si    l'on  veut,  ne  changera  pas   quand  on  remplacera, 
dans  sa  première  colonne,  cp,,,  '^,,  ...   par 

n 

9/  sera  donc  de  degré  ^  m~n,  soit  par  rapport  aux  ^, 

1 
soit  par  rapport  aux  a,  pourvu  que  ^o   ne   soit    pas   plus 
grand  que  le  plus  grand  des  nombres  m^ ,  /tzo,  .  .  .  ,  ce  que 
nous    supposerons.    De  plus,   si   l'on   désigne  par  8/y  la 
quantité  B(,3,/,  (3.,-,  .  .  .,  a, y,  aoy,  .  .  .),  on  aura 

Considérons  alors  le  déterminant 

et  supposons  que  les  ^ij  soient  les  solutions  d'équations 

(3)  /,  -o,    /',  =  o,     ...,    /;,=  o 

obtenues  en  modifiant  les  coefficients  des  /,  de  sorte  que 
nous  pourrons  ultérieurement  faire  a/y=:  j3/y. 

0/y  est  de  la  forme  1\A,-  By,  A,-  désignant  une  fonction  de 
a,/,  aoi,  .  .  . ,  et  By  une  fonction  de  [S/y,  ,3oy,  .  .  . ,  et  l'on  a 


0  = 


SAiBi     SA,Bj 


XAjxB^ 
^A,B„ 


donc  6  est  une  somme  de  produits  de  la  forme 

«il     «21     ...     a^^  I  6n     621     ...     b 


a  II     «22 


«[J.2 


^22 


[JLl 

•      ^[;.2   i, 

.       ...    i 


où  les  Uij  sont  fonctions  des  a/y,   et  les   ù/j  des  fonctions 
des  ^ij. 

Désignons  par  11  le  premier  facteur  et  par  ç  le  second; 
la  première  ligne  de  u  ne  contient  que  les  a,,,  la  seconde 

L.  —  Jlgèbre,  IV.  2 
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ne  contient  que  les  ay,o,  ...  ;  la  première  ligne  de  r  ne 
contient  c[ae  les  |3^,,  ....  D'ailleurs,  a  pi  et  (ipj  ne  dif- 
fèrent que  par  le  changement  de  a,,,  a^/.  ...  en  a, y, 
aoy,    ....  Les  éléments  de  //  et  ceux  de  v  sont  de  degré 

\^ /?? — /?  :  donc   u  et  r  sont   chacun  au  plus  de   degré 


P- (  5j ''^ — '^  )'  ^^"^7  d'après  ce  qu'on  a  vu  a»  §  2,    u- 

sera  ou  nui,  ou  égal  à  D,D:,  .  .  .  Dj^,,  à  un  facteur  près, 
indépendant  des  a/y.  De  même,  si  l'on  appelle  D'^D'^  .  .  . 
ce  que  deviennent  D,D2...  quand  on  remplace  les  / 
par  les  /',  v-  sera  ou  nul,  ou  égal  à  D'^D',  .  .  .  Dj^,  à  un 
facteur  indépendant  des  ^/y  près;  donc,  enfin,  B-  sera  de 
la  forme  D,  D^,  .  .  .  Djj,Dj  D',  .  .  ,  Dj^s-,  £-  étant  indépen- 
dant des  a/y  et  des  Ji/y. 

Si  maintenant  on  suppose  les/'  identiques  aux/,   on 


ou 


e2=(D,D.,...Dj^)2£2 

0=:=  DiD2...Dt;.s, 

£  étant  indépendant  des  a/y,  c'est-à-dire  de  la  forme  des  F  ; 
il  pourra  dépendre  de  la  forme  des/,  mais  non  de  leurs 
solutions.  Faisons  alors  coïncider  les  a/y  avec  les  solutions 
des  équations 

fj/y  se  réduira  à 


<?o(«i 


7  m 

?'2  1 


(a"i=  aiy,  x.>=  a^y,  ...); 


il  sera  nul  si  i^j ,  et  égal  à  cpo/D/,  si  /  =y,  en  sorte  que 
Ton  aura 


t),l), 


=  ?o(3^u,2t2i,---)5  <?o(ai2'a22' •••)>  •••,  7o(ai;j.,a2a---)> 


et 


D.Do  ...D, 
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o  sera  la  résultante  des  équations 


Oo  =  o,  Oi  =  o, 


?/i=  o. 


Théorème  de  Bézouï.  —  Supposons  que  cpo,  ci, .  .  .  . ,  C5/^ 
contiennent,  outre  les  variables  ^,,  x.^^  ...,  ^//,  une 
autre  variable  ^o,  ^^  que  ces  polynômes  restent ^  par 
rapport  à  x^,  x,,  .  .  . ,  Xn,  des  degrés  ni^,  /?z,,  .  .  . ,  m,,. 
Le  degré  de  0  ou  de  la  résultante  sera  m^,  m, ,  .  .  . ,  w„ 
en  Xq. 

En  effet,  le  degré  de  0  par  rapport  aux  a/y  et  à  ^y 
est    (  ^  /'ï  —  /M  ;^;    celui    de    D,    D,    ...     D^    est 


V  a;i  —  n  )  a;  donc  le  désiré  de 


port  à  Ji^o  est 


(^ni~n\-ixl^ni  —  a 


DTdT^-d-/  1^"'  '^^P- 


C.    y.    F.    D. 


V.  —  LES  POLYNOMES  MULTIPLICATEURS. 

(Considérons  maintenant  le  déterminant 


1  t  I  ...  r 

Ôi  Ou  Oi,  ...  0,,, 

Q.a  ^,1  0^^2  ...  Oj;,^. 

il  est  de  la  forme 


T; 


i?o-i-Xi9i  -f-...-hX„(p„4-e=  T, 
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et  le  coerfîeient  Iq  est  égal  à 

o        I       .    .        I 

Toi     Ou      ...     6ijx 
^2      ^21       •  •  •      O^îx 


^o> 


Wi  désignant  le  déterminant 


?w  ?i2 


?'. 


fui       ^ui        •••       ?« 

Or,  il  est  facile  de  voir,  en  raisonnant  snr  le  détermi- 
nant ).05  comme  on  l'a  fait  sur  0,  que 


D1D2...D, 


ne  dépend  pas  des  a,y.   Or,   si    Ton  fait   coïncider  les    /' 
avec  les  '.2,  on  trouve 


DiD2...L)a 


'est-à-dire 


501^2-  •  .?0{JL-?0 


?oa/ 


,!f01  T02 

C'est,  en  vertu  de  la  première  remarque,  Chap.  I,  §  3, 
le  multiplicateur  qu'il  faut  appliquer  à,  cp „  pour  obtenir 
l'identité 

On  a  donc  ainsi  une  méthode  pour  former  les  mulli- 
plicateurs  \,  )., ,  •  •  •  q"'il  faut  appliquer  à  cpo,  cp,,  .  .  . 
pour  obtenir  la  résultante. 


CHAPITRE    II. 


VI.  —  CONCLUSION. 


INoiis  avons  admis  qu'un  système  d'équations  composé 
de  n  équations  à  n  inconnues  et  de  degrés  /?z<,  m2,  •  •  .  , 
jUn  avait  un  système  de  ij.  =  nii  7712  ...  m„  solutions, 
racines  d'équations  à  une  inconnue  de  la  forme 

nous  en  avons  conclu  qu'en  général  les  équations  (4) 
avaient  une  résultante  de  degré  m^m^  .  .  .  m,i  en  ^o-  A 
chaque  racine  de  la  résultante  correspondra  une  solution 
de  (4)  et,  par  suite,  les  équations  (4)  auront  m^jn^ .  .  .  r7in 
solutions^  d'ailleurs,  la  résultante  est  bien  de  la  forme 

On  peut  donc  conclure  de  là  que,  sauf  dans  des  cas  excep- 
tionnels : 

n  équations  de  degrés  m^ ,  7^2,  . . . ,  //^/^  ont  m-^  ^2 . . .  jn,i 
solutions,  puisque  ce  théorème  est  vrai  poui^  n=:i 
et  n^=  1. 

Toutefois,  nous  avons  admis  que  les  équations 

<pi   =0,  ^2   =0,  .  .  .,  ©/j  =  O 

admettaient  171^771,  ..  .m^  solutions,  et,  s'il  n'en  était 
pas  ainsi,  nos  raisonnements  ne  seraient  plus  valables. 
Enfin,  nous  avons  trouvé  que  B  était  au  plus  de  degré 
m^m^  .  .  .  i7i,i.  Il  convient  donc  de  soumettre  nos  conclu- 
sions à  une  discussion  :  c'est  ce  que  nous  ferons  après  avoir 
achevé  la  théorie  des  fonctions  symétriques. 
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VIL    —   CALCUL  DES  FONCTIONS  SYMÉTRIttUES. 

Nous  appellerons /?o/c/5  d'une  fonction  des  coefficients 
des  équations 

(l)  /l=0,  /2=0,  ...,  fn-=0 

le  degré  de  celte  fonction,  par  rapport  à  Xq,  paramètre 
contenu  dans  /{,/■>,  •  •  • ,  fn,  et  tel  que  /\.  f'2^  •  •  •  con- 
servent leurs  degrés  en  ayant  égard  à  ce  paramètre. 

Il  est  clair  que  le  poids  d'une  fonction  des  coefficients 
ne  changera  pas,  en  supposant  que  Xq  n'entre  qu'en  fac- 
teur dans  chaque  coefficient;  et,  par  suite,  v  fois  en 
facteur  dans  un  coefficient  de  poids  v.  Les  éléments  d'une 
solution  sont  de  poids  un  et,  par  suite,  si  cp  est  de  degré 
ç,  par  rapport  aux  éléments  des  solutions,  et  si  cp  est  une 
fonction  rationnelle  des  coefficients  des/,  cp  sera  de  poids 
s.  Si  donc  une  fonction  symétrique  telle  que  Sep/,  par 
exemple,  est  fonction  entière  des  coefficients  des  /,  son 
poids  sera  égal  à  son  degré,  par  rapport  aux  a/y. 

Or,  il  est  facile  de  prouver  que  toute  fonction  symé- 
trique entière  des  solutions  des /" est  entière,  par  raj)port 
aux  coefficients  de  ces  fonctions.  Soit,  en  effet,  T  un 
terme  d'une  semblable  fonction  symétrique;  T  sera  lui- 
même  symétrique,  sinon  la  fonction  contiendra  les  termes 
obtenus  en  permutant  toutes  les  solutions  dans  T,  et  la 
somme  des  termes  ainsi  obtenus  sera  urté  fonction  symé- 
trique; il  suffit  de  prouver  qu'une  fonction  symétrique 
ainsi  obtenue  est  entière,  par  rapport  aux  coefficients 
des/. 

Soient   cp,   y,  'b,    ...     des   polynômes    entiers    en    jc,, 

^2)      ...  1     Xfi,     oOlt 

?/=<?(«!/,  «2/,   ••  0.  //  =X(ai/,  «2^    ••  .)' 


/i/-o, 

fu-^o,          . 

fni=0. 

/iy=o. 

/2y=0, 

fnj=0 
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Nous  allons  montrer  comment  on  peut  calculer 
en  fonction  entière  des  coefficients  des/*.  On  posera 

et  l'on  aura 

(3) 

en  pôsant/jjLi  i=:/jj,(a,/,  ao/,  .  .  .)  ....  Si,  entre  (o.)  et  (3), 
on  élimine  les  a^y,  on  aura  une  équation  en  z  dont  les 
coefficients  seront  entiers,  par  rapport  aux  coefficients 
des/,  et  dont  les  racines  seront  les  valeurs  de  la  fonction 
?i7J  't^a  •  •  -  '  Si  8  est  le  degré  de  cette  équation,  le  coef- 
ficient de  z-^~^ ,  pris  en  signe  contraire,  divisé  par  le  coef- 
ficient de  z-^,  donnera  la  valeur  de  S  cp^  yy  6^  •  •  •  ;  donc 
évidemment,  d'après  la  forme  connue  de  la  résultante, 
^(Qiyj'^^k  •••  sera  rationnelle,  par  rapport  aux  coeffi- 
cients des/.  Le  coefficient  de  z^  sera  évidemment  indé- 
pendant de  la  forme  de  cû  (ce  qui  est  évident  à  l'inspection 
de  la  forme  que  nous  avons  donnée  à  la  résultante);  il  sera 
donc  le  même  que  si  l'on  avait  pris  Of/j  .  .  .  =  i ,  et  ne 
dépendra  que  des  termes  de  poids  zéro,  ^^tyj  .  .  .  sera 
donc  entière,  par  rapport  aux  coefficients  dont  le  poids 
n'est  pas  nul. 

Toute  fonction  symétrique  rationnelle   est  le  quotient 

P 

de  deux  fonctions  symétriques  entières.   En   effet,   soit  -^ 

une  fonction  symétrique  rationnelle,  P  et  Q  étant  entiers, 
par  rapport  aux  a/y.  -=r  est  égal  à   un   facteur   numérique 

entier  près,  égal  à  Xfr^  P/ désignant  une  des  valeurs  que 
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^^    P  ■ 

prend  P  quand  on  y  permute  les  a/y.  Or,  \  tt-'  est  de  la 

V  ,  .  ^' 

forme  ^—^ ;  le  dénominateur  ne  change  pas  quand  on 

y  permute  les  a,y.  Il  doit  donc  en  être  de  même  de  V. 

Puisque  toute  fonction  symétrique  rationnelle  est  le 
quotient  de  deux  fonctions  symétriques  entières,  elle 
s'exprimera  rationnellement  au  moyen  des  coefficients 
des/. 

VIII.   —  RÉSOLUTION  D'UN  SYSTÈME  D'ÉQUATIONS. 

Reprenons  le  système 

(4)  cpo  =  Oj         9i=o,  ....         cp,j  =  o, 
dont  la  résultante  a  été  mise  sous  la  forme 

(5)  e  =  2dzOnO,2...e^j,:^o, 

et  que  l'on  peut  également  présenter  sous  la  forme 

R  =  Ç>01^02  .  .  .  <fO[X  =  o, 

R  et  B  ne  différant  entre  eux  que  par  un  facteur  de  poids 
nul,  cpo/  désignant  la  valeur  que  prend  cpo  quand  on  y  rem- 
place ^1,  ^2,  •  • -5  -^/i  par  les  éléments  ^^'j  -^2/5  •••.  J^ni 
d'une  solution  des  équations 

cpj  =  o,         cp,  =  o,  9/.  =  o. 

Soit  c  le  coefficient  de  x^^xl  .  .  .  .rj;  dans  cp,,,  on  aura 

de         cpoi      ''     ^'  902      ^^     ^^ 

Supposons  que  x^^X2\...  soit  et  soit  seule  solution 
de  Ço  =  o,  on  aura  simplement 

()R        R     a     s 
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soit  k  le  terme  tout  connu  dans  cp^^  on  aura  de  même 


dR        R 

dk  ~"  cpoi 

dR 

de 

dR 

et,  par  suite. 

2  1 

On  a  ainsi  le  moyen  de  calculer  les  éléments  d'une  so- 
lution commune  quand  elle  est  unique. 

Lorsque  les  équations    (4)   ont    deux   solutions   com- 

munes,  x^  j  x^^  ...   et  x^^x^y-^  •  •  •  -r-  sont  nuls  et,  il  en  est 

de  même  de  toutes  les  quantités  analogues;  mais,  en  dif- 
férentiant  une  seconde  fois  (6),  on  a 

de'-  cpoiCpo2        ^*       ^^  12       22 

de  même 

^2R 


(^11^21   '  *  •    "^^21^2! 


dcdk    "       CpoiCpo2^      11       21   •••      '         21       22 

d-'R  iR 


dk^         cpoicpo2 

Si  l'on  suppose  XnXi2  -  -  ■  et  x-^i  x^i  •  • .  solutions  com- 
munes, les  termes  représentés  par  des  points  disparais- 
sent, et  l'on  a 


^2  R        (^-  R     a 
de''-    ~  dk-^  ^^^" 

.^ï,.... 

d^ R    ■     d'-R  ,    ^ 

dcdk   ~    r)X-2    ^^11 

...-^?, 

On  a  alors  la  somme  et  le  produit  de  ^*,  ...  et  x'^^  ...  et 
par  suite  une  équation  du  second  degré  dont  ^^,  .  . . 
et  x^^^  seront  racines  et  ainsi  de  suite. 

Réciproquement,  si  tous  les  —  sont  nuls,  il  est  clair  que 


-^^  B  R  A  /5  V 

Ortf    TTTT7 
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les  équations  ("î)  auront  deux  solutions  dilTérentes  ou 
égales,  etc. 

Maintenant,  il  faut  remarquer  que,  si   tous  les  —  sont 

nuls,  on  a 

<)R  _  Y  ^    «^« 

dx(j       Jmd  de    dx^  ' 

et  par  suite  R  =  o.  ou  6  =:  o  a  une  racine  double;  si 
toutes  les  dérivées  secondes  de  R  par  rapport  aux  c  sont 

nulles,  -— ^  est  nul,  R  =  o  ou  6  =  o  a  une  racine  triple,  etc. 

On  peut  donc  dire  qu'à  chacune  des  m^^ni^  . .  .nin  so- 
lutions de  9  =  0,  ne  correspond  qu'une  solution  des 
équations  (4);  donc,  ce  qui  restait  à  prouver,  les  équa- 
tions (4)  ont  ni^m^  , .  .  jnn  solutions  au  plus.  Cepen- 
dant, cette  conclusion  tomberait  en  défaut  si  R  ou  0  était 
nul  quel  que  soit  Xq  et  alors  les  équations  (4)  auraient  une 
infinité  de  solutions. 

Il  est  bon  d'observer  que  R  ou  0  peuvent  être  identi- 
quement nuls   sans  que  les  -y-  le  soient,  de  sorte   que  à 

chaque  valeur  de  Xq  correspondront  des  valeurs  de  .r,, 
X2,  ...,  x,i\    mais  il  peut   arriver  que    certaines    valeurs 

de  ^0  annulent  les  — ,  et  constituent,  en  quelque  sorte,  des 

solutions  singulières  remarquables,  en  nombre  fini,  et  iso- 
lées de  la  solution  générale. 

Ret  tous  les  -r—  peuvent  être  nuls,  la  solution  des  équa- 
tions (/î)  prend  alors  un  caractère  d'indétermination  plus 
élevé,  et  des  solutions  singulières  peuvent  encore  s'intro- 
duire, si,  pour  certaines  valeurs  de  ^0,  les  dérivées  secondes 
de  R  sont  toutes  nulles,  etc. 
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CHAPITRE  IIL 

ÉQUATIONS   HOMOGÈNES. 


I.  ~  PRELIMINAIRES. 

Soit  F(j;,,  ^o, x,i)  un  polynôme  de  degré  m  en  x^. 

\ro,  ..  .,  x,i\  si  l'on  remplace  Xx  par  —  >  x-^  par  —  ?  •  •  ••  et 

si  l'on  multiplie  par  .rJJ^,  le  poljnome  F(x<,  ^2,  •  • -j 
deviendra 

et  sera  homogène;  il  est  clair  que  l'on  aura  identiquement 

le  poljnome  ¥{xq^  x^,  .  .  .,  Xa)  est  ce  que  l'on  appelle  le 
poljnome  F  rendu  homogène. 

Eliminer  ^,,  x.,^  . .  .^  Xn  entre  les  polynômes  homo- 
gènes 

/o(^0,^l,   .  .  .)  =  O,  /l(^0,  ^1,   .  •  .,  •X'/i)  =  o, 

c'est  en  définitive  éliminer  ^q,  ^,,  ...,  Xn-,  car,  dans  la  ré- 
sultante, il  entre  Xq  en  facteur  que  l'on  peut  supprimer, 
si  l'on  rejette  la  solution  Xq  :=  o. 

Il  importe  d'observer  que,  de  quelque  manière  que  l'on 
fasse  l'élimination,  la  résultante  reste  toujours  la  même 
après  la  suppression  du  facteur  en  jTq,  en  x^,  ...,  qui 
provient  de  la  variable  non  éliminée. 
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En   effet,  pour  faire  Féliminalion,  résolvons  les  équa- 
tions 


(«)  /i=o,        f-2  =  o,        ...,        /i  =  o; 

et  pour  cela  divisons  par  Xq,  on  aura  pour  —,  — 

Xo      Xq 

solutions  que  Ton  peut  représenter  par 


et  les  porter  dans  /o,  ce  qui  donne,  après   l'évanouisse- 
ment des  dénominateurs, 

H/o(ao/,  a,/,  .  .  .,  ^„i)  =  o, 

où  les  a/y  ne  sont  déterminés  qu'à  un   facteur  commun 
près.  Les  mêmes  équations  (a)  peuvent  être  résolues  par 

rapport  à  —  ^  ~  »  •  •  •»  et  comme,  en  définitive,  elles  ne  font 

Xi      X\ 

connaître  que  les  rapports  des  inconnues,  leurs  solutions 
seront 


et  la  résultante  restera  la  même  après  l'évanouissement 
des  nouveaux  dénominateurs.  Ces  raisonnements  suppo- 
sent seulement  qu'il  n'y  a  pas  de  solutions  nulles. 


II.   —  CHANGEMENT  DE  VARIABLES. 

Soient/o5  f\^  •  •  • ,  fn  des  polynômes  homogènes  en  Xq^ 
X,,  ^2  5  •••?  ^n  des  degrés  ^o,  mi,  .  ..,  rn,i.  Considérons 
les  équations 

(0  /o  =  o,  /l  =  o,  ...,  fn=0, 

et  posons 

/      \  •''^0    Xi    ^  X,i 
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'];,,  '^27  •••)  ']^«  désignant  des  polynômes  homogènes  de 
degrés />  en  yo,yi,  ...,yn',  éliminons  ^o,-^i,  •••  entre 
(i)  et  (2),  ce  qui  se  fera  en  remplaçant  Xq,  ^,,  ...  par 
']>oj  't^o  •  •  •  dans  (i);  nous  obtiendrons  de  nouvelles  équa- 
tions 

(3)  ^0  =  0,         ^1  =  0,         ...,         ^«  =  0, 

où  go,  gi,  ...  seront  des  polynômes  homogènes  en  ya-, 
y\,  "-jyn,  des  degrés /?mo,/?m,,  ...,  pnin. 

Si  l'on  désigne  par  ao<,  a,/,  . .  .  une  solution  de  (i),  en 
la  mettant  à  la  place  de  ^or  ^\,   •  •  •  dans  (3),  on  aura 

4^0  ~  ^i  ^«' 

ce  qui  déterminera  pour  Vo?  ^>'i)  •••?  f>"  pour  les  rapports 
yo  '  y\  '  y2  '•  "-,  p"  valeurs  correspondantes;  ces  valeurs 
et  leurs  analogues  seront  les  solutions  des  équations  (3); 
si  les  équations  (i)  n'ont  pas  de  solutions,  (3)  n'en  auront 
pas  non  plus. 

La  résultante  des  équations  (i)  peut  être  mise  sous  la 
forme 

n/o(ao/,  a,/.  .  ..,a„,-)  =  o, 

celle  des  équations  (3)  sous  la  forme 

OU 

n/oL'%(  l^oy,  ?i./.  . .  •),  ^i(?oy,  Piy,  ...\  ...]  =  o. 

Dans  cette  dernière  formule,  les  valeurs  des  |3/y  se  dé- 
composeront en  groupes  de  p"  solutions  donnant  les 
mêmes  valeurs  à  'Iq,  'hi,  ...,  valeurs  proportionnelles  à  a,)/, 
a,/,  ...  ;  donc  la  résultante  des  équations  (3)  contiendra 
le  facteur  IV,  R  =  o  désignant  la  résultante  de  (i);  ainsi, 
R' désignant  le  premier  membre  de  la  résultante  de  (3), 
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on  aura 

R'  =  RrS, 

S  désignant  un  facteur  à  déterminer.  Or,  les  ^^-  s'annulent 
pour  les  valeurs  des  jk,  non  toutes  nulles,  annulant  les  ^, 
s'il  J  en  a  ;  R'  s'annulera  donc  quand  le  premier  membre 
de  la  résultante  T  des  équations 

s'annulera;  S  d'ailleurs  ne  s'annulera  que  dans  ce  cas,  en 
sorte  que  S  sera  une  puissance  q  de  T,  et  l'on  aura 

W  =  R/'"T^/. 

Pour  déterminer  rj,  il  suflit  d'évaluer  le  degré  de 

ll/o[%(?oyM3iy.  .-.),  •..] 

par  rapport  aux  coefficients  des  6  ;  il  est  évidemment  /ipit^y 
donc  q  =  a. 

11  résulte  de  là  qu'e/i  effectuant  sur  les  variables  une 
substitution  linéaire,  le  premier  membre  de  la  résul- 
tante est  multiplié  par  la  puissance  \k  du  déterminant 
de  cette  substitution. 

On  peut  rapprocher  ce  théorème,  évident  sur  la  forme 
que  nous  avons  donnée  de  la  résultante  : 

L((  résultante  des  équations 

«00  'f  0  -~  <r/oi  ©1  +  •  •  •  -^  «o«  ^n  —  O, 

.,.  •  . 

oii  les  aij  sont  indépendants  des  x,  est  le  produit  de  la 
résultante  des  équations  Oo  =  o,  cp,  =  o,  ...  par  la 
puissance  \x  du  déterminant  ^  zb  «oo  ^h\  •  •  •  ('lun  [^  dé- 
signant le  produit  des  degrés  de  «poi  'f  i'  •  .  • ,  'f«. 
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III.  —  THÉORÈME  SUR  LES  DÉTERMINANTS. 

Considérons  un  système  d^ équations  homogènes   en 
Xs,  X'^,  .  .  .  ^  Xn,  de  même  degré  m, 

J\=0,      f,  =  0,        .  .  .  ,      f,n  =  O. 

L'équation 

0(0-1,  X.y,    .  .  .,  Xa) 

admettra  les  mêmes  solutions,  ainsi  que 

—-  =  0,  - —  =  o,  •'•>  - —  =  o. 

dxi  ÔX.y  dXn 

En  effet,   on  a,  par  le   théorème  des   fonctions  liomo- 

^ènes  : 

m  f\  =  Xi  -f-  -i-  . .  .  -h  ^/i  f^— ^ 
■  dxy  dx,i 


àfn  _^        _^JfjL. 

âxi        '  '  '    '       "  âX/i, 

On  en   conclut  (et   cela   même   lorsque  /,, /o,    ...    ne 

leraient  pas  de  même  degré)  que,  si  /i,/2,   •  •  -,  ///  sont 

luls, 

D  =  o. 

D'ailleurs,  on  aurait 

I  ^  .    âD  .    âD 

_0.,:=/,-^H-/.—  ..... 

dxi  dxi 


I'. 


et,  en  différentiant  par  rapport  à  Xj  ou  j 

m  'ôôT;    '  ^  'ôx'i     ,  dfx         àxj       âfo 
àxi  ax/ 

dxi  dxi 
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or,  la  première  ligne  du  second  membre  est  nulle  ;  donc 

et,  par  suite,   ,—  s  annule  avec  les  /.  c.   o.   f.   d. 

Ce  théorème  a  été  parfois  utilisé  pour  écrire  la  résul- 
tante de  trois  équations  homogènes  du  second  degré. 
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CHAPITRE  IV. 

PROPRIÉTÉS    DES    SOLUTIONS. 


I.  —  NOMBRE  DES   CONDITIONS    NÉCESSAIRES   POUR   DÉTERMINER 
UN  POLYNOME. 

Considérons  un  polynôme  homogène  de  degré  m  à  n 
variables^,,  x.,  .  .  . ,  ^„  ;  soitN(m,  n)  le  nombre  de  ses 
termes.  Les  lettres  x  j  entrent  un  nombre  de  fois  égal  à 
J7i^{m;  n),  en  comptant  pour  a  fois  le  cas  où  un  x  entre 
dans  un  terme  avec  l'exposant  a;  chaque  lettre  entrant 
un  même  nombre  de  fois,  il  en  résulte  que  Xi ,  par  exemple, 
entre  —N  (m,  7i)  fois  dans  le  polynôme.  D\in  autre  côté, 
les  termes  qui  contiennent  ^i,  si  Ton  en  retranche  une 
fois  Xi,  seront  les  termes  d'un  polynôme  de  degré  m  ~  i  - 
ils  sontdonc  en  nombreN(m  —  i,  n)  etils  contiennent^< 

/n  —  r 


N(m  —  I,  n) 


fois;  Xi  est  donc  contenu  dans  le  polynôme  primitif 
^^-N(m  — I,  n)  fois  plusN(m  — I,/^)  fois,  qui  repré- 
sente le  nombre  de  fois  que  l'on  en  a  ôté  ^<,  donc 

--  N(m,  ?i)  =  -——  ]N  (m  -  1,  n)  -hN{m~i,n); 
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d'où  l'on  tire 

7?iN(m,  7i)  =  {/n--r  n  — i)N(m  — I,  n) 


ou 


N(/7i,/i)         = -N(m— i,n), 


N(i,;i)  =-. 

d'où  Ton  déduit 

^       nin-i-ï)(n^,-'i)  .  . .  (  n -h  tn  —  i) 
^^"'^  '^)  =  i..^.3...m 

Si  l'on  considère  un  polynôme  non  homogène  à  n  va- 
riables, il  a  le  même  nombre  de  termes  qu'un  polynôme 
homogène  de  même  degré,  à  /i  +  i  variables  de  même 
degré;  le  nombre  M(//z, /i)  des  termes  d'un  polynôme 
du  degré  m  à  n  variables,  non  liomogène,  sera  donc 
N(m,  n-\-\)  ou 

(au-  0(n+2)  .. .  (ah-7?i) 

(m-^\){m-\-i)  ...  (m  —  n)  _  {m-^  nV. 
"  1 .  2 .  3 . . .  /ï  ~      m  !  /i  ! 

Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  assujettir  un  polynôme  du 
degré  mk  n  variables  à  prendre 

m  !  n  !  v  ' 

valeurs  données,  pour  un  nombre  égal  de  valeurs  simul- 
tanées données  aux  variables,  au  moins  en  général.  Tou- 
tefois, il  convient    d'examiner  la  question  de  plus  près 
avant  de  conclure  d'une  façon  absolue. 
Nous  commencerons  par  prouver  que  : 

L  on  peut  toujours  trouver  un  polynôme  f  du  degré  m 
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à  11  variables  x^,  x^,  . .  . ,  Xn  nul  pour 

{m  -^r  n)\ 

j j 1  =  7 

ml  ni 

systè/nes  de  valeurs  de  ses  variables.  Ce  polynoine  est, 
en  général,  bien  déterminé  à  un  facteur  constant 
près. 


Je  suppose  ce  théorème  démontré  pour  les  poljnomes 
à  «  —  1  variables,  et  pour  les  poljnomes  de  degré  m  ~  i 
à  n  variables.  Je  vais  le  démontrer  pour  les  poljnomes  de 
degré  m  à  n  variables.  A  cet  effet,  je  décompose  /  en 
groupes  de  termes  homogènes,  et  je  pose 

cp/  désignant  l'ensemble  des  termes  de  degré  /.  Soit  '^/y  la 
valeur  de  cp,  pour  x,  =  x,j,  x.  =  x.j,  ....  En  exprimant 
que/est  nul  pour  V  systèmes  de  valeurs  des  x,  on  aura 
V  équations  de  la  forme 

On  pourra  résoudre  ces  équations  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  ^ni-i,^m-2,  •••:«po,  en  fonction  linéaire  des 
coefficients  de  cp^,  et  cela  en  choisissant,  par  exemple, 
'f  oy  =  I  ;  en  effet,  le  déterminant  des  équations,  considérées 
à  ce  point  de  vue,  est  le  dénominateur  commun  des  in- 
connues dans  les  équations  que  l'on  aurait  à  résoudre,  si 
l'on  voulait  exprimer  qu'un  poljnome  de  degré  m  ~  i 
est  nul,  pour  autant  de  systèmes  de  valeurs  des  variables 
qu'il  J  a  de  coefficients  moins  un  dans  ce  poljnome;  ces 
équations  ont  des  solutions  bien  déterminées  en  vertu  de 
notre  hypothèse. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  des  coefficients   en   question 
dans  les  équations  (a)  non  emplojées,  celles-ci  prennent 
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la  forme 

S  A(w/-^  A)  ^  k, 

où  A,  A,  k  sont  indépendants  des  valeurs  œu;  ^21,  ••• 
qui  entrent  dans  les  équations,  dans  lesquelles  on  a  fait 
la  substitution,  tûi,  au  contraire,  sont  des  arguments  homo- 
gènes par  rapport  à  ces  valeurs  des  xu,  ^20  •  •  •  5  il  reste 
alors  à  montrer  que  le  déterminant  des  coefficients  A 
des  w,  n'est  pas  nul.  Or,  ce  déterminant  est  celui  des  in- 
connues qu'il  faudrait  considérer,  si  l'on  voulait  assujettir 
le  polynôme  cp,„à  s'annuler  pour  un  nombre  de  valeurs  des 
variables  ^i,  ^To,  .  .  .,  ^/^-^,  égal  au  nombre  de  ses  coef- 
ficients moins  un;  par  hypothèse,  ce  déterminant  est  dif- 
férent de  zéro.  Donc  la  proposition  que  nous  voulions 
établir  est  démontrée,  grâce  aux  hypothèses  que  nous 
avons  laites. 

Or,  le  théorème  est  vrai  pour  un  polynôme  quelconque 
du  premier  degré,  donc  il  est  vrai  pour  un  polynôme  du 
second,  etc. 

Bien  entendu,  ce  théorème  sera  soumis  à  de  nom- 
breuses exceptions  et  nous  ne  tarderons  pas  à  en  signaler. 

Puisqu'il  est  possible  de  trouver  un  polynôme  de  degré  jn 
nul  pour  M{m,n)  —  \  systèmes  des  valeurs  des  variables 
et  renfermant  un  facteur  arbitraire,  on  pourra  disposer 
de  ce  facteur  de  manière  à  lui  faire  acquérir  une  valeur 
donnée  pour  un  nouveau  système  de  valeurs  des  varia- 
bles; et,  par  suite,  il  sera  facile  d'écrire  un  polynôme  de 
degré  m  prenant  M  (m,  n)  valeurs  données  pour  M(m,  n) 
systèmes  de  valeurs  données  des  variables;  ce  polynôme 
sera  de  la  forme 

Vi  désignant  un  polynôme  nul  pour  v  systèmes  donnés 
des  variables  et  égal  à  l'une  des  valeurs  données  pour  le 
V  -f- 1  système. 
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Il  j  aura,  bien  entendu,   de  nombreux  cas  particuliers 
dans  lesquels  ces  conclusions  seront  en  défaut. 

II.   ~  RELATIONS  ENTRE  LES  SOLUTIONS. 

Supposons  que  l'on  se  donne 

(  m  -^-  n)l 
ml  ni 

systèmes  de  valeurs  de  Xi,  œ^,  ..-,  x„,  et  que  l'on 
astreigne  un  polynôme  de  degré  m  à  s'annuler  pour  ces 
systèmes  de  valeurs;  il  restera  n  coefficients  arbitraires 
dans  ce  polynôme  qui  sera  de  la  forme 

Ài/i -h  ^2/2  •  •  • -î- ^«/«, 

f^,  /oj  ''-i/n  désignant  des  polynômes  entiers  du  degré  m 
en  général  bien  déterminés,  et  X, ,  lo,  ...,  Xi  des  con- 
stantes arbitraires.  L'équation 

Xi /i  ^  X2/2  ...-+- X„//,  =z  o 

admettra  les  /?i"  solutions  de 

<ï)  /i=o,        ./■2  =  o,  ...,        fn=o; 

donc,  en  se  don  fiant 

{m-\-  n)l 

. — j n 

m l  ni 

solutions  d'un  système  d'équations  du  degré  m  à  n 
inconnues,  les  ni'^  autres  solutions  sont  bien  déterminées 
et  sont  par  conséquent  fonctions  de  celles-ci. 
Il  y  a  donc  entre  les  solutions 

(m-4-n)!      -     . 

ni^^  —  n — -^  relations. 

ml  ni 

Tout  porte  donc  à  penser  qu'il  y  aura  également  des 
relations  entre  les  solutions  d'un  système  quelconque. 
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En  écartant  les  cas  particuliers,  on  peut  dire  que  l'é- 
quation 

fi  désignant  un  polynôme  de  degré  niiy  est  l'équation  la 
plus  générale  admettant  les  solutions  de  (i) 

si,  m  désignant  le  plus  grand  des  nombres  7?z,,  m^,  ..., 
nijn  y^i  est  un  polynôme  arbitraire  de  degré  m — i,  le 
degré  de  (2)  étant  assujetti  à  ne  pas  dépasser  m. 

L'équation  (2)  pourra  remplacer  l'une  des  équations  (1) 
de  degré  771,  car  elle  admet  les  tj.  =:/??,  mo  . .  .  w«  solu- 
tions de  (i),  et  le  système  (i)  (2),  abstraction  faite  d'une 
équation  de  degré  77i,  n'admet  que  ces  [a  solutions. 

Or,  en  se  donnant 

( m  -H-  /i )  !        ^  ( nii -^  ni)l  _  > 
m\  ni  ^      nii !  n ! 

solutions,  on  détermine,  autant  qu'il  peut  être  déterminé, 
le  premier  membre  de  (2)  ;  donc,  en  se  donnant  v  solutions 
du  système  (i),  les  autres  sont  déterminées. 

Il  est  bien  difficile  d'écrire  les  relations  distinctes  qui 
existent  entre  ces  solutions,  mais  on  peut  théoriquement 
les  obtenir  en  éliminant  les  coefficients  entre  les  équa- 
tions de  la  forme 

III.  —  DES  DIVERSES  FORMES  ttUE  PEUT  REVÊTIR  UNE  FONCTION 
DES  SOLUTIONS  COMMUNES. 
Soient 

(r)  /l=--0,  /2  =  0,  ...,  fn=0 

des  équations  algébriques  en  ^0-^25  •  •  -^  ^n  des  degrés 
/;ii,  7712,  . . .,  771,1 7  soient  jx  =  m,,  .  . .,  m«   et  a,/,  a2i,  •  •  -, 
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(t.,ii  les  éléments  d'une  solution^  soit  enfin  a)^ ,  coo,  -  .  .,  co^ 
|A  polynômes  choisis  de  telle  sorte  que  le  déterminant 

2  dr  wii  0)22  .  •  •  Wjxa 

soit  différent  de  zéro,  (oy^  désignant  la  valeur  de  wy  pour 
Xx  =  c(.u,  ^2  =  ^•21',  •  •  •  •  Supposons  enfin  les  solutions 
de  (i)  distinctes  et  normales. 

Etant  donné  un  polynôme  entier  '];  prenant  pour 
Xi  =^cf.\i^  x-2=^^-2i,  •••la  valeur  «L^-,  on  pourra  toujours 
déterminer  des  constantes  a<,  €1-2,  •  • .  donnant  lieu  aux  |jl 
équations 


car  le  déterminant  S  ±:  Wi ,  ...  io^^^^  par  liypothèse,  n'est  pas 
nul;  il  résulte  de  là  que  : 

i^  Toute  fonction  entière  ^  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

'l^  =  ^1/1-1- •  .  •H->^;i//i-+-«lWi+  «2^2  +  .  .  .-4-<2j^W(x, 

les  X  désignant  des  polynômes  entiers  et  les  a  des  con- 
stantes. 

1°  Toute  fonction  entière  des  solutions  de  (i)  est 
équivalente  à  une  fonction  linéaire  à  coefficients  con- 
stants des  iù. 

Si  l'on  pose  (ce  qui  est  possible) 

/     (];tOi   =  611W1  -H  èi2t02   .  .  .    -T-  ÔijxWj;^, 
/      X  )    "l^W,  =   ^2lWi  -4-  622W2   .  .  .    -h  èsy^Wj;,, 

l     4^Wjx=  èjjja)iH-è^2W2^  .  .    +  è^Wj^jj^. 

Le  déter?ninant  S  ri:  6h  ^22  •  •  •  ^(j,[x  sera  le  premier 
membre  de  la  résultante  des  équations 
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en  effet,  si  dans  (2),  on  remplace  .r,,  ^21  •••  par  les  solu- 
tions de  (i),  on  obtient  p.-  équations,  en  vertu  desquelles 
on  a 


4^p,  S  ±  (Ou  CO22  ...  =  S  dz  W12  W22 .  .  •  S  ±  6n  ^22 .  •  •  b 


aix» 


donc 


4.1^,...  V  =  S==6n62-2...6 


W 


Les  poljnomes  i^  x^^x'\^  ..  .,  x'^~^  étant  pris  pour  to,, 
cl)2,  • .  -,  (jL)|x,  le  déterminant  S  ziz  toi,  tooo  . . .  n'est  pas  nul, 
puisqu'il  se  réduit  au  produit  des  différences  des  a,/;  on 
peut  donc  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

Toute  fonction  entière  de  x^^  x.2,  ...,  Xn  est,  à  des 
multiples  des  /  près,  égal  à  un  polynôme  entier  de 
degré  [x  —  i  à  une  seule  variable  x^ou  x^,  .... 

Toute  fonction  entière  d' une  solution  (i)  est  équiva- 
lente à  une  fonction  entière  et  de  degré  \l  —  i  d'une 
des  quantités  a/, ,  ao/,  .... 

On  peut  prendre  en  général  pour  oj,,  too,  •••,  to^j,  les 
termes  du  produit 

(  I-f- ;r  1 -h  37^ -i- .  .  . -1- ^'^"1  -  1  )  (  I  H- 072  .  .  .  ) 


C'est  en  s'appujant  sur  cette  remarque,  qu'il  n'a  pas  pleine- 
ment justifiée,  que  Bézout  a  fait  connaître  la  première 
méthode  d'élimination.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la 
mise  sous  la  forme 

de  la  fonction  '|  est  la  généralisation  la  plus  naturelle  de 
l'opération  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  division,  'h  est 
alors  un  dividende,  f\^  fi^  ...  jouent  le  rôle  du  diviseur, 
a^  <t)i-l-a2^'^2  +  -"-i-  <^!JL^[j.  jcme  le  rôle  du  reste;  il  est  en  jc. 


^CALIFORH^  ^ 
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de  degré  inférieur  à  fi ,  en  X2  de  degré^  inférieur  à  /a,  — 
Malheureusement,  la  division  ainsi  généralisée  n'est  pas 
toujours  possible,  même  quand  les  /  ont  leurs  solutions 
distinctes. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  jour  où  l'on  aura  trouvé  un  moyen 
simple  d'effectuer  cette  division  généralisée,  on  aura  par 
cela  même  découvert  une  méthode  d'élimination  simple, 
qui  au  fond  sera  celle  de  Bézout  rendue  pratique. 

IV.  —  THÉORÈME  D'ABEL. 

Tl  existe  entre  les  solutions  des  équations  d'un  système 
d'équations  telles  que  (i)  des  relations  différentielles,  qui 
sont  la  généralisation  d'un  théorème  d'Abel  resté  célèbre 
et  qui  a  reçu  un  grand  nombre  de  formes  diverses.  Nous 
allons  faire  connaître  les  relations  en  question. 

Je  suppose  que  l'on  fasse  varier  simultanément  tous  les 
coefficients  des  fonctions/;  une  solution  ^,,  Xo,  ...,  Xn 
quelconque  variera,  et  alors,  en  différentiant  les  équa- 
tions (i)  dans  cette  hypothèse  et  en  représentant  par  un  8 
une  différentielle  totale  prise  en  faisant  varier  les  coeffi- 
cients c,  c',  c",  .  ..  des  y,  mais  en  laissant  les  x  constants 

l  en  sorte  que  ùt  =  -f  de  -[--—,  de  -\- ...  j ,  on  aura 


Si  l'on  résout  cette  équation  par  rapport  à  dXi,  dx-2 
dx,i,  . . .,  on  a 

(  ,)  )  dxi  =  ~     ofi  -— —  -V  0/2 


ôxi  axi 
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D  désignant,  comme  toujours,  le  déterminant 

d(Xi,X2,  ...,Xn)' 

Supposons  0/2  =  0/3  . . .  =:  ùfii  =  o,  c'est-à-dire  suppo- 
sons que  l'on  fasse  varier  seulement  les  coefiîcients  de  /< , 
les  autres  restant  fixes  ;  on  aura  simplement 

àxi 

Multiplions  par  Q{x^,x.2^  .  •  •),  en  désignant  ainsi  un 
poljnome  de  degré  inférieur  à  Sa?z  —  Ji  —  m,,  et  divisons 

r)D 

par  — — r  ;  nous  aurons 

àxi 

G  dxi  G  8/, 


dxi 

Remplaçons  x^^x-;,-,  ■■•  successivement  par  toutes  les 
solutions  a,  ^ ,  agi ,  ...  ;  a<2,  a22,  .  •  •  ;  a«[j,,  a2[ji)  •  •  •  de  (i) 
et  ajoutons,  nous  aurons  en  vertu  du  théorème  de  Jacobi 


C'est  là  une  relation,  qui  en  contient  un  grand  nombre 
d'autres,  et  qui  est  remarquable  en  ce  sens  qu'elle  ne  con- 
tient pas  les  dilîérentielles  des  coefficients  variables  de /< , 
ni  ces  coefficients  eux-mêmes. 

Supposons  que  les  équations  (i)  se  réduisent  à  deux 
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l'équation  (4)  prend  la  forme 

à  a,7 

C'est  surtout  sous  cette  forme  que  Ton  emploie  le  théo- 
rème d'Abel. 

V.   —  NOTIONS  SUR  LES  DISCRIMINANTS. 

Le  discriminant  d'une  fonction  est  le  premier  membre 
de  l'équation  qui  exprime  qu'elle  s'annule  pour  un  même 
système  de  variables  que  ses  dérivées,  ou,*  ce  qui  revient 
au  même,  le  discriminant  de  la  fonction 

rendue  homogène  par  l'introduction  de  la  variable  ^o?  ^^t 
le  premier  membre  de  la  résultante  des  équations 

àf  àf  âf 

qui  ont  pour  conséquence /=  o,  en  vertu  de  l'équation 

àf  àf  df 

•^  dxQ  dxi  dx,i 

m  désignant  le  degré  de/.  Nous  poserons 

et  la  recherche  du   discriminant  de  f  reviendra  à  la  re- 
cherche de  la  résultante  des  équations 

/o  =  o,        /i=o,  ...,         A  =  o. 

Nous  supposerons  dans  la  suite  que 

(l)  /l=0,  /2  =  0,  ...,  /„-0 

ont  leurs  solutions  distinctes  et  normales. 
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Si/o  =  o  a  plus  de 

(m  --f-  n  —  i)! 

— ji  —  i 

{m  —  I ) !  ii\ 

solutions  communes  avec  (i),  elle  admettra  toutes  les  so- 
lutions de  (i),  et  il  existera  une  identité  de  la  forme 

où  Xo)  ^n  ■  '  •  •)  )v^  désignent  des  constantes.  Cette  rela- 
tion peut  se  mettre  sous  la  forme 

X,,  Xo,  .  .  . ,  X„  désignant  des  fonctions  linéaires,  et  cela 
d'une  infinité  de  manières  ;  donc  f  est  une  fonction  ho- 
mogène de  n  fonctions  linéaires  et  homogènes  ;  f  n'est 
pas,  en  réalité,  fonction  de  n  variables  quand  on  rompt 
l'homogénéité.  Si  l'on  écarte  ce  cas,  on  voit  que  le  discri- 
minant ne  peut  pas  s'annuler  pour  plus  de 

(  m  -f-  /i  —  I  )  ! 


{m  —  i)\  n\ 
systèmes  des  variables. 

Le  discriminant  d^ un  produit  de  deux  polynômes 
est  nul. 

En  effet,  soit  cp  et  6   deux    polynômes    entiers    en   ^,, 

oc '^  ^  .  .  . ,  Ou  II  ^  ûo  0  ei 

df        j, 
on  aura,   en  posant  toujours  j—=zj^  .  .  ., 

ces  équations  sont  satisfaites  pour  cp  =  o,  '|/  =  o  ;  elles  ont 
donc  une  infinité  de  solutions  communes  et  leur  résul- 
tante est  identiquement  nulle. 
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Ce  raisonnement  est  évidemment  en  défaut  : 
Quand  y  est  une  fonction  d'une  seule  variable,   ou  une 
fonction  homogène  de  deux  variables. 

Le  discriminant  de  f  est  encore   nul  quand  f  est 
fonction  entière  de  moins  de  n polynômes. 

En  effet,  si 

/  =  /(?ij?2,  ...,«p/t)  {k<  11) 

on  a 

.  ^    àl  _    df   d^         df_d^  ^     df    à^ 

''^  ~  dxi  ""  d^i  dxi        à(f.i  dxi       '  "~^  ()^^  ^jj..' 

et  fiy  fyy  •  •  •  5  fn  sont  nuls  en  même  temps  que  —^  •  •  •  , 

àf       .  ^^' 

j^  qui,  égalés  à  zéro,  donnent  un  système  d'équations  qui 

a  une  infinité  de  solutions. 
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CHAPITRE  Y. 

ÉQUIVALENCES   ALGÉBRIQUES 


I.   —  ÉQUIVALENCES  ALGÉBRIQUES. 

iNoiis  dirons  que  deux  polynômes  A,  B  entiers  en  Xi, 
.^ .,,  .  .  .^  Xn  sont  équivalents  par  rapport  à /< ,  /s,  .  .  .^  fn, 
quand  on  aura,  en  adoptant  les  notations  du  Chapitre  I, 

}.,,  X2,  .  •  •?  ^^n  désignant  des  polynômes  entiers,  et  nous 
exprimerons  cette  équivalence  au  moyen  de  la  notation 

A  =  B. 

D'après  cela 

voudra  dire  que  A  s'annule  avec  les  /,  et  l'on  voit  que  l'on 

aura 

(I)  ^ily  — o         si  î>y,         U^^i- 

Maintenant,  soient  y  un  polynôme  entier  en  ^,,  ^2,  --m 
x,i  ;  yi  la  valeur  qu'il  prend  pour  ^<  =  clu,  Xo  =  ao/,  .  .  • . 
On  aura  (*  ) 


yi^-'^^yV^^-^-'-'^yV^ 


(')  Il  est  clair  que  l'on  peut  remplacer  le  signe  =  par  ^,  mais  non 
=  par  =. 
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et,  en  supposant 

on  aura  évidemment 

ki  --«10  H-«iiJK  -^...+  aijj.-i  rfJ'-i, 
? 

^(x  =  «fxo  -f-  «îxi7  ^.  .  .-^  «[j,!x-i  jH-->, 

<r<f/y  désignant  une  quantité  indépendante  des  x.   Quant   à 
,7,  il  pourra  être  égal,  si  l'on  veut,  à  l'une  des  variables  x. 
Il  résulte  de  là  que  tout  poljnome  G  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

G  =  60  M- 6 1 J  H- .  .  . -I- Z^jj,_l  y!X-l , 

puisqu'il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

G-=  Gi^i  -r-..  .-;-  Gjx^fx, 

les  Gi  et  les  6/  étant  indépendants  des  x. 

II.   —   RACINES  DES  ÉttUIVALENCES. 

Considérons  l'équivalence  suivante,  où  F(X)  est  entier 
en  X,  Xi,  Xoj  .  .  . 

F(X)^o, 

et  dans  laquelle  il  s'agit  de  déterminer  X  en  fonction  de 
^1,  ^2,  •  •  . ,  ^«.  Les  valeurs  de  X  satisfaisante  cette  équi- 
valence sont  ce  que  l'on  peut  appeler  ses  racines.  Un 
premier  sjslème  de  racines  coïncidera  évidemment  avec 
les  racines  de  l'équation 

F(X)  =  o; 

mais  il  y  en  a  d'autres,  soit  en  effet 

F  ( X  )  =  «0  +  «^  1 X  4- «2  X2  + . . .  4- a,;  X/\ 
Si  l'on  pose 

X        =Xlïl     ^-X,^,    H-...-^-X;j.^jj., 
X2^Xf^,_Xi^2--...-!-XJ^;,, 
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notre  équivalence  prendra  la  forme 

Je  suppose  que  les  coefficients  a<,  ao,  ... 
tiennent  les  x,  aient  été  préalablement  mis  sous  forme 
linéaire  en  i,,  ^o,  •  •  •  ?  en  négligeant  les  multiples  des/; 
alors,  dans  la  formule  précédente,  si  l'on  a 


il    s'opérera  des    réductions,   et  l'on   aura  (en   vertu  de 

+  b(?02  -^  P12X1  +.  .  .  +  ?p2X^)  +.  .  .   H^  O, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait  séparément 

?oi-^  1^11X1+... -i-?/.iX^  =  o, 

|ii02-^?12X2+...-T-^;.2Xf   =  0, 


Ces  équations  déterminent  Xi,  X2,  .  .  .,  Xj;.,  et  par  suite 

X  =  Xi^i  -i-Xab -^ •••-+- Xjx^tx; 

chacune  d'elles  étant  de  degré/»,  il  y  aura  |j.yj»  solutions 
en  négligeant  les  multiples  des/;  mais  ce  nombre  p./?  est 
évidemment  un  maximum. 

On  voit  qu'il  y  aura  une  infinité  de  solutions  si  l'on  a 

Mais,  pour  que  F(X)  soit  identiquement  équivalent 
à  o,  c'est-à-dire  quel  que  soit  X ,  il  faut  que  tous  les  [iij 
soient  nuls,  ou  que  tous  les  ai  soient  équivalents  à  zéro. 

Désignons  par  Z,   l'une  des  solutions  de  Téquivalence 
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F  (X)  EEz  o.  On  devra  avoir 

Xi  r^E  El  ^1  --h-  £2  ^2  -^  •  •  •  -i-  £[J,Ç[;.7 

Si  désignant  une  solution  de 

!3o^-i-?u-X,--^...+  pp,-Xf  =--0; 
on  aura  donc 

^01  +  Pi.-X,  -^ . . .  +  p^.Xf  =  (X,  ^  zi)  Ai(Xi), 

Ai  désignant  un  polynôme  entier  en  X/  de  degré  p  —  i . 
Il  en  résulte  que  F(X)  peut  être  mis  sous  la  forme 

F(X)^S(X,--£,)AKX/)^,- 

^S(X,-.-£,)^/SA,-(X,-)^.- 

On  peut  dire  alors  que  F(X)  est  divisible  par  X —  Z^, 
par  rapport  aux  diviseurs  fi,  f^,  . ,  »,  fn-,  et  que  le  quo- 
tient de  F(X)  par  (X  — ZO  estSA,-(X,-)?,-. 

11  est  remarquable  que  la  division  par  X  —  Z<  a  fait 
disparaître  \x  solutions,  car  SA/(X/)i/  n'est  plus  que  de 
degré/?  —  i  ;  et  Ton  voit  que  F(X)  sera  décomposable  de 
bien  des  manières  en  un  produit  de  p  facteurs  linéaires. 


III.   —  EXTENSION  DE  LÀ  NOTION  DE  FONCTION. 

Désignons  par  z^,  ^2,  ••••  z^  des  variables  indépen- 
dantes des  X  et  par  Z<,  Z2,  .  .  . ,  Z^^  des  fonctions  des  z. 
On  pourra  considérer  une  expression  de  la  forme 

comme  une  fonction  de 

w  =  ^i^i  -t-  22b  -"-•  ■  --^  z^\^, 
pourvu  que 

d\}  =^  kdu^ 

k  désignant  une  quantité  bien  déterminée  à  des  multiples 
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des /près.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  le  rapport 

à 

du  =  dz^  ^1  H-  dz^  ^2  -^  •  •  • 

soit  bien  déterminé.  Or,  ce  rapport  est 

d\}         1    /^Zi  ,   ^Zi  \,  . 

-—  E^  -—  [  —-  dzx  -^  -—  dz^  ^ . .  .  Kl  ^-  •  •  •  ' 
du       dzx  \  àzi  0Z.2  / 

il  dépend  en  général  des  rapports  dz^  :  dz2  l  dzz  *.  .  .  .   et, 
pour  qu'il  n'en  dépende  pas,  il  faut  que 

OZj 

En  général,  Z/  devra  donc  être  uniquement  fonction 

de  Zi. 

Pour  montrer  l'utilité  des  considérations  qui  précèdent, 
je  ferai  une  application;  je  supposerai  que  les  fonctions/ 
se  réduisent  à  une  seule,  /=  x^-  —  i ,  alors 

^   __  ooV-  —  I  I 

C,i  — 


07  — a'  [JLa^H--!^^ 


271      ,         / '       5tir 


a  désignant  cos  —  +  y/—  i  sin  — .  racine  de  ^t^—  i  =  o. 
Alors 

j 

a7H- =  I  ==  ^1  +  $2       +...+  ^[1.. 

Si  l'on  regarde 

V  r^TE  Yo  +  Yi 37  4- .  .  .  +  Yf,_i ;rt^-i 

comme  fonction  de 

v^yo  -\-yxX  -^-..  .+7ij,_irrH--ï, 
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Yo,  Yi,  ...  étant  fonctions  de  yo,  y  t.  ...  ^  il  faudra  que 
~ch  ^^^^  ^^^^  déterminé.  Ce  rapport  est  égal  au  quotient  de 

par 

dyQ  ^xdyi  -t-  x'^  dy-i  H- . . . 

et,  pour  qu'il  ne  dépende  pas  de  dy^  :  dy^  :  dy2  :   .  .  . ,  il 
faudra  que  l'on  ait 

àyo  àyo    '  âyo     ~  ^\àyo  dy^ 

ou  bien 

(^ro  àff,  \  dvo  dyi 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

^70         àyi~  dy^  ' 

(A)  {   àyo  ~~  àyi         dy^  ' 

ÔY^  _  dY^  _  dYj,  _ 


Or,  si  dans  V  et  v.,  on  remplace  ;r,  x-,  .  .  .   par  leurs  va- 
leurs en  il,  ^2,  •  ♦  -,  on  a 

-4-b(Yo-ha2YiH-a*Y2-i-...) 


^i(ro-^ari    -^a2J2  -h...) 
^2  (y,)  -f-  a2jKi  H-  a^jK2  + .  .  .  ) 
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et,  pour  que  V  soit  fonction  de  p,  il  faut  que 

Yo  -i-  aYi  -^-  a2Y2  -4-. . .  =  ^1(70  --  «JKi  +  =^'^'2  +•  •  •), 
Yo  -V  «2  Yi  -f-. . .  =  Wo(7o  -  a^ri  -^-  •  •)> 

On  tire  de  là  les  valeurs  des  Y  qui  sont  alors  les  solutions 
des  équations  (A). 

Cet  exemple  montre  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la 
théorie  des  équivalences  algébriques.  Cette  théorie  a  été 
développée  à  un  tout  autre  point  de  vue  par  MM.  Weier- 
strass  et  Dedekind,  mais  d'une  façon  moins  simple,  à 
notre  avis  ,  en  considérant  les  fonctions  interpolaires 
comme  des  quantités  imaginaires  dont  la  véritable  nature 
se  trouve  ainsi  masquée  et  qui  les  rend  moins  propres  aux 
applications. 

IV.  —  EXPRESSION  DE  LA  RÉSULTANTE  SOUS  FORME  DE  PRODUIT. 

Soit  G  une  fonction  quelconque  de  x,, ,  X2,  .  .  • ,  ^/^  en- 
tière, et  Gi  sa  valeur  pour  x^  =  y.\i,  x.2  =  ^2ij  •  •  •  •  On 
aura 

si  l'on  permute  dans  le  second  membre  de  cette  formule 
les  quantités  G<,G2,  •-.  circulairement,  on  obtient  de 
nouvelles  fonctions 

G^  ^  G2^1    +  G3^2  ^--  •  •-+-  Gi^[Xj 

GK-~*  S=  Gjx^l  -h  Gi  ^2  H- •  •  • -^  Gjji,_i  ^jX, 

et  il  est  clair  que  l'on  a 

GG'G"...GS^-i^^GiG2  ...  Gj;.(^i-t-b+...+  ^lx), 
ou 

GG'  ...  GP--i  =  GiG2  ...  G(j. 

Si,  au  lieu  de  permuter  circulairement  les  G/,   on   les 
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permutait  de  toutes  les  manières  possibles,  le  produit  des 
G,  G',  G'',  ,  . .  serait  une  puissance  du  résultant. 

Si  l'on  convient  d'appeler  conjuguées  les  expressions 
que  l'on  obtient  en  permutant  les  coefficients  ai^  a.y,  ... 
dans  une  expression  de  la  forme 

il  est  facile  de  voir  que  l'équivalence 

F(X}^o 

à  coefficients  indépendants  des  x,  admettant  une  solution 
de  la  forme  <2,  ?,  +  .  .  .  -f-  a^,^  Çj^,  admet  toutes  ses  conju- 
guées; et  alors  il  est  naturel  d'appeler  module  d'une  fonc- 
tion G,  par  rapport  aux  diviseurs  /i,  /o,  .  .  . ,  le  produit 
Gi  G2  ...  Gfx- 

Le  produit  de  toutes  les  conjuguées  de  G  est  une  puis- 
sance de  son  module  (à  des  multiples  des /près). 
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